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Para los que ensefan vy para los que aprenden

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






El poder de las matemdticas

El que domina las matematicas
piensa, razona, analiza y por ende
acta con logica en la vida cotidiana,
por lo tanto, domina al mundo.

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemadticas es una institucion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de
regularizacion en las areas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.
Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidi6 plasmar y
compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo principio
fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y por tanto actiia con logica.

A través de esta institucidon y sus docentes, se ha logrado no sélo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jévenes
que han llegado con serios problemas en el area, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendra la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Esfructura

El libro esta formado por seis capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta siempre que
el estudio de las matematicas es un proceso en construccion, es decir, cada capitulo se liga con los conoci-
mientos adquiridos en los capitulos anteriores.

Cada capitulo esta estructurado con teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son desarro-
llados paso a paso, de manera tal que el lector comprenda el procedimiento y posteriormente resuelva los
ejercicios correspondientes. Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el
estudiante verifique si los resolvio correctamente y compruebe su aprendizaje. Ademas, en algunos capitulos
aparece una seccion de problemas de aplicacidn, la cual tiene como objeto hacer una vinculacion con casos
de la vida cotidiana y asi mostrar la eficacia de aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, algebra, geo-
metria y trigonometria, geometria analitica y calculo diferencial que se encuentran al final del libro, para que
el lector haga un diagndstico de sus conocimientos en dichas areas los cuales son fundamentales para ini-
ciar el aprendizaje del célculo integral. En caso de tener algiin problema con dichos ejercicios se recomienda
retomar los temas correspondientes y consultarlos en los libros de aritmética y algebra, geometria y trigono-
metria, geometria analitica y calculo diferencial de la serie CONAMAT.

\l



CALCULO INTEGRAL

El estudio del calculo integral comienza con las propiedades de las sumas y la suma de Riemann. En el
segundo capitulo se estudia la forma de resolver integrales inmediatas (formulas de integracion, cambio de
variable, integracién completando el trinomio cuadrado perfecto); posteriormente, en el tercer capitulo, se
ven integrales de diferenciales trigonométricas (casos de potencias trigonométricas); los métodos de inte-
gracion (sustitucion trigonométrica, integracion por partes, fracciones parciales, sustitucion por una nueva
variable, integrales de diferenciales binomiales y transformaciones) en el cuarto. En el capitulo quinto se
contemplan las aplicaciones de la integral: area bajo la curva, entre dos curvas, volimenes, longitud de arco
y aplicaciones de la integral. Para el capitulo sexto se introduce al estudiante a las ecuaciones diferenciales,
con la intencion de mostrarle una aplicacion del calculo y que con eso pueda iniciar un curso formal sobre
el tema.

VI
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(7]
()
(-4
_— acié en Breselenz, una aldea cer-
s\ Ve - cana a Dannenberg en el reino
- de Hannover, actualmente parte
- — de Alemania.

-

Fue un matemdtico que realizd contribucio-
nes muy importantes en andlisis y geometria

diferencial, algunas de ellas allanaron el
camino para el desarrollo més avanzado
de la relatividad general. Su nombre estd conectado con la funcién zeta,
la integral de Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann,
las superficies de Riemann y la geometria de Riemann.

los escritos de Riemann de 1854 llegaron a ser un clésico en las matemati-
cas y esfos resuliados se incorporaron a la teoria de la relafividad y gravita-
cién de Einstein. La catedra de Gauss en Gottingen fue ocupada por Dirichlet
en el afio 1855 y después de su muerte por Riemann. En esos tiempos sufrio
de tuberculosis y estuvo sus Gliimos afios en ltalia en un intenfo por mejorar
su salud.

George Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866)




1 CariTUlO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

Definicion
La suma
a, +a2+a3+...+an

se representa con el simbolo sigma ¥, de la siguiente forma:

Zai:a1+a2+a3+...+a
i=1

Ejemplo

3
Determina Ziz
i=1

Solucién

Se sustituye i por los valores de 1 a 5, se eleva cada uno de ellos al cuadrado y se suman los resultados:

iiz =1+ @+ B+ @2+ (5P=1+4+9+16+25=55

S
De manera que, Y i’ =55

i=1

Propiedades

1. ik:(n—a-i-l)k 3. icf(i) = cif(i)

2 Y[f0+0) = 350+ s0) 4. Y f@r-fa=n] = fo0- £(0)
EJEMPLOS .
—é_ 1 ®*°Encuentra 28
i Solucién

Al aplicar la propiedad correspondiente a una constante, se obtiene:

,
Y8 =(7-3+18=40

i=3

4
2 ®¢° precisa el valor de 2{(:’2 + 3i)
i=1

Solucién

Se aplican las propiedades de las sumas y se determina que:

4
i(i2+3z’) = ii“—i&' = ii2+32i
i=1 i=1 i=1 i= i=

Se desarrollan, ] ]

4
iiz =12+ 22+ GP+@2=30;3)i =3(1 +2+3+4)=3(10) =30

i=1

Finalmente tenemos que:

4
> +3i) =30+ 30 =60

i=1



CAPITULO

5
3 @ Calcula el valor de 2(2n3 —§n+7)
n=0

Solucién

Al aplicar las propiedades de las sumas, se determina:

i(zn —n+7] PRIES RSN

n=0 n=0

Se desarrollan las sumas,

CALCULO INTEGRAL ® Sumas

225‘/,3 =200 + (1)3 + (2)* + (3)® + (4)® + (5)%] = 450;

n=0

i7 =75 -0+ 1)=7(6) =42
n=0

Por tanto, se precisa que:

5

n=0

8
Determina el valor de Y (3ai” +12bi — 3c)

i=6
Solucién

Al aplicar las propiedades de las sumas se encuentra que:
i=6
Se desarrollan las sumas,

3a28‘i2 = Ba)l(6)> + (7)* + (8)’] = (3a)(149) = 447a;
i=6

12bi i = (12b)(6 + 7+ 8) = (12b)(21) = 252b; i3c
i=6

i=6

Finalmente el resultado es:

28 2
52 = —SO0+1+2434445) =

i(3ai2 +12bi —3¢) = i3ai2+ inb i— i3c =
i=6 i=6 i=6

2
——(5) = —10;
3( )

2(2;1 - n+7j=450— 10 + 42 = 482

3(128:1‘2 + IZbi i— 28:36
i=6 i=6 i=6

=@Bc)8—6+1)=(3c)3) =09c

8
Y (3ai® +12bi — 3¢) = 447a + 252b — 9c




1 CariTUlO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

EJERCICIO 1

Realiza las siguientes sumas:

4 10 i—i2
LYt 7.

e e e e 000000 00

4. i[ 2 ] 10. i”(”ﬂ)

o1 nt+2

5. ) 3i-2) 11. i(}f—n)

4 9
6. > (n*—4) 12. Y (i —=G—1y)
n=2 i=1
°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o 6 6 6 06000000 csoocss

Suma de Riemann (recténgulos inscritos y circunscritos)

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo [a, b] el drea A bajo la gréafica de f(x) en el intervalo dado, se obtiene
realizando estimaciones con rectangulos inscritos o circunscritos como se ilustra.

Rectangulos inscritos Rectangulos circunscritos
sumas inferiores sumas superiores
Y4 Y4
y=f) y=f(x)
/ T ] / I
Area Area
ol a /& b X ol a /X X1 b X
X1 Xi Xi—1 X
. x(b—a . . x(b—a .
A= limY | —— | fla + (i — DA A= lim fla + iAx)
AT TN
Donde Ax= b=a
n



CAPITULO ]

CALCULO INTEGRAL ® Sumas

Sumas bésicas
1 Y k=kn
i=1

Lo nm+l) nt+n
2 3=t

= 2 2
3 2 n+l)(2n+l):2n3+3n2+n
= 6 6
4 3 2
4 2 n(n+1) _n +2n" +n
= 4
5 Z n+1)(2ﬂ+1)(3n2+3n_1) 6n5+15n4+10n3_n
T A 30 - 30
EJEMPLOS °
]
—g_ 1 ®9° Encuentra el area limitada por la curva f(x) = x> + 2 y el eje x en el intervalo [1, 4]. Utiliza sumas superiores.
[ .o
i Solucion
Grafica

Se sustituye en la formula A = hmZ(

n—eo

)/(a + iAx)
n

Donde
Ar = b—a_4-1_3
n n n
a+iAx=1+i(g)—l+2
n n
. 3i 3y
fla+iAx)=fl1+—|=|1+—| +2
n n
L L 2
X LU L
n n
Por consiguiente,
n (972 18i
A= lim 3[9’+6’+3J h'mZ[ L 9]
m==n\ n n ==\ n n n

2
n 2 n

2
_ [23 2n® + 3n? +n+§_n +n+9.n]

Finalmente, el area es A = 27u?



1 CariTUlO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

2 ®o Aplica sumas inferiores para encontrar el area limitada por la curva f(x) = x> — 1y el eje x en el intervalo [1, 4]

Solucién

Se aplica la formula

’I—)Wi=l n
Donde:
Ax = b—a74—1:§
n n n
a+(i—1)Ax=1+(i—1)§=l_§+1
n n n
2
fla+ G- 1)Ax)=f(2—3+1jz(ﬁ—§+1) .
n n n n

Al sustituir en la formula se obtiene:
o~ (3) 9. 6 18)., 9 6 L <N 27. 18 54, 27 18
A= 1Im;(nj(rzzlz+(n_2 1+2—n) = hm' [3124-(”2—3)1—1-3—2]

(w27, w(18 54). (27 18
= Iim 2’1312-‘:-2(#—#}4- (ns—zﬂ
i=1

"= i=1 n

(27, (18 54\&. (27 18
=lm|—))i+|———Dit|l——— D1
n3 (n2 n3 )i [nfa 2]Z:|

"4)39— i=1
*+
2 n n

= lim 9+£+%+9+2_£_2+§_§]
n—e| 2n  2n n n n n n

r 3 2
— Iim £.2n +3n +n+[18_5431j

| 6

lim 18—£ iz:l = 18u?
n—>w| 2n  2n

Por tanto, A = 18u?



CAPITULO ]

CALCULO INTEGRAL ® Sumas

3 ®¢° Determina el 4rea limitada por larecta f(x) = —x + 1y el eje X, mediante sumas superiores en el intervalo [—2, 3]

Solucién

Al analizar la gréfica, se consideran 2 intervalos [—2, 1] y [1, 3].

f@=—-x+1 y4

S 1

-2

Calculo del area de [—2, 1]
Se aplica la formula:

A= h'mi(b;“) f(a+iAx)
-\ n

n—yoo 4
i

Donde Ax = 3
n . .
f(a+iAx)=—(—2+ﬁ)+l=—z+3
n

n
Al sustituir en la formula, se obtiene:
(3 3i 9 ,
A =lim —||——+3|==u
-t )3 +2)-3

Se realiza el calculo del area de [1, 3],
Se aplica la formula:

A= lfmi(b_ajf(a +iAx)
n—w = n

\S]

Donde Ax = =

N

fla + iAx) = —(1+2ij+1 -2

n

Se sustituye en la formula y se tiene como resultado:

n(2Y 2
A =1mY [ 2] -2 | = —22
w3

El signo negativo indica que el area se encuentra por debajo del eje x, pero para efectos del calculo del area total, se
considera su valor absoluto.
Por tanto, el area buscada es:
A=A +A,= Dot =By
2 2




1 CariTUlO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

EJERCICIO 2

Emplea sumas superiores para encontrar el area limitada por la curva, el eje X, las rectas dadas o el intervalo indicado.
L.fx)y=4x+5x=2,x=5
2. fx)=—2x+6;x=1,x=4

3. f(x) =4 —x%[-2,2]

o 000000000000 00

4. f(x) =x3 —dx; [—1, 1]
5. f(x) =2x2—4x+3;x=0,x=2

Calcula el area limitada por la curva f(x) y el eje X en el intervalo indicado utilizando sumas inferiores o superiores.
6.4 = 33 10,5]
[
7. f(x) =3 — gx ; [—3,3]

8. f(x) = (x — 2)3 + 1;[1, 3]
9. f(x) = x3 — 4x2 + 4x; [0, 3]
10. f(x) = 5x% [1, 3]

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e « o ¢ ¢ ¢ ¢ e 6 0 e e 0 000 ce0cocococcscne

10



CAPTULO D

INTEGRALES INMEDIATAS

ﬂISTORICA
c -
)
(7]
Q
oz
— atemdtico ruso conocido por sus
. W - S frabajos en teoria de aproxima-
- cion de funciones, geometria
diferencial, polinomios ortogonales vy pro-
- — . P 9 y P

babilidad.

El nombre “Chevichev” es una translitera-
cion del alfabeto cirilico, por lo que a ve-
ces se encuentra con grafias diferentes, por
ejemplo: Chevyshev, Tchebyshef y ofras si-
milares.

Su aportacién en matemdticas es nofable, debido a sus mltiples aplica-
ciones fanfo en feoria de la aproximacion de funciones por polinomios,
como en andlisis numérico (inversiéon de matrices, la evaluacion numérica
de integrales, la infegracién numérica de ecuaciones diferenciales, o la
mds precisa aproximacion a una funcién).

Pafnuti Lvovich Chevichev murié el 26 de noviembre de 1894 en San
Petersburgo.

Pafnuti Lvovich Chevichev
(1821-1894)

—




2 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

Definicién

Si F(x) es una funcion con derivada f’(x) entonces, F(x) se llama integral indefinida o antiderivada de f'(x).
La antiderivada de una funcion no es Ginica.

Ejemplo

o3 +4,x3 -1

Son todas antiderivadas de f’(x) = 3x2, puesto que todas las antiderivadas de f'(x) quedan incluidas en F(x) = x3 + C,
en donde C se llama constante de integracion.
Para denotar la integral indefinida de f”(x) se utiliza:

[ £ ax
Entonces,
Jszdx =x3+C
Formulas
1 [(du+dv —dw)=[du+ [dv—[aw 10. [cosvdv=senv+C
2. Jadv:a.[dv 11. Jseczvdv:tanv-i-c
3. Jdx=x+cC 12. fese’vdv=—cotv+C
n+1
4 Jx”dx= +C,n #—1 13. J.secvtanvdv:secv-i-C
n+1
vn+]
5. Jv”dv= +C,n #—1 14. Jcscvcotvdv:—cscv+C
n+1
dv
6. j— =lv|+C 15. jtanvdv:—ln|cosv|+C:ln|secv|+C
v
7. Ja”dv= 4 tc 16. J.cotvdv=ln|senv|+C
Ina
8. Je” dv=e"+C 17. J.secvdv:ln|secv+tan v+ C
9. Jsenvdv:—cosv-i-C 18. Jcscvdv:1n|cscv—cotv|+C
EJEMPLOS .
[e]
<. | ®°° Deermina el resultado de _[x“dx
£
o .2
i Solucién
441 5
[rax="—+c=T-+C
4+1 5



CAPITULO D

CALCULO INTEGRAL o Integrales inmediatas

2 ®°°Encuentra J3ab2x4dx

Solucién
4+1 2.5
[ 3ab* dx=3ab* [ x* dx=3ab® X po3abx
4+1 5

+C

3 @ (Cudl es el resultado de j (5x3 4+ 2x2 — 6x + 3)dx?

Solucién

f(5x3 +2x% — 6x + 3)dx 5fx3dx + zjx%ix— ijdx + 3jdx

341 241 141
—6X
3+1 2+1 1+1

|
W

+3x+C

2

= ix“-O——)f—Exz-|-3x-i-C
4 3 2

= éx4-4—2)63—_°,Jc2-i-3x-4-C
4 3

4 ®e: e j%

Solucién
e 1

dx _rdv _ 4 x? x 3
IT:J*‘:JX 2dx = +C=2+C=2x2+C=2Jx+C
~ T

1 1
2 ——+1 -
* 2 2
5 ®eCuil es el resultado de J— 3 (fx ?
e
Solucién
3d d —I —3x7? 3
[ ==3[S =[x tx=—3" —+Cc=—"—+C=-Z+C
X —3+1 -2 2x

Infegrales por cambio de variable

Algunas integrales no se pueden resolver de forma inmediata, entonces se tratara de ser posible transformar la integral
a una de las siguientes expresiones

n+1
v

n+1

fv"dv: +C J‘%:ln|v|+c

En las integrales que se resuelven por cambio de variable, se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se identifica la variable.
2. Se obtiene la diferencial de esta variable y se efect@ia el despeje de la misma.
3. Se realiza la sustitucidn correspondiente.

13
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EJEMPLOS .
_é_ 1 ®¢°Realizala siguiente integral:
3
() 2y2
o [2@2+ 2"y xdx

Solucién

Se elige, de la siguiente forma, la nueva variable que se va a integrar:
v=2+ x? - dv = 2x dx

Se realizan las sustituciones y se resuelve la integral para obtener el resultado.

3 5 5
3 3 3 2t 2 22+ x2)?
I2(2+x2)2xdx=J(2+x2)2(2x)dx=Jv2dv=; +c:%+c= Crx) ¢
E 2 >
2 2
Por consiguiente,
5
3 + 2\ 2
j2(2+x2)2xdx=72(2 SX) +C
2 ®¢° Determina el resultado de _[ m + nx dx
Solucién
dv
v =m + nx,dv = ndx donde dx = 7
Al realizar las sustituciones se genera la integral:
3 3 3
g Le 2 12 292 2(m + nx)?
'[ m+nxdx=I(m+nx)2dx=fjiv2dv=f-v—+c=L+C=M+C
n n 3 3n 3n
2
3
2(m + nx)?
Finalmente, J m+ nx dx=w +C
n

3 ®°° Encuentra el resultado de Jx(2 +x*)dx

Solucién
@

v =2+ x3, dv = 3x2dx donde dx = e
X

J.x(2+x3)2dx:jx.‘,23d?‘}2:j‘v2%

En este ejemplo el cambio de variable no se puede efectuar debido a que la nueva integral tiene dos variables.
Entonces, se realiza el producto indicado y se resuelve la integral.

8
Jx@+x)dx = [(4+4x" +x)xdx= [(4x+4x* +x")dx = 2x2+%x5+%+c

Por consiguiente,

8
Jx(2 + x*)Ydx =247 -‘:—%x5 +%+C

14



CAPITULO

4 ®%:precisala siguiente integral indefinida:

5 e

Solucién

v =2+ 3x,dv = 3dx donde

dx
IZ+3x

Por tanto,

Resuelve la siguiente integral:

Solucién

CALCULO INTEGRAL o Integrales inmediatas

dx
J2+3x

i

3
I 1 1 1

= *-@=7J.ﬂ=fln|v|+C = —In2+3x|+C
3 v 37y 3 3

v=c+ae?, dv=ae’dd donde,

J' &'de
c+ae’

Por consiguiente,

Encuentra la primitiva de

Solucién
v=1—-cos5x, dv=>5sen5xdx
Se realiza la sustitucion:

j sen 5x
1—cos5x

Por tanto,

:ﬁ

A _Lidy

1
| & _Lipas+c
2+3x 3

_[ e'de
¢+ ae’

o e?do
a

=lln|v|+C = lln|c-i-aee|-i-C
v a’v a a

0
1
J edﬂg =—In|c+ae’|+C
c+ae a

_[ sen Sx
1—cos5x

donde ? = sen 5x dx

_ l.dvzlj-ﬂ_l

5 v 5

J

=—Inp|+C = l1n|1 —cos 5x|+C
v 5 5

sen Sx d =lln|l —cos 5x|+C

l—cos5x 5

15
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EJERCICIO 3
. Efectta las siguientes integrales:
. 3 2 6
. 1. [x°dx 20. [|=-=-24
: J.x j(xs x2 xj *
: 2. [5xtax 21. [Vat ar
3. [bxdx 22. [er dt
4. jﬁx2dx 23. j(8x5—5x4—4x3—6x2—2x—3)dx
5. Jadx 24, J(ax3—bx2—cx+d)dx
3dx x2 3x
6. [22 25. [| —=—=%=—5vb |dx
4 I[ b \/g ]
4 _ 3 _
7. [ 26. j[x b 7xjdx
3 X
32
8. [Vxdx 27. j[sz —ijdx
9. [54/x dx 28. j[gi—étijdx
X X
dx 5 4 1
0. [% 29 J.[yz—5y3—2y“—\/;]dy
T
7 5 1
de yz_y3_y4
11. 3. [| 22— |a
2 o
12. jﬂ 31, Vst =3+ 2)de
X
dx ;
13. [£L 32. (71 dr
e ]
14. j% 33, [Bx+4)dx
15. [Vx" dx 34. [(ax* =by xdx
adx 2,3 42
16. j3x2 35. [P0 —4ydr
5dx 4
175 36. [(a—by)dy
18, [bx dx 37. [ —6)dr
5, ,
19. j(% 4\/}de 38. jx(x+4) dx

16



CAPITULO D

© o 0060000000000 00000000000e0 0 e

39. [x?(e+1)dx
40. JJm +ny dy

41. j Sx—3dx

tdt
RN

43. | dx

Por 1
44, [(Vx—4) ax

X dx
45. 17(3)8 —

5dx
46. JW
8x dx
j(2x2 +5)*
Jx-b)
48. j(\/;)

dt
49 Jat +b

47.

dx

50. j3;2df4

dx
St Jx-i-3

J4de

52. >
2x°—6

(2x—3)dx
(x> =3x+6)

54. j(x2 —2)JxP —6x+3dx

n—1
55 [ dy
(ayn + b)m

53.

56. je3'* 1— ™) dx

(4 — In|x + 3))*dx
37 -[ x+3

17

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.

68.
69.
70.

1|

72.

7

73.

74.

75.

Jcos 4x(1—sen 4x)’dx

Jcsczx 3+ cot x dx

CALCULO INTEGRAL o Integrales inmediatas

Jsec 2x tan 2x

J1—sec 2x

Ji

COS ax

— sen ax

Jeﬁ\'ji; -1 dx
X

Jcot x(2 + In|sen x|) dx

sen 2x dx

J‘(1 —cos’ x)’

Jsensz cos bx dx

Jcot mx csc? mx dx

Jcosz 4xsendx dx

cos Sx

J‘Jsen S5x+4

4x+2
J‘)c-i-2 dx

(3% +2) dx

x—1

dy

yln’y

dx

'[Zx In 3x

J’x"\/ax”l +b dx
1
e

J.csc2 3x cos 3x dx

76. j(

2

3

4

(x+1)°

TE:

x+1

J
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MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

N 3 4 dw
N 77. —— |dx 8l. | ——F—
: '[[x+2 x+5J '[senzwdl—cotw
. 3 5 3 sen y cos Y 4
. 78. + dx 82.
J.[Zx—l 3x—4) J.‘/1—2seny
sen x
79. dx 83. 1+cosa da
[ j
80. Jsen3x sen2x dx 84. j sen'x
COS X
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e ¢« « ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ ¢ e 6 o 0 6600 0oooococscsoos

Integrales de funciones exponenciales

Las siguientes formulas se emplean para integrar funciones exponenciales

J.a"dv:%-b-c y Ie"dv:ev +C

EJEMPLOS .
TOJ_ 1 ®#Encuentrala integral indefinida de Ie“dx

£

[T}

i Solucion
Se escoge la variable de acuerdo con la formula que se va a emplear, en este caso,
. . dv
v = 2x, sudiferencial dv = 2dx donde, dx = 7

Se realiza el cambio de variable y el resultado es,
Je“dx:je"@* I Vdv* e +C = 1 e +C
2 2 2

Finalmente,

Je“dx = le“ +C
2

2 ®¢° Determina el resultado de J.e'5 dx
Solucién

v =

g, dv=%dx donde, 3dv = dx

Por consiguiente, al realizar la sustitucion se obtiene:

fegdx:3fevdv:3ev+c _ 3 4C

18
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3 @@ Obtén la funcion primitiva de ja’”dx
Solucién
dv
v=nx,dv=ndx donde, — =dx
n
Se realiza la sustitucion,
. 1, 1 a a™
Ja def_[adv=f~ +C= +C
n n Ina nlna
Por tanto,
ja""dx =2 4c
nlna
4 @0 Epcyentra el resultado de J.%
e
Solucién
v = —2x,dv = —2dx donde, d—; = dx
I dzx = J.efzxdx = —lje"dv = —le“ +C= —lefz)‘ +C= 12
e 2 2 2 2e°"
EJERCICIO 4
. Realiza las siguientes integrales:
1. fetdx 10. [27e%dx
: 2. 8 dx 1. [Yedx
: 3. J.e‘”'“’dx 12. J.\/e“dx
4 Iemdx 13 _[ dx
. \/§ . 54)5
1
eSX e,\:z
5. jew dx 14, jx3 dx
X 4
6. J.em‘U sen 4x dx 15. J.[3 e"] dx
7. [2x%edx 16. [x*G—e")dx
8. [b*dx 17. [@x—3)e" " dx
9. [3dx 8. | dt

19
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1

19. [ex2 sen 2x dx 28. [(10* —2)dx
20, j’;d’ 29, j[ez—aijdx
ax

: 21, 47 edx 30. J[eehsjdx

X

22. J.[ez-i-ezjdx 31. j[l;fdex

2
Cos” X

23. [(e —2)dx 32. chc >
24. [x-5"dx 3. Ty

. X . —F—aX

N
25. j(e“ — e ™) dx 34, ji—xz
26. je‘“"‘” sec” 3x dx 35. '[(32’ +3*) dx
27. [5%dx
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 6 6 6 6 0 6000000 cococos

Integrales de funciones frigonométricas

Las funciones trigonométricas se integran con las siguientes formulas y en algunos casos auxilidndose de un cambio
de variable.

1. Jsenvdv=—cosv+C
2. Jcosvdv=senv+C

3. Jseczvdv=tanv+C

4, Jcsczvdv:—cotv-i-C
5. Jsecvtanvdv=secv+C

6. Jcsc veotvdv=—csc v+C

7. Jtanvdv=—ln|cosv|+C=ln|secv|+C
8. Jcotvdv=1n|senv|+C
9. J.secvdv=ln|secv+tanv|+C

10. Jcsc vdv=1n|cscv—cotv|+C

20
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EJEMPLOS .
_é_ 1 @2 Obién el resultado de Icos my dy
i Solucion

Se hace un cambio de variable y se obtiene su diferencial:
d
v=my, dv=mdy, donde, — =dy
m

Se sustituye y se resuelve la integral:

d 1 1 1
Jcos my dy = Icos v;v: chosv dv:Zsen v+C :;sen my+C

2 @0 Cuil es el resultado de Jsec Tx dx ?

Solucién

v ="7x, dv="Tdx donde, % = dx

1 1 1
Jsec 7xdx=7J.secvdv=;ln|secv+tanv|+C =7ln|sec7x+tan7x|+C

3 ®¢° Obién el resultado de Jx cot x*dx

Solucién
_ 2 _ dv _
v =x* dv=2xdx donde, 7 = xdx
Se realiza el cambio de variable y se resuelve la integral:

Jx cot x*dx = Icot v@ = ljcot vdv= lln|sen v+ C :lln|sen X’|+C
2 2 2 2
tan/x
Jx

4 ®e° Epcyentra el resultado de J. dx

Solucién
La férmula que se va a utilizar es Jtan vdv =1n|secv|+ C , de manera que:
dx dx

v:\/;, dv = —= donde, —
Jx

2dv
24/x

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral:

jtan\/;

dx=2jtanvdv=21n|sec v[+C=2In|sec Vx| +C
Jx

21
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. 2 tan x
5 ®e¢ Determina jﬁ
—tan’ x

Solucién

Antes de resolver esta integral se recomienda emplear identidades trigonométricas.

senx 2senx
2
2tanx _ cosx  — COS X _ 2sen x-cos” x _ 2 sen x cos x
2 2 2 - -
1—tan’x | _sen’x  cos’x—sen’x cos x(cos’ x —sen’x)  cos’x —sen’x
cos® x cos® x
_sen2x
cos 2x
= tan 2x
- . . . 2 tan x
Al sustituir la identidad encontrada, se tiene 172 dx = Jtan 2x dx , donde:
—tan” x

dv
v =2x, dv=_2dx dx=7

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

JLnfdx: Itan 2x dx=lj‘tanvdv=—lln|00S vl +C=—lln|cos 24|+ C
1—tan” x 2 2 2

EJERCICIO 5

Determina las siguientes integrales:

e o000 e e0 e e

1. Jsen Sxdx 10. Jx sen 4x°dx
2. Jcos 6x dx 11. Jx cos—dx
3. Jseni dx 12. Jcosx
4 sen’x
4. J.tan bx dx 13. J.sec ax tan ax dx
5. Jsecz X dx 14. I3x sec? 4x2dx
a
6. | dx 15. [esc?(3x = dx
" Jsen’ax '
dx
7. 16. | cot(ax — b)dx
Jcosz bx J ( )
sen x
8. | ——dx 17. |sec ax dx
J.cosz X J.
9. J‘CSCL cot L dr 18. Jx csc 4x’dx
4 4

22
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19. jcot x4Jcse x dx

e o 0000000000000 00

20. j(cot b6 + tan bO)* d

21. j(csc 3x — cot 3x)*dx

: 22. J(tan 5x —sec 5x)*dx
sen’x
23 [ dx
1—cosx

24. '[x cos(2 — x*) dx

2
25. jcos X
sen x

26. j 1+ sen 2x dx
+
27 | [Lcosx
1—cosx
- -2
28. sen| — —
] { [3 x]]

29. | dw

cos® w —cos 2w

CALCULO INTEGRAL o Integrales inmediatas

3

(=]

1+ sen’x
[ ey
1+ cos2x

31. I(cotzx +cot’x) dx

3. J‘ COS X

JSCHX

dw
3, | ———
J‘senzw(l — 4 cot w)

34, j[lse”]dx
1+senx
35. J’L
sen(X)cos(z)
2 2

2 tan a da
36. | ——mMMM8
'[secza —2tan’«

37.

~

_[ sen 26

\/sen 0 +1

38. je“sen(ez*) dx

2
39, Jsen(lnx )dx
X

40. jLS“‘E dx

3x

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢« ¢ ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 6000000000 cssos

Integrales con expresiones de la forma

Formulas

1
1. J.L=farc tanKJrC

vV+d a

a

v—a

2 | v 1y

Vi —a 2a |v+a

1 +

3 J- dv2 —lna v
at—v 2a |la—v

2

+C

d
4. Jiv =arc senK +C
2

a —v

a

6.

~

*®

23

. J%=ln(\/+1/vziaz)+c
vita

J.L—larc secX +C
v\/vz —-a* a a

. jJaz —Vdv= %,/az —y? +§arc sen£+C

J.Jvziaz dv=% vi+ta® i%ln(v-hlvziaz)-i-c
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EJEMPLOS

Ejemplo

L]

dx

1 ®#° Determina el resultado de | ————
ctermina €l resuitado de Ix2+36

Solucién

Se utiliza la formula:

2

J.L=larc tanX+C

vi+a

a

a

se deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen en la formula.

vZ=x2, v=xydv=dx; a>=236,a=6

Por consiguiente,

f dx =larc tan%-ﬁ-C

x> +36

dx

2 ®¢: Opbién el resultado de 'fzi
16x~—9

Solucién
Para resolver la integral se utiliza la formula:

I35

6

1

=—1In
2a

se determina la variable y se encuentra su diferencial,

v—a

v+a

+C

v2=16x% v=4dx, dv=4dx y % =dx; a>=9,a=3

Finalmente, se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

dx ¢ dv 1
J -

6 —9 44y 4

Obtén el resultado de fﬁ
X

Solucién

Se sustituye y se resuelve la integral,

J- mdx —_m J v _
wx’—p° nlvi-d
Se concluye que,
_[ mdx
n’x’ —

1
2

3)

4x—3
4x+3

m 1 nx—p

n 2(p) |nmx+p
= M p

P’ 2np  |nx+p

24

2, v = nx,dv = ndx donde,

=Ll 4x-3
24 |4x+3
@:dx
n
c="m=2L+c
2np  |(nx+p

+C
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4 ®@° precisa el resultado de IL
\J9 —25x7
Solucién

Para resolver la integral se utiliza la formula,

dv v
fﬁ=arcsenf+c
a —v a

se deduce a, v y la diferencial dv

d
a2=9,a=3;v2=25x2 v =>5xdv=>5dx donde, ?V = dx

1 1 1
J dx =7J & =farcsenX+C=farcsen5—x+C
\/9 —25x* 5 \/az —? a 5 3

Por tanto,

dx 1 5
J.i = —arc sen?x +C

{9 —25x 5

dx

Jox* +5

5 @9 Opién el resultado de J

Solucién
a2=5,a=\/§;\/2=9x2, v =3x,dv =3dx donde, d—; = dx
dv
dx 3 1 dv 1 3
= == :fln‘3x+«/9x +5‘+C
J\/9x2+5 J.\/vz-i-a2 ?"[\/v2+a2 3
EJERCICIO 6

Realiza las siguientes integrales:

dx dx
. : JX“r81 6. J9x2—144

e e e o e

dy dx

> be“rlf ! J1/25—9x2
dy dx

3. jy2—16 8. jﬁ
dx dx

* J25_4x2 > J)c\/4x2—9

dx dx
5. jm 10. jm

25
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1. j% 23, szdfxw
12 jv,d; 2. J%Zyz
13 Jﬁ 25. [ I6—c" dx
1 Jm 26. [1-2x% dx
: 15. J\/——x 27. jgd’”mz
5
o o 25, a7
7 J\/’\/ij 29. j@dx
18. j\/siy_4y2 30. Jthdj”

20. jL 2. | d

J3tr+5 csc(2t) - (5 — cos® 21)

dy sen x dx
21. 33, |———
-[ -[1+cos2x

22. jL 34. j‘/zz In2(31) + 4 dr + j In(3)\2 In>(3t) + 4 dt

demuestra que:
’1“72(3’)\/# In*(30) + 4 +21In(rn(30) + P 1n*Gn) + 4) + €

°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o 6 6 6 060000000000

=

Integrales en las que se completa un frinomio cuadrado perfecto

En aquellas integrales con un denominador de la forma ax? + bx + ¢, se utiliza el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto para llegar a las formas:

2 2 2 2 2
viEia ,\a —v,v*a,a —v

Segiin sea el caso.

26
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EJEMPLOS
= e
£
9
(NN

2 e

3 e

CALCULO INTEGRAL o Integrales inmediatas

[

dx

Encuentra el resultado de JT—I—?)
X X

Solucion
Se completa el TCP, entonces, el denominador se expresa como:

X Hdx+3=(P +4x+4)—4+3=(x+2)"—1
Donde,

vV2i=@x+22v=x+2,dv=dx;a’=1,a=1

Por consiguiente,

dx dx 1 x+2-—1 1. |x+1
L S . NN % | PO W | RS
x“+4x+3 (x+2)—=1 2(1) |x+2+1 2 |[x+3
Determina el resultado de | ——n—
etermina el resultado de 2 _8r 25

Solucién

La expresion

X —8x+25=(x*—8x+16)—16+25=(x—4)* +9

Donde,
vi=@x—44hv=x—4,dv=dx;a*=9,a=3
Finalmente,
I 3 3dx = I dx2 =3-larctanx74+C=arctan(x74)+C
x- —8x+25 (x—4)"+9 3 3
. . .. dx

Encuentra el resultado de la integral indefinida J.zi

2x" —2x+1

Solucién

Se completa el TCP y el trinomio se convierte a la expresion equivalente.

2x7 —2x+1=2 xz*x+l =2 x27x+l,l+l =
2 4 4 2

|
[\o)
| —
/N
=
.
\
=
+
-
N—
\
P
+
o | —
| I

Se utiliza la formula,

dv 1 v
vi+ta a a

se obtiene la variable, su diferencial y el valor de a, entonces,

2
v=lx-L ,v=x—l,dv=dx; c12=l,a=l
2 2 4 2
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Se realizan los cambios y se resuelve la integral.

4 @9 Opén el resultado de I

dx
2 —3x— 4x*

Solucién

La expresion

64 64

R ERCH]

Se deduce entonces la formula que se va a utilizar:

d
J.iv =arc senX +C
2 2
Ja —v a
Donde,

Por tanto,

2-3x—4x"=-4 )cz-i-éx—l =-4 xz-i-éx—i-i 2
4 2 4

1

2

2x+5
5 ®e: Encuentra el resultado de M

X +2x+5
Solucién

En este caso, la expresion se representa como:
2x+5  _ 2x+2 3

X +2x+5 X +2x+5
Se ha elegido esta separacion debido a que,

X +2x+5

si v=x>+2x+35 entonces dv— (2x + 2)dx

28

)

x—l 2x—1
_[ 3 dx _1 dxz —l~larctan 2 4 C=arc tan—2
2x* =2x+1 2 1 1 21 1 1
RPN B 2 2 2
Por tanto, el resultado de la integral es:
J#=arc tan2x —1)+C
2x" —2x+1

+C
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Por consiguiente,

(2x+5)dx ¢ (2x+2)dx dx
|5 =[5 +3]=
x"+2x+5 x"+2x+5 x"+2x+5

+
Para la integral JLM; se realiza el cambio,

v=x"+2x+5, dv=02x+2dx y L:
(2x +2)
Resultando:
+
M = In(x*+2x+5) +C
X" +2x+5
dx . - .
Ahora, con la integral Ji , se realiza el siguiente cambio:
+2x+5
+
J 5 dx :J 3 dx :J dxz :larctan—x 1-l-C
x“+2x+5 (x*+2x+1)+4 (x+1)"+4 2 2

Finalmente, al sustituir se obtiene:

J2x+5 dx J(2x+2 dx 3J dx
x“+2x+5 x“+2x+5 XX +2x+5

+C

+
= ln(x2+2x+5)+3~%arctanx !

+1+C

= In(x* +2x+5)+ %arc tan -

Por tanto,

2x+5)dx
XX +2x+5

+
= In(x> +2x+5)+§arc tan(xz 1)+C

Ve + ae dx

Obtén el resultado de '[ -
e +6¢™ +5¢"

Solucién

La integral se expresa de la siguiente manera:

| Ve +afetax | Je' (& +4edx f(e“+4e”)dx

\/63" + 6™ + 5¢° \/e—x\/eh +6e"+5 \/ezx +6e" +5

Se realiza la separacion en el numerador

J (e* +4e*)dx _ J(ez*' +3e" +e')dx _ J (e** + 3e")dx J edx
Jer +6e +5 & +6e" +5 Jer +6e" +5 Jer +6e" +5
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(e + 3e")dx

Jer +6e" +5

Ahora, para la integral J

e‘dx

e dx

, se realiza el siguiente cambio:

v=2eX+ 6+ 5, dv=2e*+ 6e¥)dx = 2(e* + 3e¥)dx

Entonces,
1
2x 2 1
jetied _pd L et
e +6e" +5 -
2
. i e'dx
Por consiguiente, para la integral J = , se completa el trinomio cuadrado perfecto y se realiza el cambio
de variable. Ve +6e”

e'dx e dx

f\/ezx +6e" +5
Donde,

Entonces,

e'dx

B f\/e2*+6e*+9—9+5

- I\/e2‘+6e‘+9—4 - '[\/(e*+3)2—4

w=e*+ 3, dw = e dx

e

+3)7 —4

Por tanto, se concluye que:

Jﬁ+4ﬁdx

& + 6> + 5¢"

_ dw
- '[\/wz—4

~In ‘w+1/w2—4‘ =In

e"+3+,/(e*+3)2—4‘
e*+3+./e2*+6e"+5‘

=In

Je +6e +5 +1n

e‘+3+«/e”+6e*+5‘ +C

EJERCICIO 7

.

Determina las siguientes integrales:

dx
I '[x2+6x
dx
J)c2+8x

e e 00000

dx
3. | ——
'[x2+5x+6
dx
4, | ——X——
J2x2+3x+1

dx
5. | —
'[x2+5x—14

_[ dx
2x* +9x+4

J dx
a’x* +8ax +15

_[ 3e*dx
e +9e" +20

J dw
13w —2w? — 15

da
10. | ———
'[5 +9a — 2a°
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

dx
Jx2—2x+8

Je“ +3¢" -3 dx

e +2e =3

_[ cos x dx

(senx —3)* —3

_[ dw
J=5w +22w—8

dx
'[\/4)62 —4x+3

_[ dz
372+ 4z

J~ dx
J2xXP +x

dx

J‘x\/lnzx-i-7lnx-+-6

dw
J‘sz —9w+5
J‘\/xz +4x—3dx

J\M —3x—2x% dx
J\Bx*xz dx

J.,sz —4x dx

J'x\/)c4 —x*—20dx
j\/—xz —5x+24 dx

j —+§+2dx
Va 2

d
J—

—21x

Xt —4x?

31

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

3

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

J
J

CALCULO INTEGRAL o Integrales inmediatas

™3+ 2e™ — ™ dx

dy
./yz +y+1

j./sxz +4x+1 dx

J
J
J

J

6. |

J
J
J
J
J
e
e
==

dw
5w —2w?

3x*+5x—4

X —=T7x+6

x
\/a)c2 + 3xvax +2x

dy

3y +13y—10

(6x—5)

3x° +4x+1

3x—4

9 —x* dx

4—"T7x

———— ax
9x* —16

X2 +3x+5

X —4x+1

x—2 dx

+
x+5 dx

2x+21

3x* +27x—15

(3x+2)
[x2 —
3x—11

J4 —9x?
5—2x

167 +25

4 —3x

\J7 —2x7




2 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

x+6 Sx+1
. J8+14x—10x2 dx 8. J/4 25 — 12

s o 0000 00

46. jm 49. j(2x+1),/x2—3x+4dx

47. jm 50. j(3x+7),/x2+7x+6dx

aVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢« ¢ ¢ ¢ e e o o 0 0 00 0c 0000 oo oo cosso o
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INTEGRALES DE DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS

ﬂIST()RICA

c

Rese

afemdtico vy fisico francés nacido

en Auxerre y fallecido en Parfs,

conocido por sus trabajos sobre
la descomposicién de funciones periédicas
en series frigonométricas convergentes lla-
madas series de Fourier.

Participd en la Revolucion Francesa y, gro-
cias a la caida del poder de Robespierre,
se salvo de ser guillotinado. Se incorpord
a la Escuela Normal Superior de Parfs en donde tuvo entre sus profesores a
Joseph-Louis Lagrange y Pierre-Simon Laplace. Posteriormente ocupd una cé-
fedra en la Escuela Politécnica.

Segun él, cualquier oscilacién pericdica, por complicada que sea, se pue-
de descomponer en serie de movimientos ondulatorios simples v regulares,
la suma de los cuales es la variacion periédica compleja original. Es decir
se expresa como una serie matemdtica en la cual los términos son funciones
frigonométricas. El teorema de Fourier fiene muchas aplicaciones; se puede
utilizar en el estudio del sonido y de la luz y, desde luego, en cualquier
fenémeno ondulatorio. El estudio matematico de tales fendmenos, basado
en el feorema de Fourier se llama andlisis arménico.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830)
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Integrales de la forma: [sen"vav, [cos’vav, con my nimpar

En aquellas integrales cuya funcién seno o coseno sea una potencia impar, se realiza la separacion en potencias pares

y siempre sobra una lineal, la cual funcionard como diferencial; el resto se transforma mediante las siguientes iden-

tidades trigonométricas:

sen’x =1—cos’ x cos’ x =1—sen’x

EJEMPLOS .
%_ 1 ®¢° Determina el resultado de Jsen3x dx

£

o .2

i Solucion

Se separa la potencia de la siguiente manera:

Jsen3x dx = Jsenzx sen x dx

Se sustituye sen’x =1— cos” x , de esta forma:

v = cos x,dv = —sen x dx, —dv = sen x dx
Jsen3xdx=Jsen2x sen x dx = f(l—cos2 x)sen xdx = I(l — ) (—dv) = J—dv+fv2dv
1 5
= —vyv+—v +C
3

1
= —cosx + gcossx +C

1

gcos3x —cosx+C
o 3 L

Por consiguiente, Jsen X dx = gcos x—cosx+C

3
. cos” x dx
2 ®°° precisa el resultado de J74
sen’x

Solucién

J-cos3xdx _ jcoszxcosx dx _ J‘(l — sen’x)cosx dx

4
sen‘x sen*x sen " x

Se realiza el cambio de variable, v = sen x y dv = cos x dx,

jﬂ = J.V74dV*jv72dv = ifﬁ = 7L+l+c
v -3 -1 3w

1 1

J»(lfvz)dv: @7
v v

Pero v = sen x, entonces,

1 1 1
- —+C=cscx ——csc’x+C
senx 3sen’x 3

cos’ x dx

sen’x

. 1
Finalmente, J' =cscx — gcsc3 x+C
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5
3 @@ Encuentra el resultado de JM
Jcosy
Solucién
,[ sen’y Jsen“y sen ydy _ r(sen’y)’sen y dy
\/cosy \/cosy \/cosy

Se sustituye sen’y =1—cos’y en la integral:

1—cos’y)* sen y dy

_[ (
se realiza el cambio de variable, v = cos y, dv = —sen y dy,

(l—vz)zdv _

\/cosy

—dv =senydy

(1—2v2 +v4)dv

e

Al factorizar —2+/v de la expresion se obtiene:

2 (l -S4+
Finalmente,

sen’ydy _

\Jcosy

J

3 7
+2Jv5 dv—J.vE dv

—J%

4 3
—2\/;+gv2

9
—gv2 +C
9

v4j+C,per0v=cosy

—24/cos (1 —%coszy -I-%cos4 y)-i— c

EJERCICIO 8

oo 00000000000

Resuelve las siguientes integrales:

1. Jsen34x cos4x dx
2. Jcoss 3x sen 3x dx

. J.senSax dx

Jsen35x dx

- Jsen’
Jcos xdx
Jcos ax dx

. Jcos36xdx

35

sen’x dx

sen’ax dx

9. [oos’
]
]

. Jsen54xdx
. J.sensgdx
. Jcoss ydy
. Jcoss bx dx

. Jcoss % dx
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: 17. Jsen70 de 21. Jsen34x cos’ 4x dx
: 18. Jsen73x dx 22. Jcos3xsen5x dx
5
19. fcos” ydy 23, [= 2X

JJsen 2x

20. Jc0s7 4x dx

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 060600000 csoocss

Integrales de la forma: [twn"vav, [eot'vav con n par o impar

En este tipo de integrales se separan potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva:

tan® x =sec’ x — 1 cot’x=csc’x—1

EJEMPLOS .
_g_ 1 ®9° Encuentra el resultado de Itan3 x dx

£

o .o

i Solucion

Se realiza la separacion de la potencia:

Jtan3x dx = Jtanx tan’ x dx
Se sustituye tan’x =sec’x —1,
jtan x(sec’ x — 1) dx = Itanx -sec’ x dx — Itan xdx
Al aplicar v = tan x, dv = sec? x dx, para la primera integral, entonces:

2
Itan3xdx = ftanx~seczxdxfj’tanxdx = J‘vdvfJ‘tanxdx=v?f(fln\cosx\)+c
= %tan2x+ln\cos x+cC

2 ®¢: Opién el resultado de j(sec 3x + tan 3x)* dx

Solucién

Se desarrolla el binomio al cuadrado y se obtiene:
J.(sec2 3x 4+ 2sec 3x tan 3x + tan® 3x) dx
se realiza el cambio tan® x =sec’ x — 1
J.(sec2 3x + 2sec 3x tan 3x + sec’® 3x — 1)dx

Se simplifican términos semejantes y resulta:

I(Z sec” 3x + 2sec 3x tan3x — 1) dx
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Se efectia el cambio, v = 3x, entonces dv = 3dx y d—; =dx

Se procede a integrar

= j%sec2 vdv+ f%secv tanv dv — Jd—;

%J‘sec2 vdv +%Isecv tan v dv —%Idv

= %tanv-i-%secv—lv-i-c;
3 3 3

pero v = 3x, entonces finalmente se obtiene:

j(sec?uc-i—tanSx)2 dx = %tan3x+§sec3x—x+€

3 ®¢° Determina el resultado de Icotsax dx

Solucién

Al separar la integral

jcotSax dx = _[cot3ax cot’ax dx
Se realiza el cambio cot’ax = cscax — 1
J‘cot‘zax(csc2 ax —dx = Ic0t3ax csc’ax dx — Icot3ax dx

De nueva cuenta se tiene una potencia impar, por lo que se vuelve a separar y a sustituir la identidad:

Jcot3ax - csc? ax dx — jcot ax cot’ax dx = fcot3ax csc?ax dx — Jcot ax(csc? ax — Ddx
= Jcot3ax -cse? ax dx — J.cot axcsc? ax dx + Jcot ax dx

v=cotax y dv = —a csc’ax dx

fljv3dv + lJvalv + lln|sen ax|+C
a a a

1 1V 1
= 77.L+7.V—+7ln|senax|+c
a 4 a 2 a
1 2
= Lfv—fln|senax| +C,
a\ 4 2

pero v = cot ax, por lo que finalmente,

5 1 cot’ax cot’ax
Jcot ax dx =—— -
a 4

- 1n|sen ax|J+ C
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EJERCICIO 9

Realiza las siguientes integrales:

: 1. Jtan35xdx 7. JtanSSxdx
. 2. Jtan3 X dx 8. Jcot4 5xdx
. 2
3. fcot’dxdx 9. [tan*6x dx
3 X _ 3
4. jcot gdx 10. j(tan 3x —cot 3x) dx
5. Icot56x dx 11. I(tan22y+tan42y) dy
s 4 2
6. jcot Zdy 12. j(cot 3x + cot” 3x) dx
cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ o ¢ 06 6 06 6 0 60000000 c0cosooscos

Integrales de la forma: [sec’vav, [esc'vav con n par

En este tipo de integrales se separa en potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva.

sec’x =1+ tan’x ; csc’x =1+ cot’x

m

JEMPLOS °

(7]
o .
<. | ®%° precisa el resultado de Jsec“ xdx
£
[F)

tu Solucioén
Jsec4 xdx= Jsecz xsec” x dx
Se realiza el cambio con la identidad sec?x = 1 + tan®x
J.(l + tan’x)sec” x dx

Al efectuar
v =tanxy dv = sec’x dx

se obtiene:
V3
j(1+v2)d\1:fdv +jv2dv =y+—+C
3
Pero v = tan x, entonces,

1
Jsec“xdx:gtan}x—l—tanx-i-c
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2 ®9: Obén el resultado de j csc4§dx

Solucién
J‘csc4 Lax= Jcscz A J(l + cot? ﬁ) esc? X dx
4 47 4 4
Donde
—cotX dv=—lcsczzdx
V= CO 1 y 4 4
entonces:

=4[ +v")dv=—4[dv—4[v* dv =*4V*%v3 +C

X .o
pero v = cot Z , por consiguiente

J’csc4 Lax= —icot3 X
4 3

Integrales de la forma: [un"v-sec'vay, [eot™v-ese"vay
con npary mparo impor
En este tipo de integrales se emplean las siguientes identidades trigonométricas:

secZx — tan?x = 1; csc®x — cot’x =1

EJEMPLOS °
0

_° 2 4 1 5 1 3
g— 1 ®*° Demuestra que Jtan xsec” xdx = gtan x+ gtan x+C
[

iy

Solucién

En la integral la secante tiene potencia par, entonces se realiza la separacion de una secante cuadrada y se sustituye
por la identidad trigonométrica correspondiente.

Jtanzx sect x dx = Jtanzx sec’ xsec’ xdx = J.tanzx(l + tan’x) sec” x dx
Al efectuar
v=tanx y dv=sec’xdx
finalmente se determina que:

= jv2(1+v2)dv = j(v2+v“)dv:1v~‘+lv5+c — L+ Landc+ ¢
3 5 5 3
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2 ®e° Encyentra el resultado de jtan3 X sec? % dx

Solucién

En la integral las potencias, tanto de la tangente como de la secante, son impares, por lo que la separacion es para
ambas funciones.

jtan3£sec3£dx = Jtanzfseczﬁtanisecidx
40 400 gy
Luego

2 X

=sect X —1
4

tan

por consiguiente,
= Jtanz Ysec? T tanTsec L dx = _[ sec? X —1 lsec? X tan L sec X dx
4 4 4 4 4 4 4 4

Abhora, al hacer

X 1 X X

v=sec— y dv=—sec—tan— dx

4 4 4

se obtiene:
= 4j(v2 —Ividv = 4jv4dv - 4jv2 =224
5 3

= isec5 X —ﬂsec3£ +C
5 4 3 4

EJERCICIO 10

Determina las siguientes integrales:

E 1. Jsec4 3x dx 8. J.csc“SATxdx
2. Jsec4 ax dx 9. Jtanz 8xsec’ 8xdx
3. Jsec4 X dx 10. Jtanz ax sec* ax dx
6
4. Jcsc“ 9x dx 11. Jtan sect = d
5. Jcsc“ bx dx 12. Jtan sect = Sx dx
6. J.csc“fdx 13. Jtan35x sec’ 5x dx
7
7. Jsec4 2x dx 14. Jtan3 bx sec® bx dx
3
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. 15. jtan3£ sec® X dx 26. jtansxsecx dx
: 6 6
. 16. jtan sec’ ﬂ dx 27. jtan 2xsec’ 2x dx
. 17. jcot3 bx csc’ bx dx 28. jctgsxcsc3 x dx
N 5
. 18. jcot3 4xcsc’4xdx 29. jw
. cos’ 3x
: 6
dx
19. [sec® < dx 30, [ XX
Ject5 P

20. jcsc“ (320) de 31. J‘(sec4 3t — csc? (; )]dt

21. jzxzsec4x3 dx 32. jcsc“(zx—ndx
1Y d6
22. [ 14— |dx 3. [——
ctg'x sen® 0
5
23. JsecGaCOSZada 34, Jcschdx
2. | d 35. [x(1—tan* ) dx
" cost 2t '

25. Jcsc4(3x—1)dx

cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ « ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o ¢ 6 6 0 66000000 ccococs oo

Integrales de la forma: [sen"vav y [cos’vav, con my n par

En estas integrales cuando las potencias de las funciones sen x y cos x son pares, se utilizan las identidades trigono-
métricas del doble de un angulo:

senvcosv=lsen2v sen2v=l—lcos2v coszv=l+lcos2v
2 2 2 2 2

EJEMPLOS *
_g_ 1 @2 Obtén el resultado de J'senzx dx

£

il Solucién

Se emplea la identidad correspondiente y se integra:

x sen2x

Jsean dx—J.(;—;COSZXde—;J.dx—;J.costdx =5 Z +C
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2 ®¢° Determina el resultado de Jsen“ 2x dx

Solucién

J.sen 2xdx = j(sen 2x)’dx = j( cos4x) dx = J( ECOS 4x+;cos 4x]d

Ahora se transforma la potencia par de cos 4x, utilizando la identidad:
cos?v =~ + L cos2v
2 2
Entonces,
J. l—lcos 4x-i-l l-l-lcos 8x dx='|’ é—lcos4x+lcos 8x |dx
4 2 412 2 8 2 8
Ahora bien, al integrar cada uno de los términos queda:

Jsen42xdx:§x—sen 4x+sen 8x
8 8 64

+C

3 ®0° Encuentra el resultado de jcosﬁ % dx

Solucién

La integral se expresa de la siguiente manera

J‘cos6 % dx = J(cosz g)‘ dx

Se sustituye cos’ x_1 + lcosz—x
3 2 2 3

3
J'cosﬁidx = J l-‘rlcosz—x dx
3 2 2 3

1 3 2x 3 L,2x 1
=I —+=cos= + =cos’ =+ —cos’ = | dx
8 8 3 8 3
1 3 2x 3(1 1 4x 1 ;2x
= I —+—=cos— + = —+—=cos— |+ —=cos’— |dx
8 8 3 8\2 2 3 8 3
5 3 2x 3 4x 1 ,2x 2x
= I — + Zcos— + —cos— + —cos’ —cos— | dx
16 8 3 16 3 8 3 3
5 3 2x 3 4x 1 5 2% 2x
= I — + Zcos— 4+ —cos— + —| 1 —sen® == |cos — | dx
16 8 3 16 3 8 3 3
5 3 2x 3 4x 1 2x 1 ,2x 2x
= I — + Zcos— 4+ —cos— + —cos— — —sen’ —cos— |dx
16 8 3 16 3 8 3 8 3 3
5 1 2x 3 4x 1 ,2x 2x
=I — +—cos— 4+ —cos— — —sen’ =—cos — |dx
16 2 3 16 3 8 3 3

= de + Icos—dx + iJ.cos4—xdx _ ! senzz—xcosﬁdx
16 3 8 3 3
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Se aplica el cambio de variable para cada una de las integrales,

zz—x dv=%dx z=ﬁx dz=ﬂdx w:senz—x, dw:%cosgdx
3 3 3 3 3 3 3
Entonces,
1 1
= ix + L3 cosvdv + i-éj.coszdz - f-EJ.wzdw
16 2 2 16 4 8 2
3
= ix + 3senv + 2senz 3w +C
16 4 64 16 3
5 3 2x 9 4x 1 32X

= —x + —sen— + —sen— — —sen"'— + C
16 4 3 64 3 16 3

EJERCICIO 11

Verifica las siguientes integrales:

. 1. Jsen23xdx 15. J.cos“fdx
: 3
. 2. Jsenzaxdx 16. J.cos“s—xdx
: 3
: 3. Jsenz % dx 17. Jsenﬁx dx
: 4. Jsenz % dx 18. Jsen64x dx
5. Jcos25x dx 19. Jsen6ax dx
6. Jcossz dx 20. Jsen6 X dx
4
7. jcoszidx 21. jsen65—xdx
7 2
8. [cos’ % dx 22. [cos"x dx
9. Jsen48x dx 23. Jcos63xdx
10. Jsen“ax dx 24. Jcosﬁbx dx
11. Jsen“fdx 25. Jcosﬁfdx
7 2
12. jsen“ 3 dx 26. jcosﬁ 2x dx
4 5
dx
13. [cos*9x dx 27. [
J J sec’ x
14 [cos'bx dx 28. [sen*3x dx
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3 CapTuO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

. 2. | dy 34. [(senx+1)dx

. Y

. csct =

. 2

. dx NS o x

: 30. j 3 35. J.sen — |cos”| — |dx

. cscT x b b

5 2
31. JM 36. j sen Q — |cos Q do
1+ tan” 3x 3 3

32. JZcosz(;)dx 37. J.cossxdx

33. j(3 — cos @)’da

°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 606000 s0 0000 csone

|n’regra|es de la formc J’senmxlcosnxdx, J.senmxlsen nx dx , Icosmxcosnxdx

En las siguientes integrales se utilizan las identidades trigonométricas:

cos(m +n)x _ cos(m —n)x
2(m +n) 2(m—n)

+C

J.senmxcosnxdx=f

sen(m +n)x sen(m—n)x
2(m+n) 2(m—n)

+C

jsenmxsennxdx=—

sen(m +n)x sen(m —n)x

jcosmxcosnxdx= + C, cuandom #n

2(m+n) 2(m—n)
EJEMPLOS .
_g_ 1 ®#° Encuentra el resultado de Jsen 2x cos 4x dx
5 g
i Solucion

_cos(2+4)x  cos2—4)x vo = cos 6x  cos(—2x) n
22+4) 212—4) 12 —4

C

Jsen 2xcosdxdx=

cosbx  cos2x
- +

12 4

+C
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CAPITUIO 3

CAICULO INTEGRAL o Integrales de diferenciales frigonométricas

2 oo Determina el resultado de _[cos 3x cos x dx

Solucién

+ —
Icos 3xcosxdx = sen(3 + Dx + sen(3— x +C
2(3+1) 2(3-1)

sen4x sen2x
+

2(4) 2(2)
_ sen4x+sen2x+c
8 4
EJERCICIO 12
. Determina las siguientes integrales:
. 1. Jsen 2x sen 3x dx 6. Isen(z—aj cos(gj da
. 3 2
3 1
2. Jsenxcos’s‘xdx 7. Jcos —w |[cos| —w |dw
5 4
3. Jsen Sxsen x dx 8. J.sen(mx-f-b) sen(mx — b) dx
4. fcosTy cos3y dy 9. [sen(3x +4)sen(3x — 4) dx
5. Jcos(Sx) sen(2x) dx 10. Jsen 3w sen 2w sen w dw
OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e e ¢ ¢ e e ¢ 0o e e e e 0o 00 e cocecocccs
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CAPTUIO 4

METODOS DE INTEGRACION

ﬂISTORICA

Rese

no de los cientificos matematicos y

fisicos italianos mas importantes de

finales del siglo xvill. Inventé y madu-
16 el céleulo de variaciones y mas tarde lo
aplicd a una nueva disciplina, la mecénica
celeste, sobre todo al hallazgo de mejo-
res soluciones al problema de fres cuerpos.
También confribuyé significativamente con la
solucion numérica y algebraica de ecuacio-
nes y con la teorfa numérica. En su clésica
Mecanique analytique (Mecdnicas andliticas, 1788), transformé la mecani-
ca en una rama del andlisis matemdatico. El fratado resumié los principales
resultados sobre mecanica que se saben del siglo xvill y es notable por su
uso de la teoria de ecuaciones diferenciales. Otra preocupacion central de
lagrange fueron los fundamentos del célculo. En un libro de 1797 enfatizé
la importancia de la serie de Taylor y el concepto de funcion. Sus frabajos
sirvieron de base para los de Augustin Cauchy, Niels Henrik Abel, y Karl
Weierstrass en el siguiente siglo.

Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)




4 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

Sustitucion trigonométrica

Algunas integrales que involucran expresiones de la forma \/a2 —u’, \/u2 +a’ y \/uz —a’ , deben resolverse
utilizando las siguientes transformaciones:

Caso Cambio Diferencial Transformacion Triangulo
a/ |u
2 2 _ _ 2 2
a —u u=asenz du = acoszdz \Ja —u” =acosz
a-u

1,42+(l2 u
u+d’ u=atanz du = a sec*z dz Ju'+a® =asecz

u
u' —a’ u=asecz du = asecztan z dz Ju'—a’ =atanz A\/uz—az
a

EJEMPLOS °
o

TEL 1 @2 Obien el resultado de J#

9. O +7)?

i

Solucién

Para resolver la integral se utiliza el segundo caso y se hacen los cambios propuestos, entonces
ur?=y2 > u=y, luego a’?=7 — a=A7

Cambiando los elementos, se sustituyen en la integral:

y=ATtanz  dy= 7 sec’zdz Uy +7=7secz

Fot Ty s

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

Jyz +7

: 1 1
dy & VT sec ZdSZ:J dz =7J‘cosz dz=—senz+C
Tsecz 7 7

y
47
senz = Y
v +7
Se concluye que,
L B
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CAPITULO 4

CALCULO INTEGRAL ® Métodos de integracion

3
2 ®%°Resuelve [ dx
-
Solucién

2 — 42

u X2 5 u=xa’=4 —> a=2

Para resolver la integral se aplica el tercer caso, por tanto, los cambios se sustituyen en la integral:
x=2secO dr=2secOtanfdf y +[x’—4 =2tand

Entonces,

_[ x° dr = (2 sec 0)*(2 sec 6 tan 6)
\/xz —4 2 tan 6

d0:j8sec“ode

= 8'|‘sec2 0 sec*0do

8J.(1 + tan’ 0)sec’ 0 dO

= 8f(sec2 0 +sec’ 0 tan> 0) d6

8Isec20d9+8ftan205e020d0

=8tanf + %tan‘“& +C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

/\m
0

2

En el tridngulo

Por consiguiente,




4 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS
25 — 161>
[
X

Solucién
vZ=16x2 —> v=4x;a>=25 — a=5

3 ®¢° Degermina el resultado de

Para resolver la integral se utiliza el primer caso, donde

4x=5senf,x = %sen@,dx: %cos@d@ y J25—16x> =5cos0

—sen’6 46

2
_ 5jcos 0d0 _ 5'[1
sen 6 sen 6

La nueva integral es:

J\l25—16x2 g = Igws@ ‘%COSGdG

X “sen 0
4

= sj(csce—sene)de

= 5(ln|csc 6 — cot 0| —(—cosh)+C

= 51n|cscO—cot0|+5¢os0+C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo,

4x

0

V251612

csc = —
X

25 —16x°

cotf =
4x

{25 —16x"

cos f =
5

Finalmente,
11/25—16x2 o spl5 s 1ed] L aster
X o om 4x 4x | . 5
_ sy T 16 \'245_16"2 +25—16x> +C
X
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CAPITULO 4

CALCULO INTEGRAL ® Méfodos de integracion

EJERCICIO 13

Resuelve las siguientes integrales:

T I " JL“ﬁdx
Xy X* +36 x

oo 000000000000 00

dw dx
2. | —— 2. | ——
J.(w2+5)§ 1 .[xz 7
3 y'dy 13 yidy
. N 3 . 3
: O +3)? 9—y')
3 2
. )
4JT - 14 Jy1/3 v dy
dy x’dx
5 | — 5.
'[yley2+25 ! J\/6x x

)

3
_ 2y2
J-(36 25x7) dx 16

W3
- Ryt

]

17.

_[ o’da _[ x* d
. Jda —a’ J3—x?
J=— 8 [——

X4/25x% +16 x"—11
j\/—m 19. [ax* + 4 ax

2 —
10. jVSH_ZBZ d6 20. | dw

WJ4+41nw Inw

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ o e 6 e 000000 cocecoc e

Integracién por partes

Deduccion de la formula
Sean u y v funciones, la diferencial del producto es:

duv)=u-dv+v-du
Se despeja u dv
udv=duv)—vdu
Al integrar la expresion se obtiene la formula de integracidn por partes,

Iudv=u~v—jvdu
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MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

EJEMPLOS

%_ ] @e
E

2

Ll

Donde:

1. u es una funcidn facil de derivar.
2. dv es una funcion facil de integrar.

3. Jv du es mas sencilla que la integral inicial.

La integral por partes se aplica en los siguientes casos:

Algebraicas por trigonométricas.
Algebraicas por exponenciales.
Exponenciales por trigonométricas.
Logaritmicas.

Logaritmicas por algebraicas.
Funciones trigonométricas inversas.

NN AE L=

Funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

Obtén el resultado de fx sen x dx

Solucién

Se determinan u y dv y mediante una diferencial e integral se obtienen du y v respectivamente.

Se aplica la formula:

dv = sen x dx

v = Isenxdx = —Cos x

Jx sen x dx =—Xxcos x — I—cos X dx=—xcosx+ J.cos x dx

Determina el resultado de Ixe" dx

Solucién
Se eligen u y dv de la siguiente manera:
u=x
du = dx
Se sustituyen los datos en la férmula, entonces
fxe"dx

por tanto,

= —xcosx +senx + C

dv = e* dx

<
Il

je”dx =e*
,

= xe* —fe‘dx:xex —e'+C

J.xexdx =e'(x—1D)+C
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CAPITULO 4

3 e

CALCULO INTEGRAL ® Méfodos de integracion

Encuentra el resultado de Jlnx dx

Solucién
u=Inx dv = dx
du = @ v = J.dx =X
x

Al aplicar la formula se obtiene:

J.lnxdx:xlnx—'[x-@:xlnx—Idx:xlnx—x+C:(lnx— H+C
X

Obtén el resultado de [ arc tan x dx

Solucién
u = arc tan x dv = dx
dx
du = v= |dx =x
1+ x? J
Por consiguiente,
xdx

Jarctanxdx=xarctanx—J

1+x°
La nueva integral se resuelve por cambio de variable, entonces se elige
w=1+x% dw=2xdx

Y el resultado es:

x dx
1+ x?

1 rdw
Jarctanxdx=xarctanx—_[ =xarctanx—5J.—
w

1
= x arc tan x —Eln|w|+C
Por consiguiente,

_[arctanxdx=xarctanx—lln|l+x2|+C
2

53



4 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

5 @@ Determina el resultado de _[e” cosx dx

Solucién
u=-e"* dv = cos x dx
du = e* dx v = Jcosx dx =senx
Por tanto,
J.ex cosx dx =e'sen x — J.exsen xdx
La nueva integral se resuelve integrando por partes,
u=e* dv = sen x dx
du = e* dx V= —Cos X
Resulta

je" cosx dx =e'sen x — J.e‘sen xdx=e"sen x — (—e" cos x — J—e" cos x dx) = e'sen x — (—e" cosx + Je” oS X dx)

Entonces,
J.ex cosx dx=e'sen x +e* cosx — Jex cos x dx
Se despeja J.e" cosxdx; Je" cos x dx + fe‘ cosxdx=e'senx+e'cosx+C
2_[6“ cosxdx=e'senx+e cosx+C
Finalmente,

X

e
J.ex cosx dx = ?(sen x+cosx)+C

EJERCICIO 14

Realiza las siguientes integrales:

oo 0000000 0o e

1. [xeax 8. [xcosbxdr
2. [xe“dx 9. J.xcosgdx
3. J.xegdx 10. [ Inxdx
4. [xsenSxdx 1L [2xinx dx
5. [xsenaxax 12. [ Inxdx
6. jxsenfdx 13, [x' In5xdx
7. [xcos4xdx 14, [x"Inxdx
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CAPITULO

CALCULO INTEGRAL ® Méfodos de integracion

. 15. 2% " dx 28. [esen 26 df
: 16. Jyz e dy 29, J “cos4x dx
. tdt
: 17 2% et dx 30. j
. ) x dx
. 18. _[x sen 3x dx 31. _[
. (ax + b)*
. 2
. 19. [ 2 sen bx dx 32. jL‘“S
‘ 2x+1)
20. [« cosZ dx 33. JM dy
2 y
21, [xese? ax dx 34. [x'e™ dx
22. [ysec* mydy 3s. jarc cosyx
23. _[arc cosax dx 36. Je“ cosx dx
24, _[arc sen bx dx 37. j(arc cosy)’dy
arc cosx
25. | arc tan ax dx 38, | ——
| =5
W2
26. |arc sec mx dx 39. | —=dw
| [=—
27. [arccot>dx 40. [ sen®(In x) dx
n
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 600600000 cocoscos

Integracién por fracciones parciales

Integrales de la forma

J Px) dx
o(x)

Donde P(x) y Q(x) son polinomios tales que el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x)

© Caso I. El denominador tiene solo factores de ler grado que no se repiten
A cada factor de la forma:

ax+ b

Le corresponde una fraccion de la forma,

ax+b

Donde A es una constante por determinar.
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EJEMPLOS .
[e]

o | ®°°Encuentra el resultado de IM

GE’ x~+8x+15

i) Solucién

Se factoriza el denominador

Tx+29 _ Tx+29 N Tx+29 _ A n B
x> +8x+15 (x+5)(x+3) (x+5)x+3) x+5 x+3

Se resuelve la fraccion,

Tx+29 :A(x+3)+B(x+5)
(x+5)(x+3) (x+5)(x+3)

Luego, para que se cumpla la igualdad,

Tx+29=AKx+3)+Bx+15)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,

Tx +29=x(A+ B) +3A+ 5B

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B=17
3A+5B=29

la solucion del sistema es:
A=3 y B=4

Entonces:

(7x+29) dx=j[ 3 4 4 ]dx=f s dx + | 2 de=3lnfx+ 5|+ 4lnfr+ 3]+ C
x~+8x+15 x+5 x+3 x+5 x+3

(7x +29)dx

S—————=I|(x+5) (x+3)*|+C
X +8x+15 njer +5)°- (e + 37

(4x —2)dx

X —x*—2x

2 ®¢: Opién el resultado de I
Solucién

Se factoriza el denominador,

4x—2 dx—2 dx—2

x3—x2—2x_x(x2—x—2):x(x—2)(x+1)

Se hace la equivalencia como sigue:

4x—2 7A+ B n C

x(x—2)x+1D) x x—2 x+I1
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CALCULO INTEGRAL ® Méfodos de integracion

Se resuelve la fraccion,

4x—2 :A(x—2)(x+1)+Bx(x+l)+Cx(x—2)
x(x—=2)(x+1) x(x—2)(x+1)

4x—2 _ AW —x—2)+ B( +x) +C(x* —2x)
x(x—=2)(x+1) x(x=2)(x+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
4x—2=A(x%2—x—2)+B(x2+x) + C(x%— 2x)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
dx —2=xA+B+C)+x(—A+B—-2C)—2A

Resultando un sistema de ecuaciones,

la solucion del sistema es:

Entonces:

4x—2)d. d d. d
J(sx )x:_]’ x"’f = _2_[ al =In|x|+Inj]x —2|—2Injx + 1]+ C
x

x—x*—2x x—=2 x+1
= In|x| 4+ In|x = 2| = In(x + 1)>+ C
Se aplican las leyes de los logaritmos para simplificar la expresion:

2
- -2
NG 22)|+C=ln|x f|+c
(x+1) (x+1)

Por consiguiente:

j (4x—2)dx  |x" =24
3 2 =In 2
x T —x"—2x (x+1)

© Caso II. Los factores del denominador son todos de ler grado y algunos se repiten
Si se tiene un factor de la forma (ax + b)", se desarrolla una suma como sigue:

A B C VA
+ + o
(ax+b)" (ax+b)""" (ax+b)? ax+b

En donde A, B, C'y Z son constantes por determinar.
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EJEMPLOS .
9 2
g' ] ®®° Determina el resultado de: Im
o (x—=1)(x+1)
g

Solucién

+s5x A B C
(x—Dx+1)* x—1 (x+17* x+1

3x* +5x _ A+ D*+Bx—D+Cx—D(x+1)
(x—D(x+1) (x—Dx+1)7°

_ AR +2x+ D+ B —D+C( 1)
(x—Dx+1)7

Luego, para que se cumpla la igualdad:
3x2+5x=x3A+C)+xQRA+B)+A—B-C
Entonces se genera el sistema de ecuaciones:
A+C=3
2A+B=35,
A—B-C=0

su solucion es:

finalmente,

(3x* + 5x)dx :2-[ dx +_[ dx J- dx
x

i i —Infx—1|— — +Infr+1|+C
(x—Dx+1 -1 (x+1) x+1 x+1

1
= In|(x + D(x—1*|———+C
O
4 p—
2 @0 Resuelve JH d
y +2y
Solucién
Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se efectia la division.

4 2
y -8 _ 4y —8
EpY =Y T2 2
y +2y y t+2y

Entonces,

*—8)d 2
J(§3+2)yzy_f[y_2+4y : ]dy

Se separan las integrales,

Cfede (4" =8)dy @y —8)dy
B A s e S
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CAPITULO 4

CALCULO INTEGRAL ® Métodos de integracion

La integral J% se resuelve mediante fracciones parciales,
4y’ —8  4y* -8 4y°—8 A B C
3y 7T 2 = - yi Sttt
Y2y Y (y+2) YO+2) ¥y y+2

4y’ =8 _ Ay+2)+By(y+2)+Cy* _ y(B+CO)+y(A+2B)+24
y(y+2) Yy +2) Y (y+2)

De la igualdad se obtiene el sistema de ecuaciones:

B+C=4

A+2B=0,

2A=-8
donde

A=—-4B=2yC=2

La integral se separa de la siguiente manera:

2 _
@y = 8)dy 8Z§1y:—4jd—f+2j@+2j—dy —2 o+ 2y +2/+C
y +2y y y y+t2 oy
4
=—+2(nlyl+In|y+2)+C
y
4 2
:—+21n|y +2y|+C
y
Se concluye que,
_ 2
j(y S)fy S —2y+£+21n|y2+2y|+c
y +2y 2 y
EJERCICIO 15
. Obtén las siguientes integrales:
. | x+4 S (06" —48x +15) d
: x4 3x% +2x ' 2x° —7x% +3x
: 2 _ + + 42
: 5 J-4x 32x ldx 3. (8+3x—x )d)zc
4x’ —x 2x+3)(x+2)
3 (x* +11x — 30) dx 9 J~2x2—5x+4dx
' x*—5x+6x ' (x—2y
4 (12+10x 2x%) dx 10, sz —10x+14
X —4x (x=3)’
(=9x—9)dx 1 xF+x=1
x(x* —9) ot +x
2 _
6. J'# 12. J’L
x +x"—2x (y—m)(y—n)

59



4 CAPITULO

e o0 0000000000000 e e

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 06 6 0 06000000

MATEMATICAS

B
4|
is. |
i6. |

1

=

18
19, |
2. |
o ]
. |

SIMPLIFICADAS

w? — 9w+ 25

w? — 9w+ 20

dy

=30 -2)0(-1

3—5x

X’ —6x*+9x

3dw

3
w o —w

(11x —7) dx

2x7 —3x—2

wrdw

(w—6)(w* —36)

8x—3

—_—axX
12x* —7x+1

(x — xH)dx

3x* 4+ 26x% + 64x + 32

5x°—5

3 2 dx
x> —9x" +23x—15

2x° + x* —39x° —22x% +112x + 96

4x* —25x* +38x—8

dx

23 Jléx—x3

5—4x
24. J.6x7dx

m
25. j(l =

ydy
26, | ————
J(y+5)2(y—5)
7 (x+2)d)zc
x(x +6)
x> +1
1+x°
29. j(x_1)4

3
X

Rl P

x* =1
31. Jif(x —

© Caso III. El denominador contiene factores de segundo grado y ninguno de ellos se repite
A todo factor de la forma ax? + bx + ¢, le corresponde una fraccion de la forma:

En donde A y B son constantes por determinar.

Ax+ B
ax* +bx+c
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EAEMPLOS °
[¢] 2
= +
S | @@ (Opién el resultado de w
£ X+ 3x
0
L Solucién
La expresion
4x°+6 _ 4x°+6
X +3x x(x*+3)
entonces:

4x°+6 A Bx+C
x(x*+3) x x*+3
4x* +6 _ A(x* +3)+(Bx+ CO)x
x(x* +3) x(x* +3)
4x°+6 _ xX’(A+B)+Cx+3A
x(x*+3) x(x* +3)
De la igualdad resulta el sistema:
A+B=4
Cc=0
3A=6
donde
A=2,B=2,C=0
Entonces,
’+ +
@x +Odx_ r2dx | [Gx+O0)dy 2j 2] 28 x|+ InG 4+ 3) + €
x” +3x X X +3 x°+3
=Inx2+Inx2+3)+C
=Inx2x2+3)+C
Por consiguiente,

(4x* + 6)dx
T tay Inx2@x2+3)+C
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2
+

2 ®¢° Degermina el resultado de j(xif)

x=3)(x"+1)
Solucién
Se realiza la separacion mediante fracciones parciales,

X+x A Bx+C _AX +D)+Bx+O)x—3)
x=3)x*+1D) x—3 x*+1 (x — 3)*+1)

_ A(X’+1)+Bx’ —3Bx+Cx—3C

(x—3)(x* +1)

X+x _ X(A+B)+x(3B+C)+A-3C
(x—3)x*+1) (x—=3)(x*+1)
De la igualdad resulta el sistema de ecuaciones:
A+B=1
—-3B+C=1
A—=3C=0
donde
6
A=—,B=——y(C==
5 y

Al sustituir en la integral, se obtiene:

1 2
J- (x* + x)dx :éj dx +J_(—5x+5]dx
x=3)(x*+1) 57x-3 X+l
6 1¢xde [ 2¢ dx
= _ 13- + =
slnlx 3 ij2+1 ij2+1

= éln|x -3 filn(xz +1) +Earc tan x + C
5 10 5

6
-3)5| 2
=lnu +—arctan x + C

(x> + 10

Finalmente:

6

2 _2)5
Iui—@dx = ln(xiS)l +garctanx+C
(x=3)(x"+1

(> + 1o

© Caso IV. Los factores del denominador son todos de segundo grado y algunos se repiten
Si existe un factor de segundo grado de la forma

(ax®+ bx + c)
Se desarrolla una suma de n fracciones parciales, de la forma:

Ax+B Cx+D Vx+W Yx+Z
ax> +bx+c  (ax*+bx+c)Y? T (@l +bx+e)' (ax* +bx+c)"
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[

EJEMPLOS
=} (4x7 +2x + 8)dx

TEL ] ®#° Determina el resultado de 2
o
io

Solucién

Se realiza la separacion mediante fracciones parciales:

4x> +2x+8 A Bx+C Dx+E
==+ +
x(x*+2)Y  x X422 (x*+2)

4x* +2x+8  A(X+2) +(Bx+C)x’ +2x)+ (Dx + E)x

x(x* +2)? x(x* +2)°

4x* +2x+8 _ A(x* +4x% +4)+ (Bx* + 2Bx* + Cx* +2Cx) + (Dx* + Ex)
x(x*+2) x(x*+2)

Se agrupan términos semejantes,

4x°+2x+8 x'(A+B)+Cx'+x°(4A+2B+ D)+ x(2C + E) +4A
x(x* +2)° x(x* +2)°

De la igualdad anterior se obtiene el siguiente sistema:

A+B=0
4A+2B+D=4
2C+E=2
4A=8

Cc=0

donde
A=2B=-2,C=0,D=0y E=2

La integral se puede separar en:

(4x° +2x+8)dx _ _ dx 2x dx dx
J. 2 2 =2 7__[ 2 +2J. 2 2
x(x”+2) X x°+2 (x*+2)

dx
= 2Infx|—In|x* +2[+2] =
(x*+2)
La tltima integral se resuelve por sustitucion trigonométrica y el resultado es:

j%=ﬁarctani+++c
(x*+2) 8 V24P +2)

Este resultado se sustituye en la integral.

(4x* +2x + 8)dx

x(x* +2)? 2 4(x*+2)

IREINE I

= 1n‘x2‘ - ln‘x2 + 2‘ + 2[82arc tanT +

Entonces se concluye que:

2 2
(4x +2x+8)dx = n‘ s ‘-i—ﬁarctan \/Ex +7x +C
x(x* +2)? ‘xz +2‘ 4 2 2x2 +4



4 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

5
2 ®@° Encuentra el resultado de J%
(x"+4)
Solucién

Como el numerador es més grande en grado que el denominador, se realiza la division,

x — 8x® +16x
(x> +4) (x* +4)

Entonces la integral se puede expresar de la siguiente manera:

xdx (8x* +16x) dx
_[ 2 2 :J‘de_ 2 2
(x*+4) (x~+4)

La integral

(8x* +16x) dx
(x> +4)y

se realiza por fracciones parciales,

8x3+16x:Ax+B+ Cx+D :(Ax+B)(x2+4)+Cx+D
(x> +4Y? xX*+4 (*+4) (x> +4)

_ A +BY’ +x(4A+C)+4B+D
(x* +4)°

De la cual se obtiene el sistema de ecuaciones:

A=8
B=0
4A+C=16
4B+D=0

dondeA=8,B=0,C=—-16yD =0

:4ln|x2 +4|+XZL

(8x3+16x)dx: J- x dx _[ x dx
( +4

(x> +4) x> +4 x> +4)
Finalmente, este resultado se sustituye en la integral

5 3 2
P T N .y s
(o +4) (o +4) 2 x4

= x—2—4ln|x2+4|—2L+C
2 x +4
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CALCULO INTEGRAL ® Métodos de integracion

EJERCICIO 16

Realiza las siguientes integrales:

. dm y’
S P N et
. dm 2x° +9x> +14x+8
. 2.J 3 12 J 2 2
. m+m (x™+2x)(x" +2)
: S .3 g2 4318 At
. 3 Jx 6x3 6x de 13, (5x )§ 82x 4x+4)
: X —6x (x"+1)"(x—1)
: 4 [2x7+xt 43700 280 +171x+162) Ly (G 5x—1)
: ' x(x* +9) a4 2x -1y
2
—5x+
jfdy 15, [ Sx 32 x
y' —16 (x~—6x+38)
xt—1 dx
6. | ————dx 16.
-[x3—x2+9x—9 -[(x+2)(x2+2x+4)2
4+ 3007 + Tx+
7 J4x étde 17, (4x x2 302x Tx 49)dx
16 —x (C+4)P(x+1)
S 4 Y+ +22x7 +5x+
y2 5y2 y 18, (B3x" +x EZx 25x So)dx
Oy +1 x(x” +5)
X +4 dx
9. | ———d 19. | ——
Jx“—5x2+4 " sz(x2+5)2
dx
10. jx3_8

5 + 4+ 3+ 2 _
20. Demuestra que f3x 13x 2(322 fr 3 8+x5)2 40x =75 dx equivale a:
x(x X

4(3x+10
:lln|x4(x2 + 3x+5)| e arc tan J1ex+3) N (2 x+10)
2 121 11 x  11(x"+3x+5)

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 ¢ 6 0000000000 coo o

Integracidn por sustitucién de una nueva variable

Algunas integrales que contienen exponentes fraccionarios o radicales no se pueden integrar de manera inmediata; por
lo anterior se hace una sustitucion por una nueva variable, de tal modo que la integral que resulte se pueda integrar
por alguno de los métodos estudiados.

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de x

Una integral que contenga potencias fraccionarias de x, se puede transformar a otra mediante la sustitucion:
x=w"

Donde 7n es el minimo com@in maltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.
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Ejemplo
dx 1 i
Demuestra que J ; - = 2x*+4x* +4In

x? —x*

1
x4 —1

+C

Solucién

Se obtiene el menor denominador comiin que en este caso es 4, por lo que la sustitucion es:
xX=w

Luego,

1 1

x2=wl, xt=w y dx=4dwidw

Por tanto, la nueva integral resulta:

dx _ 4wdw
b

Se integra,

wavi3wdw=4j(w+1+ wzviw]dw=4jwdw+4jdw+4jwv2vﬂiww

2

W +a4w+4] wdw

w(w —1)

PP dw

= 2w + 4w + 4j—1 +C
-

=2w2+4w+Injw—1|+C

1
x4+ —1

1

1 1
1 o 1 1
Pero w=x*, se demuestra que J-ﬁ =2x%+4x* +4In +C

x2 —x*

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de a + bx
Una integral que contenga potencias fraccionarias de a + bx, se puede transformar en otra, mediante la sustitucion:
a+ bx=w"

Donde n es el minimo comtin maltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.

EJEMPLOS .
) 2 1

Q. 3 1

g ] @ Demuestra que J.(x—‘ril)2dx=(x+l)—3(x+l)3 + 3arctani/x+1 + C
g 1+(x+1)3

Solucion
Se obtiene el minimo comn mdltiplo de los denominadores de las potencias fraccionarias y se realiza el cambio,

x+1=w3

2

2
3= 2,

donde dx =3w2dw y (x+1)
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2 e

Por tanto, la nueva integral resulta,

Wl

(x+1)°

CALCULO INTEGRAL ® Métodos de integracion

4

T+ +1)

Se resuelve la division y se integra:

4

3j#dw =

2
w

dx 3wldw) =
% J.1 +w? ( )

3J[w2 —1 +w21+1JdW = 3fw

SI#dW

=w3—3w+3arctanw + C

1
x+ 1 =w3, entonces w=(x+1)> =3/x+1, por consiguiente se deduce que:

w o

n 1
& =@+ 1) —3x+D> + 3arctanx+1 + C
1+ (x+ 1)3
+ +4—-2x+3
Demuestra que J x+l =2 x+3—ln¥ +C
(x+2)yx+3 +2
Solucién
La sustitucion que se realiza es:
wi=x+3
donde,
x+1=w2—-2,x+2=w?—-1y dx=2wdw
Por tanto, la nueva integral resulta:
x+1 -2
_ Qwdw) = 2 dw
J.(x-i—Z)\/x-f— -[ 1)( ) '[

Ahora bien, al resolver la division e integrar, se obtiene:

2

=2j(1—

! ]dw=
w'—1

dw

2jdw—2fw2_l — 2w — [

w+1

w2 = x + 3, entonces w = /x+3 y al sustituir se obtiene:

Jx+3-1
=2 x+3—lnx7 +C
JXx+3+1
Se racionaliza,
x+4—-2x+3
=2Jyx+3—-In|/—>—| + C
x+2
Por consiguiente, se comprueba que:
+ +4—-2x+3
J xl =2 x+3—ln¥+c
(x+2)y/x+3 +2
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EJERCICIO 17

Resuelve las

1
3x3dx
e
1+x?

1

J x3dx

3

14 x5

o000 0000000000000 00000e0 00

dex

(Bx+1)°

: 4. j%
3\’1+x3

siguientes integrales:

W=

dx

s _[ dx

1

J‘ xSdx

o

=

xr—x

14. Demuestra que J

15. Demuestra que J

\/;(H-x;J

T 1
\[4-i-)cg
J]L

L
3

1

(x+2)° dx
1

\/(x+2)5 +1

equivale a:

10.

11

J

dx
1 1

x2—2x*—3

J

12|

13.

5 ! 1
8(x +2)° —10(x +2)2 +15(x +2)°

{(x+2) +1] n

: - equivale a:

x*+x3

1 5 1 1

7 1 3 L 1 1 €L
'%/;[;xlz —%xz +2x12 —?ﬁ +3x* —4x% +6x1 —12]+121n

1

1
x2dx
1

2x3 +1

(2x + 5)dx
T x(x+5)

dx

1

(x=3)2 +(x=3)*

(t—1)dt

1t +2

— Eln
8

1

(x+2)° +y(x+2)° +1

1

2 +1 +C

cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 0 6000000 cococsos
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CAPITULO 4

CALCULO INTEGRAL ® Méfodos de integracion

Infegracion de las diferenciales binomias

»
Son aquellas integrales que contienen expresiones de la forma x"(a +bx')? con ¢ > 0y se reducen mediante los

cambios de variable que se indican:

© Casol
Si Lﬂ =L con L € Z su cambio de variable es:
t
1
u=(a+bx")*
EJEMPLOS :
2 x* dx
‘E’- ] ®%° Demuestra que _[71 =3 4+x°+C
o (4 +x°)?
i)
Solucién

En la integral se observa que
w=2t=3,p=—-1lyqg=2
entonces,

wHl_ 2+l oz
t 3
Por tanto, el cambio de variable es:

1
u= (4+x%)? donde u?=4+x3

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,

2

! -=
x= W -4} y dx= %u(u2 —4) 3 du
Al sustituir en la integral, se obtiene:
2 1 2 b _2
j—fﬂﬁT:jx%4+xﬁdezjm2—4ym%2~§um2—4)3du
(4+x%)?

=zjdu=gu+c
3 3

Pero
L
U= (4+x°)?
por consiguiente:
x*dx 2
[ —=={a+x +c
(4 +x° )E
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2

3 2+ 3 2 _
xdx1:3(x 13 (2x 3)+C

2 ®o Comprueba que _[

(x* +1)° 20
Solucién
En esta integral
w=3t=2,p=—-1yqg=3

entonces

+ +

wHl_3+1_, 5z
t 2

El cambio de variable es,

1
u= (1+x*)3 donde u’=1+ x2

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,

3 ! 3u®
x=wWw —-1)?* y dx= ———du

2u’ —1
Se sustituye en la integral y se obtiene:

[ = [y = [t - D)

(413

o
2Ju’ —1

37,3 353,
= | —Dudu = ——u"+C
2.[(u Ju du IOM 4u

1
Pero u = (1+ x*)?, por tanto, al sustituir y simplificar el resultado

3 s 2
o %(x2 +1)3 —%(x2 +1) +C
(* +1)°

3., 21, 1
= (X +D)| =" +D)—= | +C
2(x )(s(x )2

2
2 3 2 _
3(x"+1)*Q2x" —=3) e
20

Finalmente,

2
3 2 3 2
x” dx :3(x +1)2(§2x 3)+C

T
(x> +1)°
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© CasoIl
. wtl . .
Si rr: + P L ,L e Z el cambio de variable es:
t q
1
[a +bx' )‘1
u= -
X
Ejemplo
Demuestra que:
1
+xhy*
dx : __+xH iC
XA+ xh)* o
Solucién
En esta integral
w=-2t=4p=-3yqg=4
entonces,
w+1+£ _ T2+1 3 lié:71
t q 4 4 4 4
Por consiguiente, el cambio de variable es,
1
1+ x* 1 —u’d
u= 4x donde x = y dy= 44
X Yut —1 (u4 — 1)4

Al sustituir en la integral se obtiene,

d . -3 1 R
It =l | (5 )| S | e
3 N _ H
X1+ xh)4 \/u 1 “ (u4 — 1)4
1
1+ x* ) .
Pero u = 2 , entonces de acuerdo con el resultado anterior
X
1
+x*)4
dx = _(1+x) i C
C(1+xh *
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EJERCICIO 18

Determina las siguientes integrales:

s o0 0000000000

3
L[y . J(4 +3x*)2dx
. 5 . T
2+y)?
2. [x07-5x dx 7. jil
x(x° +16)*
x° dx dx
3. _[7; 8. —
(9+x*)* x4 — x4
2 3
4. [XG+4x7) dx 9. [X(B+x)7 dx
x*dx
5. [—5+
(x> +1)?
OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ o o 0 0 00000 ccoocooocooos

Transformaciones de diferenciales frigonométricas
Aquellas integrales que tengan una forma racional, cuyos elementos sean funciones trigonométricas seno y coseno, se
emplean las siguientes sustituciones, mediante la transformacion:

De la identidad trigonométrica,
o[ 1—cosa
tan | — |=——
2 1+ cosa

Se realiza el cambio tan(z )= t

, _l—cosa

" l+cosa
2

Se despeja cos a, cosa =
pel 1+

Dada la funcidn trigonométrica cos «, se completa el tridngulo rectangulo de la siguiente figura:

2t 1+t
@
1-+¢*

2t 1—¢

Por tanto, sen a = 5 cosa = 3
1+1¢ 1+1¢
dt

luego, tan ad =t entonces da =2 5
2 1+7¢
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EJEMPLOS

Ejemplo

] @

CALCULO INTEGRAL ® Méfodos de integracion

Encuentra el resultado de Idia
3—2cosa
Solucién
Se emplea el cambio
dt -1
da=2 cosa =
[lﬂ2 ] Y 1+7
se sustituye en la integral
2 2
+ 2 + 2
J—L L =2 2B arcan(V5 1)+ C
5t+1 5

dt =
35 1-7 J 567 +1
1+ 1+
Pero t = tan(z ) , por tanto, se deduce que,

JJW |:\/—arctan[\/—tan( jﬂ c

Obtén el resultado de J.L
Ssen 6 —1
Solucién
Se sustituye
dt 2t
do=2 0=——
[l+t2] yosemtT e
en la integral
2
2 —
J' 1+1¢ dt:2J. 2dt :_21~ d;‘ :—ilt 246 — 5
2t —2 +101 — 1 (t—5)*—24 r+246 — 5"
> 1++¢° !

0
Pero t = tan(2 j , por tanto, se concluye que,

Jdez -2J6 -5

Ssen6 —1 ( )+2\/——5
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Férmulas equivalentes de transformacion

Otro cambio que se emplea en las integrales en forma racional que contienen funciones trigonométricas seno y coseno

es:
dt
1+72

,tana =1t y da=

t 1
sen o = COSt¥ = —F/—
J1+72 1+

Cuyo tridngulo es,

t 1+t

2

Se recomienda utilizar estas sustituciones cuando se tienen las expresiones: sen’ «, cos® @ y sen a cos @

EV.,IEMPLOS °
]

B. | ®®°Encuentra el resultado de J &

g (5—sen y)(5+seny)

[y Solucién

La integral es equivalente a

J3
25 —sen’y

Entonces,
d =i ;seny= !
T Y T e
Al sustituir en la integral, se obtiene,
dt dt
J 1+¢ = f L+e = f d = ﬁarctan —zﬁt +C
; ’ 241 425 241* +25 60 5

25 —

e 1+

Pero tan y = ¢, por tanto, se concluye que,

J dy = ﬁarc tan[z\s/gtany]+C

(5 —sen y)(5 +seny) )
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(tan®x +1) dx

2 ®@° Determina el resultado de J > >
3cos” x —2sen x cosx +sen“x

Solucién

Se sustituyen las equivalencias en la integral y se simplifican:

dt
(tan3x +1)dx _ (t3 i 1)(1 +’2J
.[30052 X — 2 sen xcosx+ sen’x J- 1 : P 1 t ’
3 -2 +
ERE s fnren

a++) 1+
:I 1+ :J 1442 _ & +1)dt
3 2 2 3—2t+1¢2 2 —2t+3
1+£2 1+ 1+ 1+

La integral resultante se expresa de la siguiente manera,

3
gt + 1)dt _ ,[ (12 =5 dt
t°—=2t+3 t—2t+3

Se resuelve cada una de las integrales,

t2 t—1—4
== +2+ | 5———dt
2 Jt2—2t+3

2
=L fo+ Jildt —4]2L
2 2+3 7 —2+3

2

=L you+ ln|t —2+3—4 ji
2 t—17>+2

= - + 2t + l1n|t2—2t-+-3|—4iarctani+c
2 2 N/ RN

Pero ¢ = tan x, entonces:

%tan2 X+ 2tanx+ %ln tan’ x — 2 tanx + 3| —2/2 arc tan[tanx 1 )-i— C

V2
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EJERCICIO 19

e o 000000000000

Determina las siguientes integrales:

| J‘ do
"4 45c0s0

9. |

do
cos? 0 + sen 26

2. J.L 10. JL
1+2cosf 4secH—1
: J da 1 J da
" Jsen’a + 8 sen acosa " J6—3sena+4cosa
4. JL 12. JL
1—cos x +sen x 2+ 3secx
3 _
5. .[72 dg 13. J‘ﬂdﬁ
(1+sen B) 1+tang
) i B U
sen w +cosw — 1 sen 6 —cos6
+
- J de 15. J3sen0 4cosf 40
1—tg6 4 sen 6 — 3cosf
do dw
sen 6 — cos6 sen“w — 5 sen w-cosw + cos” w
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ o 6 06 6 06 6 0 6000 00c0cocoscoo
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL
HISTORICA
3
o
3
oz
i afemdtico francés, Cauchy fue pio-
A - - . Mnero en el andlisis y la teoria de
- permutacion de grupos. También

investigo la convergencia y la divergencia
de las series infinitas, ecuaciones diferen-
ciales, deferminantes, probabilidad vy fisica
matemdtica.

En 1814 publicé la memoria de la integral
definida que llegé a ser la base de la teoria
de las funciones complejas. Gracias a Cauchy el andlisis infinitesimal ad-
quiere bases sélidas.

Cauchy precisa los conceptos de funcién, de limite y de continvidad en la
forma actual, toma el concepto de limite como punto de partida del andlisis
y elimina de la idea de funcién toda referencia a una expresion formal,
algebraica o no, para fundarla sobre la nocién de correspondencia. Los
conceptos arifméticos ahora oforgan rigor a los fundamentos del andlisis,
hasta enfonces apoyados en una intuicién geométrica que queda elimina-
da, en especial cuando mas farde sufre un rudo golpe al demostrarse que
hay funciones continuas sin derivadas, es decir: curvas sin fangente.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)




5 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

Constante de integracién
Dada la integral indefinida J. f'(x)dx = F(x)+ C, representa la familia de funciones de F'(x) donde C recibe el nombre

de constante de integracion.

EJEMPLOS
2x

(T2}

o . ., .
. 1 ®#° Determina la funcion cuya derivada sea e

5
i Solucion
La derivada de la funcion que se busca es:

fr(x) — er

Se integra f’(x) para obtener f(x)
fo=[e ax

fx)= %e“ +C

SiC = —2,0, 2 se obtiene una famila de curvas para f(x),
Y f=¢"+3
f@=e"
fx)y=e"-2

Finalmente, la funcion que se busca es: f(x) = Ee“ +C

®9° Determina la ecuacion de la curva, cuya pendiente de la recta tangente en el punto (4, 5)es y’ = f2x +1

Solucién

Seintegray’ = 2x +1
3

2
y:J 2x+1dx — y:7(2x;-1) +C

Al sustituir las coordenadas del punto (4, 5) se obtiene el valor de C,

_Q2@)+1)

|

5 +C — 5=9+C - C=-4

De acuerdo con el resultado anterior, la ecuacion de la curva es:

_@x+D?
3

|
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CALCULO INTEGRAL  Aplicaciones de la integral

Encuentra la ecuacion de la curva cuya pendiente de la recta tangente en el punto (3, 1) es igual a 2xy

Solucién

La derivada es implicita, entonces,

dy
—=2
dx ®
Ahora, se agrupan las variables,
a _ 2x dx
Yy

Se integra la expresion y se obtiene:
J‘@:J‘Zxdx - Iny=x*+C
y

Al sustituir las coordenadas del punto (3, 1), se encuentra el valor de la constante de integracion,
nl1=3*4+C - 0=9+C — C=-9
Por consiguiente, la ecuacion de la curva es:

Iny=x2-9 — y=¢ °

. . . m . m . . .
Una motocicleta viaja a razon de 10 — y acelera a un ritmo de (3t — 5) e Determina la velocidad a la que viaja
S

la motocicleta al transcurrir 4 segundos.

Solucién

., . dv
La aceleracion se define como d— = a, entonces, dv = a dt
t

Integrando esta expresion, se obtiene la velocidad v

jdv=j(3t—5)dz N v=§t2—5t+C

Para un tiempo inicial # = 0, la velocidad de la motocicleta es 10 — , estos datos se sustituyen en la funcion para
obtener el valor de C. s

10 = %(0)2 ~50)+C donde C=102
S

. 3 . .
Por consiguiente, v = EtZ — 5t +10, luego, la velocidad de la motocicleta al cabo de 4 segundos es:

= 34y —s@+10 = 140
2 S
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EJERCICIO 20

© o000 0000000000000 0000 e e

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

1.

2.

. . 2a 3w .
. Precisa la ecuacion de la curva que pasa por el punto 3 y cuya derivada en este punto es

. Obtén la ecuacion de la curva que pasa por el punto (—In 4, 1) y cuya derivadaes x'=

. 5 . .
. Encuentra la ecuacion de la curva que pasa por el punto (4, Zj y cuya derivada en dicho punto es x’'=sen* 2

. La derivada de una funcion es

La pendiente de la recta tangente a una curva es x + 3. Obtén la ecuacidn de la curva si pasa por el punto (2, 4)

La derivada de una funcion esta dada como f'(x) = cos(x - 2]. Encuentra f(x) si ésta contiene al punto de

coordenadas (27, 1)

. Una curva pasa por el punto (3, ¢3) y su derivada en este punto es igual a xe*. Determina la ecuacion de dicha

curva.

44* —9x?

2
X

. y . dx 19 1
. Determina la ecuacion de la curva, cuya derivada es - =3y’> — 4y cuando pasa por el punto (—89, 2)
y

_ 3y’ —12y+3
Q-y’(y+D

. . 2 .
. Precisa la ecuacion de la curva que pasa por el punto (5, 3] y cuya pendiente de la recta tangente en este punto

esy’ = xyJx*—9

Y

y+3

- X

. Encuentra la funcion cuando pasa por el punto (—3, —1).

2x2

La pendiente de la recta tangente a una curva en el punto (0, 4) es — Tk Encuentra la ecuacion de la curva.
X

La derivada de una funcion en el punto (0, Z] es x2 sen® y. Obtén la funcion.

Determina la funcion del desplazamiento de una particula que lleva una velocidad constante de 11 m/s y al trans-
currir 8 segundos se desplazd 73 m.

m
Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba y 3 segundos después su velocidad es de 30.6 e Calcula la velo-
cidad del lanzamiento.

. . m .
Una particula parte del reposo y se mueve con una aceleracion de (7 + 2) — , para un tiempo de 4 segundos su
S

. m . . . . .
velocidad es de 12 — . Determina la distancia recorrida en este tiempo.
s

En un proceso de enfriamiento, conforme transcurre el tiempo, la rapidez de pérdida de temperatura (T) es el
cuadruplo de los # minutos transcurridos. Si al principio del proceso el material tenfa una temperatura de 64° C,
determina la temperatura al transcurrir # minutos.

Desde lo alto de un edificio se deja caer un objeto y tarda 6 segundos en llegar al suelo. Calcula la altura del edificio.

Desde la parte mas alta de una torre se arroja hacia abajo un cuerpo con una velocidad de 8 m y tarda 3.2 segundos
]

en tocar al suelo. Calcula la altura de la torre y la velocidad con la que choca el cuerpo contra el suelo.

Nota: g = 9.8 Ez
s

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 ¢ 6 6 0 6 0 6000000 cococos
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CAPITUIO 5§

CALCULO INTEGRAL  Aplicaciones de la integral

Integral definida
Representa el 4rea que forma la funcion f(x) con el eje X en el intervalo [a, b].

YA
y=fx

=)

Teorema fundamental

b
[ ) dx = Fb) — F(a)

a = limite inferior
b = limite superior

Célculo de una infegral definida
a) Se integra la diferencial de la funcion.
b) Se sustituye la variable de la integral que se obtuvo, por los limites superior e inferior, y los resultados se restan
para obtener el valor de la integral definida.
Propiedades de la infegral definida
b a
1. j F(x) dx =—jb F(x)dx

2. Lh ¢f (x)dx = c[F(b) — F(a)] donde c es una constante
3.0 [z =] feodv= [ g0 dr

b c b
4. j F(x)dx = j ) f(x)dx+J.C F(x)dx conc e [a, b]

EJEMPLOS .
_° a 203

Q. [ L) 2 _ 2 = =

g ] Demuestra que J.U (a” —x7)dx 3

e

Solucién
3 a
. a2 2 N I
Se integra, J.O (a* —x7)dx {a X 3 }

se sustituyen los limites




5 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

2 ®9° Demuestra que: I6 dx = %

2 J3x—2 B
Solucién

Se integra y se sustituyen los limites,

o dx 2 © 2 2 2 2 8 4
=|=3x—-2| =]=36)-2—-=32)-2|=|-d—=2)|==-—= =
i - 5 - e - [fe-fe) - 53
3 ®°- verifica que la integral definida J.fsenzxdx = TFT_Z

Solucién

Se integra la expresion

Se sustituyen los limites

[lx—lsenbc}X = [l[w)—lsenZ(ﬁﬂ—[l(O)—lsenZ(O)}
27 3 N I 4 2 4
= |:7T—]sen(ﬂ-]:|—|:0—]sen(0)] _m_ 1 _m=2
g8 4 2 4 8 4 8

n
J“senzxdx = —
0

Finalmente tenemos que:

e 1
4 ®°° Demyestra que: J.lxlnxdx=z(e2 +1)

Solucién

Se integra por partes,

Se sustituyen los limites,

2 ¢ 2 2 2 2
|:x(lnx—1):| = {e(lne—lj]—{l[lnl—l):|=e(l—1)+l=e+1=1(e2+1)
2 2], 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4

Por consiguiente,

4 X
5 ®e- Calcula el valor de la integral IO 2%dx

Solucién

Se integra y se sustituyen los limites:

. 2%“ 2%+| 2%+| g ) 6
4 X
J' 224y = = - =% _ < _ 5
0 In2 In2 In2 In2 In2 In2

W |
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CAPITULO

CALCULO INTEGRAL  Aplicaciones de la integral

EJERCICIO 21

Determina el valor de las siguientes integrales:

: Lo of = 2xdx 1. [ etdx
: 2 5
. 2. [ (x+5)dx 12 “xe'dx
: 3. J:(\/;-i-’jx)dx 13. szcos3xsenxdx
© 2
: 2, 6 dx
. 4. [ (¢ —4x+3)dx 14. j}m
5. J:sen Xxcosx dx 15. J‘ﬁ dx
2 0 Ja—x
6. JWBSenxdx 16. JCM
0 e X
3
3 dx U dx
(ANK = 17—
(x> +1)
5. [ 15, [7Oxz 1D
e 2y 3oxT—=3x+2
9. J; 1+ cosx dx 19. J.Ozcoszxdx
3
2 xdx s
'[*'xz ) 20. JO tan’(2x) dx
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ 6 6 6 6 0 60000000 cocoscsos

Area bajo la curva

El area limitada por la curva y = f(x) continua en [a, b], el eje X y las rectas x = a, x = b, es:
b b
Area= [ fx)dx=|"ydx
El 4rea limitada por la curva x = f(y) continua en [c, d], el eje Yy lasrectasy = ¢,y = d, es:

Area = j:{ () dy = jjx dy
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EJEMPLOS .

o

2. 1 @2 Obién el drea limitada porlarectay = —2x + 3 desde x = —2 hastax = 1
£

o .2

[iry Solucion

Area = [ f(x)dx

-2
= j (—2x+3)dx= [—xz + 3x]12
-2

= [=()* + 3] = [~(=2)* +3(=2)]
= 2-(-10)=124°

2 ®¢° Encuentra el drea comprendida entre la curvay = 2x — x? y el eje X

Solucién

Se buscan los puntos de interseccion de la curva con el eje X,

Y4

0 2

2x—x2=0,x2-x) =0 donde x=0,x=2

2 372
Area = J(Zx —xH)dx = {xz - x]
0 3 0

oy @D g @, 8_4 .
Area—{(Z) 3} {(0) 3} 4 S

84



CAPITUIO 5§

CALCULO INTEGRAL  Aplicaciones de la integral

3 ®°° Determina el area limitada por el eje X, la curva f(x) = Ll ylasrectasx =2yx =4
-

Solucién

4
Area J T o= [x +In(x — l)]z

5 x—1

[4+In4—1D]—[2+In2—1)]
=2+ In(3) = 3.098 u?

4 @9 Cacula el 4rea limitada por la curva f(x) = % , limitada por el eje Yy lasrectasy =2,y =7
X —

Solucién

Se despeja x de la funcion y se obtiene

N"

7 7
Area = Jx dy= I[S + 2) dy =[31n y+2y]z
2 2 y

((en)
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5 ®e Encuentra el drea limitada por el eje X, la funcion f(x) = cosxylasrectasx =0y x =
Solucién
Se traza la grafica de la funcidon f(x) = cos x

Y 4

A

o A
:
LS
A
53 4

Parte del area sombreada queda por debajo del eje X, asi que se multiplica por —1

ko
- T
Area, = A, — A, = '[02 cosx dx — J.ﬂ cosx dx
2

= [sen x]og —[senx]? = {senz —sen 0:| - [sen m— senz:l
z 2 2

L= [-1]=1+1=2u?

EJERCICIO 22
. Determina las areas comprendidas entre las curvas y las rectas dadas.
: L.fx)=2x+1,x=1,x=4 12.y=x/;,x=1,x=4
. 2. fx) =x%,x=0,x=3 13.x=y—1Ly=1,y=5
: 3.f(x) =x3x=2,x=5 14.y=9 —x%eleje X
. 4. fx)=x,x=0,x=9 15. y = 2 y=0x=3
. x+1
5. f0) =4 —x%x=-2,x=2 16. f0))=y3>—y,y=—-1,y=
— 2 — — — 3. _2 2
6. fx)=x"—6x+9,x=3,x=6 17.y=(ax)y,x=——,x= —
a a
y—3
7. fx)= Jx+3,x=-3,x=1 18.x=yj,y=3,y=5
8. f() = Jx—2,x=2,x=11 19. f(x) = xy/x* —1,x= 1, x = J10
9. f(x) = =0,x="T 20.y= 5L i ox=4
. fx)=senx,x =0,x = > Ly = x2+2,x— ,X =
10. fx)=x>—2x+ 1, x=—-1,x=3 2. x=lny,y=1,y=4
11 x21(5—4y—y2)elejeY 22 yZLx=Ox=l
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2y 3y—5

. 23. x= y=0,y=2 29.x= 5————,y=4,y=

. /9_yz y —2y—3

: 3x—4

: 24. y=3sen2x,x =0,x =7 30. f(x) = o 6,x=4,x=6

1
25. y=eX¥,x=0,x = E

260 y= ———,x=—2,x=—1 32.y= ,Xx=4,x=9
y 2 X X Y=o X
27.x= J4—y y=-2,y=2 Boam S y— =g
L X = y .y = » Y = X = Syz,y—,y—
o e yz
28. y=x%*cosx,x=——,x=0 34, —+= =1,x=—a,x=a
2 a b
QVerificatus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e ¢ « ¢ e ¢ e e 6 ¢ e 6 o 0 e 0000 occoococccscone

Férmula de trapecios

Determinada la funcidén y = f(x), el area aproximada que esta limitada por la curva en el intervalo [a, b] es:
1 1
A= (Ef(xa) +f(x)+ flx,)+...+ Ef(xn)]Ax donde x,=a,x, =b

n = namero de partes iguales en las que se divide el intervalo [a, b]

es la longitud de cada parte.

Jx) -1 /y=f(X)

Slx) -1




5 CAPITULO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

EJEMPLOS .
) s 2
g— 1 ®e- Calcula .[2 [2 de utilizando la formula de trapecios, dividiendo el intervalo [2, 5] en 6 partes iguales.
(5}
- ..
Solucién
Y X2
xX)=—
/ F)==
27757 " x

Los datos son:
X =2,n=6,x6=5

o

Con los cuales se obtiene la longitud de cada parte:

X
Se determinan las ordenadas de los puntos mediante la funciéon y = 5

X, 2 2.5 3 35 4 4.5 5

f(x,) 2 3.125 4.5 6.125 8 10.125 12.5

Se aplica la formula de trapecios para obtener el area en el intervalo [2, 5],

A= (;(2) +3.125+4.5+6.125+8+10.125 + ;(12.5)}0.5)

A =19.5625 u?
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[ 1) . . . . 2 3 _ .
2 Evalta la siguiente integral lewlx +8dx con n = 10 intervalos.

Solucién

4 f(x):\/xj+8

Los datos son:

Xy = -2, n=10, x10=2
Se obtiene el valor de Ax,
Ax = 2-(=2 _ 0.4
10

Se realiza la tabla para encontrar las ordenadas de x,, sustituyendo en:

f(x)=4x*+8

X =2 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6

0 1.975 2.504 2.736 2.817 2.828 2.839 2.917 3.118 3.477

Se aplica la formula de area de trapecios,

A= (;(0) +1.975+2.504 +2.736 +2.817 + 2.828 + 2.839 + 2.917 + 3.118 + 3.477 + ;(4)]0.4

Por consiguiente, el area es 10.884 u?
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ko
3 ®°° Encuentra Joz sen x’dx tomando 5 intervalos.

Solucién

De acuerdo con la integral se tienen los siguientes datos:

La longitud de cada trapecio esta determinada por,

T—o
Ax=2__=
5

E!

Se realiza la tabulacion para obtener las ordenadas de la funcion f(x) = sen x>

0 T ul 3T 2m
n 10 5 10 5
f(x) 0  -05877 —05877 05877 0.5877

n

N[

Entonces, se concluye que,

Area = (;(0)4— [-0.5877| +|-0.5877| + 0.5877 +0.5877 +;(0)j(178j = 0.7385 u?

EJERCICIO 23

e e 000000000

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 6 06 6 0 6 00000

Utiliza la formula de trapecios para obtener las siguientes areas:

1. foz dx conn=>5

[\

‘ J:(2x—1)dx conn =38

. J:ll\/xz +x’ dx conn =4

|V}

3

5 Jx
4. jo\/m

dx conn =8

5. follnx dx conn =38
6. J‘llexs —Jxdx conn=>5
7. J‘fe”‘z’l dx conn =6
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CAPITUIO 5§

CALCULO INTEGRAL  Aplicaciones de la integral

, . 1
Férmula de Simpson 3

Dada la funcion y = f(x), el area limitada por la funcion y el eje X en el intervalo [a, b] esta determinada por:

Area = %(f(x,,) FAf() T 2f () +4f () +2f(x) ...+ f(x,))

Donde:
x,=a, x,=b, Ax= b ; a y n = nGmero par de intervalos.
EJEMPLOS .
TE_ 1 ®*°Evalia jlsx/; dx conn = 4 intervalos.
o Solucién

Los datos son:

Se determina el valor de Ax,

b_ —
a_371_4;5
4

Se sustituyen los valores de x, en la funcion y = Jx para obtener las ordenadas,

X 1 1.5 2 2.5 3

f(x) 1 1.224 1.414 1.581 1.732

Por consiguiente,
0.5
Area = T(l +4(1.224)+2(1.414) + 4(1.581) +1.732)

Area = 2.796 u?

2
2 ®°° Evalna JO dx con n = 6 intervalos.

_r
1/x3 +1
Solucién
X =0, x,=2, n=6, Ax=——=—,
entonces el area es:

1
Area = %(0 +4(0.327)+2(0.585) + 4 (0.707) +2(0.726) + 4(0.702) + 0.66)

Area = 5(10.226) = 1.136 u?
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MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

EJERCICIO 24

Utiliza el método de Simpson 3 para evaluar las siguientes integrales:

4 JS \xé-l—l

e e 0000 0 e

dx con n = 6 intervalos

1 J.ZL con n = 4 intervalos
0 \/xS +1

0 x+1
4 G . & 2 .
2. j Jx° =2 dx conn = 6 intervalos 5. jo cosx” dx conn = 4 intervalos
1
42t +1 .
3. J ~——dx conn = § intervalos
2 X
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « « ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e e e 0000 e cocecocccs

Area entre curvas planas

Rectangulos de base dx

El 4rea comprendida entre las curvas f(x) y g(x), tomando rectdngulos de base dx, estd definida como:

A= = glde

Rectangulos de base dy
El 4rea comprendida entre las curvas f(y) y g(v), tomando rectangulos de base dy, se define como:

d
A= _f Lf(y) —gldy

Yt fG)
do-ee---
Y,
S o
g0) fO) X

Es conveniente graficar las funciones para determinar la formula que se debe utilizar.
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CAPITUIO 5§
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EJEMPLOS .
9 1 @e Determina el area limitada entre las curvasy =x3+ lyx —y+1=0
o
E "
0 Solucién
i
Se buscan los puntos de interseccion de ambas curvas igualando las funciones:
¥ +l=x+1
xX—x=0
x(x*=1)=0

x(x—Dx+1)=0
Por consiguiente,
x=0,x=1y x=-1
y=x3+1

YA
y=x+1

=4

4_1 0 7
4

Se eligen rectangulos verticales de base dx para calcular el 4rea, por tanto,

0 1 .
Area = Jil(yl —yz)dx-i--“o(yz—yl)dx siendo y, =x3+1y y,=x+1

ji[()ﬁ +1)—(x+1)] dx+j01 [(x+1)—(x° +D]dx

= J:(Jf —Xx) dx+j;(x—x3)dx
Pero
j:(af *x)dx=*_[(:(x3 *x)dx='[0](x*x3)dx

entonces,

Area = J;(x*x3)dx+J(:(x*x3)dx ZIol(x*xS)dx

Il

)
1
0|,
|

FN R
e

_ {(Dm}

2 4
=2 l_l =2 l =lu2
2 4 4 2

. . . 1
Finalmente, el area comprendida entre las curvas es Euz
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2 ®¢° Obién el drea limitada por las curvas y2 = 4x,4x +y— 6 =0

Solucién

Se buscan las intersecciones de las curvas igualando los despejes en x,

y2+y—6=0

+3)H»r—-2)=0

y=-3y=2
Y4 v =4x
dx+y-6=0
X

Se eligen rectangulos horizontales de base dy, para calcular el area, por tanto,

2
Area = J.ig[xI —x,]dx

26—y
= 2TY_Y Ny
P e

_ g2z
_1173(6 y—y)dy

P

6y 2 3:|3

(o @ @) (o . 3
oo -2 (s
:1_12—2—§+18+2—£}

41 3 2 3

_ 112
4l 6

15,

24

. ; . 125 ,
Finalmente, tenemos que el area comprendida por las curvas es Zu
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CAPITUIO 5§
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3 ®°° Ehcuentra el drea limitada por las curvas x2 + y2 — 2x — 24 =0 y y2 — 8x + 16 = 0
Solucién
Los puntos de interseccion entre las curvas se obtienen al resolver el siguiente sistema:
{xz + 3 —2x—24=0
y*—8x+16=0
Al multiplicar por —1 la segunda ecuacion y sumar con la primera, se obtiene,
xX2+6x—40=0 - x+10)x—4)=0 — x=-10;x=4
Se sustituye el valor de x = 4 en la ecuacidn de la parabola,
y2—84)+16=0
y2—16=0
y=4

Por consiguiente, los puntos de interseccion son los puntos (4, 4) y (4, —4) y el area esta determinada por:
_ 4
Area = J‘ﬂt(x2 —x,)dx

YA
V-8 +16=0

X%+ —2x—24=0

Se despeja x de ambas ecuaciones:

X +y"—2x—24=0 ¥ —8x+16=0

X =2x +1=24—y"+1 —8x=—y>—16
2

(x—1)?=25-y? x=2 ’;16

x—1=25-y’
x=425-y+1

Al final se sustituyen en la formula del area:

3 4
= B}\/ZS -y +§arc sen%—;—4 —y:|
-4
3 _ _ AN
= {;\/25 —47 +§arc sen(ij - 4—4}—[24\/25 —(—4) +275arc sen(:)— ( 21) —(—4)}

= [6+11.59 —2.66 — 4] —[-6 — 11.59 +2.66 + 4] = 21.86 u>
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EJERCICIO 25

Obtén el area limitada entre las siguientes curvas:

e e e 0000 e

Ly=x%y=x+2 8. 5x2 + 16y = 84;4x2 —y2 =12
2 x=yhat 4y =0 9. 3x> + 16y — 48 = 022 + y2 = 16
3x

3. y=4dx—x%y=x> 10. y = xy =

Y Y Y Y x+2
4. y2—4x—6y+1=0,y=2x+3 1L y?=xxy* +2x=3
5.4x2 = 17x — 15y + 30 = 0;y = Jx+4 12 Jx+yy =212+ = 16

6. x> +y2=18;x2=6y—9 13.x=9—y2;x=l—éy2

7. x> +y2=25;y2-8x+8=0

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 o 0606000000 csoocss

Volumen de sélidos de revolucién

Se generan al girar un area plana en torno a una recta conocida como eje de rotacidon o revolucion. Para calcular el
volumen se puede utilizar cualquiera de los siguientes métodos.

Método de discos

Se utiliza cuando el eje de rotacion forma parte del contorno del area plana.

Eje de rotacion, el eje X Eje de rotacion, el eje Y

Y4 . _
YA fx), Eje - P 0))
/

V= wj:’[ FI dx V= w]j[f O] dy
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Eje de rotacion, larecta y=k Eje de rotacion, la recta x=h

Y, Y4 Eje|x=h o)

- X
b d
V=m] [fx)— k] dx v=m["[f)~h] dy

EJEMPLOS .

_g_ 1 ®9°Encuentra el volumen que se genera al hacer girar el 4rea limitada por la pardbola y> = 4x y larectax — 2 =
aE: alrededor del eje X.

e

Solucién

Al hacer girar el rectangulo de altura f(x) y ancho dx alrededor del eje X, se forma un disco de volumen,
dV = my?dx

Integrando desde x = 0 hasta x = 2, se obtiene el volumen del solido,

V= 77:[ yidx = 77':[(4x)dx =[2m | =8’
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2 ®¢° Encuentra el volumen generado al hacer girar el 4rea limitada por la parabola y?> = 4x en torno a larectax — 2 = 0

Solucién

Para generar el solido se deben girar los rectangulos alrededor del eje x = 2, que es paralelo al eje Y, por tanto el
volumen de los discos es:

dV=m(2 — x)%dy

Integrando desde y = —2 V2 hasta y=2 V2 se obtiene el volumen del solido.

Y Eje 5
v =4x
242 Tremeenee
dy
1 1
| 1
X
242 LD
x-=2=0
2
V= 77_[ (2 x)’dy con x = yZ sustituyendo y simplificando:

s

2 j”[z ¥y ]dy = 277] [ ;de

N s2V2
2 4y—y—+y— = 128\/57m3
3 80, 15

Método de las arandelas

Se emplea cuando el eje de rotacidon no es parte del contorno del area limitada por las curvas, esto significa que se
generan s6lidos de revolucidon con un hueco en el centro, al tipo de discos con hueco en el centro que se utilizan para
hallar el volumen se denomina, arandela.

Volumen de una arandela

Sea Vel volumen de la arandela, entonces se define como la diferencia de volamenes de los cilindros de radio 7, y r,

V=V -V, = 7TV22/1 — 7'rr12h = 7T(r22 - rlz)h

Kl
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© Eje de rotacion horizontal

Y g(x) Y Y

N"

El volumen generado en torno al eje X se define como:
b
v=a[ ( [f@] ~[¢w] )dx
© Eje de rotacion vertical

Y 8
d ................

yipee

)

/g(l)ﬁ) fG/)X X X

El volumen generado en torno al eje Y se define como:
d
v=a["([rof ~[s0)f )ay

Ejemplo
Determina el volumen que se genera al girar el 4rea limitada por la circunferencia x> + y? = 25 y larecta x — 7y +
25 = 0 en torno al eje X.

Solucién

x2+y2=25
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Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los puntos de interseccion,

X¥+y’=25 x—7y+25=0

+
yma o =it

7

o5 —v =22
> (x+25Y
(i\/25—x2) :( 7 j

x2+x—12=0

G+ Hx—3)=0

Por consiguiente, las abscisas de los puntos son x = —4 y x = 3, los cuales resultan ser los limites de integracion.
El eje de rotacidn no es parte del contorno de la superficie, por lo que se emplea la formula:

v=n['([f@] - [ )ax

Donde f(x) es la circunferencia y g (x) la recta.
Al calcular el volumen se obtiene:

V- wjl[[i,/—zs-xz]z—[“ﬁmdx - W;i[zs_xz_x“sg;wézs]dx

3
= 7TJ.
-4

_ _ 2
600 — 50x — 50x dr = 50
49

-2, (12<3>—32—33]—[1z(4)_<4”2_wﬂ

- . 1
Por consiguiente, se deduce que el volumen es igual a: V = ?’ﬂ w

Método de capas

En este método el volumen de la capa se expresa en funcion de la circunferencia media, la altura y el espesor de la capa
cilindrica, engendrada al girar el rectangulo en torno al eje de rotacion.
La grafica de la derecha muestra el area comprendida por la funcion y = f(x) Yy
con f(x) > 0,eleje Xy lasrectasx = ayx = b.

Al girarla sobre el eje Y se genera el solido de revolucion, éste se divide en
n capas o casquetes cilindricos, unos dentro de otros, con la finalidad de obtener fx)

el volumen del solido.
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J)

El volumen de un casquete cilindrico se define como el volumen del cilindro exterior menos el interior, entonces:
V=V,-V = 7Tr22h — 7Tr,2h = 77'h(r22 - r12)
= 71'h(r2 + rl)(r2 — rl)
pero

1t
F=2 2

5 y Ar=r2—r

1

entonces:

V = 2mwrhAr

© Eje de rotacion el eje “y”
En el plano cartesiano se elige el i-ésimo casquete cilindrico de dimensiones r = x,, h = f(x,) y Ar = Ax, al sumar
los volimenes de los n casquetes cilindricos cuando n es muy grande se obtiene:

V= lim Y 2mx f()Ax = 2| xf (o
n‘)wl=l a

© Eje de rotacion el eje “x”

7. N d
V= limY 2wy, f(y)Ay = 27"y f(y)dy
i=1
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EJEMPLOS .
]

. 1 ®#° Utiliza el método de capas para hallar el volumen que se genera al girar sobre el eje Y el area limitada por la curva
g y=3x2—2xylasrectasx =0y x = 1.

[y

Soluciéon

Gréfica del 4rea a rotar y del solido de revolucion seccionado en capas

Y Y Y

y =fx)

Luego, el volumen se define:

_ ! 2 h.3 _ la3_ .4 _ 34_25|_ 304 2 s
V= 277-[0)6(3)( 2x7)dx = 277J(}(3x 2x")dx = 27T|:—x —x ] = 27 Z(l) g(l)

0
= 277[2_2] = 27T|:ﬁ} = Zw[l} = lﬂ'u3
4 5 20 20 10

2 ®¢° Obién el volumen que genera el area plana acotada por la pardbola x> + 4x — 4y + 8 =0y larectax + 2y — 4 =0,
al girarentornoalarectax — 1 =0

Solucién

X rdx—4y+8=0 Y Yy ELje

+2y-4=0 |

-6 01l X ”Jr i X

Para encontrar los puntos de interseccion de la recta y la parabola se igualan las ordenadas y se resuelve la ecuacion
para x.
X +4x+8 4—x
4 2

— xZ+6x=0 x(x+6)=0

x=0,x=—6
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La altura del rectangulo esta determinada por

4—x_x2+4x+8= _6x~l-x2
2 4 4

Yo =N =

la distancia del rectangulo al eje de rotacion es (1 — x) y su ancho dx, al aplicar la formula se obtiene el volumen,

2 4 3 0
V:Qﬂ-.[o (1-x) _bxtx dx = Z_WJ'O(X3+5XZ_6X)¢X: m x_+51_3x2
= 4 43 2|4 3

Finalmente, el volumen resulta ser: V = 72 7u?

3 @@ Determina el volumen del slido de revolucion que se obtiene al girar sobre el eje X el area limitada por la curva
x> +y?=9ylarectay — 1 =0

Solucién

=K =5

' "ﬁ(‘_\\! 4’//”"
. \ 7] = /A

| ‘Q\‘-&»

. z
-7 \\37,;/

El volumen se genera tanto en el lado positivo como en el lado negativo del eje X, por tanto:

V= 2Il32ﬂy(ﬂ)dy = 4ﬂjl3y(\/ﬁ)dy

Se resuelve la integral:

Al evaluar se obtiene como resultado

_(9—39)2 +(9—31)2 :47{16\/5} _ 642

V=4
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26

Resuelve los siguientes problemas:

. Determina el volumen del solido que se obtiene al hacer girar la region limitada por la curvay = Jx de0a4
alrededor del eje X.

. 2. Calcula el volumen del solido que se obtiene al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = Jx—2 ylas
. rectas x = 2, x = 11, alrededor del eje X.
: 3. Obtén el volumen del solido que se genera al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = x? y las rectas
: x =0, x = 3 alrededor del eje X.
. 4. Determina el volumen del s6lido que se obtiene al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = Jx y
. las rectas y = 2, x = 0 alrededor del eje Y.
. 5. Determina el volumen del sélido que se genera al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = x3, y las
. rectas x = 0, y = 8, alrededor del eje Y.
: 6. Determina el volumen del solido que se genera al hacer girar la region limitada por la curva y = x? y las rectas
: x =0,y = 16 alrededor del eje Y.
. 7. Determina el volumen que origina la superficie limitada por la parabolay + x> = 0 y larectay + 4 = 0, al girar
en torno del eje Y.
8. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno al eje X el 4rea limitada por la curvay = 4 — x? y la recta
y=0.
9. Encuentra el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva y = (/x> +1 vy las rectas
x = —2yx = 2entorno al eje X.
10. Determina el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva x> — y2 4+ 1 = 0 y las rec-
tasy = 1.5,y = 3 en torno al eje Y.
11. Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la semielipse 9x? + 25y% —
54x — 144 = O yeleje X.
12. Obtén el volumen generado al girar en torno al eje Y la superficie limitada por las curvas y = x>y y = NES
13. Encuentra el volumen que se origina al girar en torno al eje X, la superficie limitada por las curvas y = x2y
y=+x.
14. Determina el volumen generado por las curvas x> + y2 = 25y y> — 6x + 15 = 0, al girar en torno al eje Y.
15. Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la curvay = 4x — x%y la
rectax —y =20
16. Calcula el volumen generado al rotar en torno al eje X, la superficie limitada por la pardbola x> — 6x — 8y +
17=0ylarectax —4y+5=0
17. Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la circunferencia x> + y? = 1, cuando gira en
tornoalarectax + 3 =0
18. Calcula el volumen que se genera al girar la superficie limitada por la pardbola y? 4+ 4x — 6y — 11 = 0, y larecta
2x+y—9=0,entornoalarectay + 1 =0
19. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno a la recta x — 2 = 0, la superficie limitada por la curva
462 +y2+48x + 128 =0
20. Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la primera arcada de la funcion sen x, al girar
entorno alarecta2x — 37w = 0
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 6 6 0 6 0 60000000 c0coscsos
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Longitud de arco

Sea la funcidn y = f(x) continua en el intervalo [a, b], entonces la longitud de arco se define como:
b
L= [1+[fe) dx

Demostraciéon

Se eligen n puntos del arco AB y se unen los puntos adyacentes mediante cuerdas, las cuales tendran longitud As, la
linea quebrada resultante tendra longitud

= iASi
i=1

Sflxip)
) Sfix2) U f(x)

AETNY =)
i1 B

X X2 xiyy X b X

El limite al que tiende esta longitud cuando As, tiende a cero es la longitud (L) del arco AB, siendo

As; = /Ax/ +Ayl /1+ y’ Ax

ﬂ: Sx) — f(x)
Ax, X T X

y por el teorema del valor medio:
=f'(x)

para cualquier valor de x que cumpla x; _ | < x < x;, entonces:

L= 11m2«/1+ [reofax = [+l

En forma semejante, si la curva tiene por ecuacion x = h(y), entonces la longitud de la curva esta determinada por:

L= [" I+ o) dy
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EJEMPLOS .

o

2. 1 ®¢° Determina la longitud del arco de la curva y = x2, en el intervalo [2, 4]
£

o .

i Solucién

Se deriva la funcion y se obtiene
y' =2x

Al sustituir en la formula,

L= J:1/l+(2x)2 dx = J24J1+4x2d

4

= [%xdl +4x7 + iln(Zx +1+4x° )]

2

= 2\/%—\/ﬁ+11n@ = 12170 u
4 4+J17
Y?‘ 5
y=x
-21 4 x

3
2 ®°:(Obténla longitud del arco de la curva, cuya ecuacion es x = y?, entre los puntos (0, 0) y (64, 16)

Solucién

Al derivar con respecto a Y se obtiene,

dx _3

dy 2

1
2

Ahora, se sustituye en la formula:
2
16 3 L 16 9 1 r16
= 22 = / Z -
L J.O 1+(2yjdy IO 1+4ydy 2J0 J4+9ydy
16
- {,/(4 +9y) }

27

0

= 66.685 u
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EJERCICIO 27

oo 00000000000

Encuentra la longitud de arco en los intervalos dados de cada una de las siguientes curvas.

Ly2=x3 Il=x=4
2. x=y? 0=x=1
2 3
3-f(x)=§ (x—=1) l=x=4
: 3
4, f(x) = 4 x? 0=x=1
2 3

5. f(x) = g(xz—l)2 1=x=3
T T
6. f(x) = Incos x — =x= —
S) 5 )
T T
7. f(x) = Insen x - =x= —
S c 5

8. y=Inx? I=x=5
9.y=Inx 3 =x= 8

3
0.y="2"4+1 2=x=5
6 2x
OVerificatus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 6 0000000000 cooccs

Aplicaciones a la economia

Funciéon de costos

El costo total para producir, vender y distribuir un articulo es igual a la suma de los costos fijos mas los costos
variables.

Cw,=C,+C,

Los costos variables dependen del niimero de unidades x, mientras que los costos fijos no. Estos @iltimos permanecen
constantes, algunos son el pago de la renta, el mantenimiento, y otros mas en los cuales no importa si se produce, vende
y distribuye una pieza, mil o cualquier otra cantidad y se representan, como:

Cx=0)=¢
El costo marginal es el costo para producir una unidad adicional mas cuando ya se tiene un nivel de produccion deter-
minado y se expresa como la derivada del costo total respecto al niimero de unidades:
dC(x)
dx

Costo marginal =

De forma contraria, si lo que se conoce es el costo marginal, entonces el costo total es la integral:
C=[C'(x)dx

Cuando se resuelve esta integral se obtiene una constante de integracion, la cual se puede conocer mediante las con-
diciones iniciales, la cual regularmente es equivalente a los costos fijos.
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1 @214 funcion del ingreso marginal al producir una bicicleta esti dada por la funcion

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

Ejemplo
dC(x)

X

El costo marginal que emplea un fabricante de pernos esta dado por =302 — 0.04x y el costo fijo es de $12.

Obtén la funcion de costo total.

Solucién
El costo total se obtiene resolviendo la integral:
C= j (302 — 0.04x) dx
C =302x — 0.02x*> + K
Pero K, en realidad, son los costos fijos C ' entonces:
C(x =0) = 302(x) — 0.02(x)*> + K,

pero se sabe que C(x = 0) = C, » entonces:

Entonces la funcion del costo total es:

C(x) = 302x — 0.02x2 + 12

Funcion de ingresos

La demanda de un producto se define como p(x), mientras el ingreso total es el producto del precio, por el niimero
de unidades x, que se venden.

I(x) =p(x) - x

El ingreso marginal esta en funcion de la cantidad demandada y matematicamente se representa como la derivada del
ingreso total, con respecto a la cantidad x

dI(x)

Ingreso marginal =
dx

Si lo que se desea obtener es el ingreso total y se tiene el ingreso marginal, entonces se procede a efectuar una inte-
gracion:
1= [I'(x) dx

En este caso, cuando se integra y se encuentra la constante ésta sera siempre igual a cero, ya que si no se comercializa
ninguna pieza x, no existiran ingresos.

ae) _ 3x2 — 2x + 20, deter-
dx

mina la funcion del ingreso total y la funcion de demanda total.

Solucién

El ingreso total se obtiene resolviendo la integral:
1) = [(3x* = 2x +20)dx

Ix)=x>—x2+20x+ C
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Pero I(x = 0) = 0, por tanto, se obtiene el valor de C
I(x=0)=(0)7>—-(0)>+2000+C — 0=C
Entonces la funcidn del ingreso total es:
I(x) = x3 — x2 + 20x
Para obtener la funcion de demanda se despeja a p(x), de la relacion:

1(x)
Ix)=px)-x — P(x):T

Entonces, se obtiene:
X —x*+20x

= =x2—x+20
Pw) . X

Una compania manufacturera sabe que la funcién del ingreso marginal de un producto es 7'(x) = 20 — 0.002x,
en donde 7'(x) se cuantifica en pesos y x es el nimero de unidades.
Con base en la informacion antes mencionada, determina:

a) La funcion de ingresos totales

b) La funcion de la demanda del producto

¢) Los ingresos totales al venderse 500 unidades
d) El precio, cuando se venden 3 500 articulos

Solucién
a) La funcion de los ingresos totales se obtiene al resolver la integral:

I(x) = j(zo —0.002x) dx

I(x) = 20x — 0.001x%2 + C
La condicion I(x = 0) = 0, por tanto, se obtiene el valor de C

1(0) = 20(0) — (0.001)(0)>* +C — 0=C
Entonces la funcidn del ingreso total es:
I(x) = 20x — 0.001x2

b) Para obtener la funcion de demanda se despeja a p(x), de la relacion:

1(x)
Ix)=px)-x = px)=——
Entonces, se determina que:
_ 2
p(y = 20X70000 o 6001k
X

c) Para determinar los ingresos totales al venderse 500 articulos, se sustituye en:
I(x) = 20x — 0.001x2
1(500) = 20(500) — (0.001)(500)2
1(500) = 10 000 — 250
1(500) = $9 750
d) Si se desea obtener el precio, cuando se venden 3 500 unidades, se sustituye en:
px) =20 —0.001x
p(3500) = 20 — 0.001(3 500)
p(3500) =20 — 3.5
p(3500) = $16.5
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EJERCICIO 28

© o0 0000000000000 00 00

. Una maquina de coser industrial se deprecia en funcion del tiempo #, segin la funcion P'(t) = —

Resuelve los siguientes ejercicios:
1. El costo marginal para producir un perno metélico esté dado por C'(x) = 20 — x — x2, ademas se sabe que el costo

fijo es $4.00

Determina:

a) La funcion de costo total

b) El costo de producir 5 unidades

. La funcion del ingreso marginal de un cierto producto es I'(x) = 3x2 — 2x + 5, determina la funcion de ingreso

total.

. La funcion f(x) = 4¢%905* representa el costo marginal de produccion de un buje de cobre, en donde los costos

fijos estan dados por C = $200.00. Obtén:
a) La funcidn del costo total
b) El costo cuando se producen 500 piezas

. Bl ingreso marginal que tiene registrado un productor de bicicletas de montaha es: I'(x) = 8 + 3(2x — 3)?, deter-

mina la funcién del ingreso total y la demanda.

. El gerente de una empresa productora de dulces sabe que su costo marginal esta dado por la funcion

dC(x) _ __5
dx S2x+1

ademas sabe que el costo de producir 40 dulces, es $53.00.

Encuentra:
a) La funcidn del costo total
b) El costo de fabricar 220 piezas
8160

(Bt +2)*°
Determina:

a) La funcion del precio P(t), de la maquina, ¢ afos después de su adquisicion
b) (Cual es su valor después de 5 afos?

. Una compaiia deprecia una computadora en funcidn del tiempo ¢ medido en afos, segiin la funcion

dP(r) 24000
a  @¢+3)°

en donde P(?), es el precio de la maquina ¢ anos después de su adquisicion. ;Cudl es su valor después de 2 afos?

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e e e 0000 e cocococcs
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CAPTULO @
ECUACIONES DIFERENCIALES
HISTORICA
3
o
&
—-— nventé un método para determinar aproxi-
A - A I madamente el tiempo de un fosil. Su feo-

ria (de la datacién o fechamiento con
radiocarbono), estd basada en que la razén
de la cantidad de carbono 14 al carbono
ordinario es constante de tal forma que la
cantidad proporcional absorbida por los
organismos vivos es igual que la de la atmés-
fera. Por lo que cuando muere un organismo
la absorcion de este elemento cesa y empieza a desinfegrarse (vida media
de un material radiactivo).

De tal forma que solo basta con comparar la cantidad de carbono 14 pre-
sente en el 6sil, con la relacién constante que existe en la atmésfera. Con
base en la vida media del carbono que es aproximadamente de 5600
afios se plantea la variacion de una cantidad inicial Cy de carbono 14 en
el fosil con respecto al tiempo, obteniendo una ecuacién diferencial de la
siguiente forma:

dC,
AN = kC, endonde C,= C,0)
la cual resolveremos en este capitulo.
Willard Libby
(1908-1980)




6 CAPTUO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

Introduccién

Casi cualquier problema del mundo real se puede resolver mediante la formulacion de un modelo matemético que,
al resolverlo con los conocimientos adquiridos (en particular de célculo), permita obtener conclusiones mateméticas,
las cuales posteriormente nos permitiran hacer una interpretacion acerca del fenémeno sobre el cual gira el problema
y entonces podremos hacer predicciones sobre el mismo. Estas predicciones siempre se deben verificar con los datos
nuevos que se derivan de la practica. Es decir, si las predicciones no coinciden con los datos nuevos, entonces hay
que ajustar el modelo.

La mayoria de estos problemas a resolver surgen en la fisica, la quimica y las ciencias sociales (crecimiento de
poblacion, decaimiento radiactivo, problemas donde interviene la velocidad y la aceleracion, antigtiedad de un fosil,
etc....). En muchas ocasiones, cuando se utiliza el calculo, es porque se presenta una ecuacion diferencial surgida del
modelo encontrado, por esta razon una de las aplicaciones més importantes del calculo son, sin duda, las ecuaciones
diferenciales.

En este capitulo solo se dara una introduccion a las ecuaciones diferenciales (definicion, clasificacion, algunos
métodos de solucion y ejemplos de aplicacion); es decir, no se pretende dar un curso completo, sdlo haremos referencia
a lo basico para que el alumno posteriormente pueda iniciar un curso formal de ecuaciones diferenciales.

Definicién

Una ecuacion diferencial es aquella que tiene una funcion desconocida y una o mas de sus derivadas.
La representacion de una ecuacion diferencial en su forma general es:

F(X, ¥, yl’ yu . ym, . yn) =0

Con x variable independiente, y = f(x) variable dependiente (en este caso la funcion desconocida), y', y",y", ..., y",
sus derivadas.

El orden de una ecuacion diferencial esta dado por la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacion.

El grado de una ecuacion diferencial es el grado de la derivada de mayor orden que aparece en ella.

Por ejemplo:

Ecuacion Orden Grado
dy x=17 Primero Primero
dx
2xy' —y=6 Primero Primero

2

d—z +5 il =—4y Segundo Primero
dx dx
O +2(y)Y +2y=x Segundo Segundo
2y" —4(y")Y —y' =6x Tercero Primero

Si una ecuacion tiene una variable independiente se denomina ecuacion diferencial ordinaria, ya que sus deri-
vadas son ordinarias.
Por ejemplo:
yrizng y"*y’=x yrrrixyu+2y(yr)27xy:0
Si una ecuacion diferencial tiene dos o mas variables independientes, se llama ecuacidn entre derivadas parciales,
ya que las derivadas son parciales:
0z 0z

x—+ —t+a—zf t
0x yay ot v

112



CAPITUIO &

CALCULO INTEGRAL ® Ecuaciones diferenciales

La solucion de una ecuacion diferencial es una funcion y = f(x) que junto con sus derivadas sucesivas se transforma
en una identidad al ser sustituidas en ella.

Ejemplo

Comprueba que y = f(x)=x" + 3x”> + 6x + 1, es solucion de la ecuacion 3y —xy’ +3=y" + 3(2x + x7)
Solucion

Se obtienen la primera y segunda derivada de f(x)

y=f(x)=x’+3x>+6x+1 Funcién
Yy =f(x)=3x"+6x+6 Primera derivada
Y'=f"(x)=6x+6 Segunda derivada

Se sustituyen y, y’, y" en la ecuacion
3y—xy' +3=y"+32x+x%)
3(x* +3x% + 6x+1) — x(3x* + 6x + 6) + 3= (6x + 6) + 32x + x?)
3x° +9x" +18x+3—3x" —6x" —6x+3=6x+6+6x+3x"

3+ 12x+6=3x"+12x+6

Por tanto, y = f(x)=x> 4+ 3x” + 6x + 1 es solucion de la ecuacion.

Una solucion general es una funcion de una variable que tiene un nimero de constantes arbitrarias no conocidas
igual al orden de la ecuacion y que al sustituirla en la ecuacion se transforma en una igualdad.

Una solucion particular es una funcion de una sola variable que se obtiene de la solucion general, obteniendo el
valor de sus constantes y que al sustituirla en la ecuacion la transforma en una identidad.
Ejemplo
Dada la ecuacion diferencial

Y' =3y +2y=5-2x

Determina cual de las siguientes funciones es solucion e indica de qué tipo es:
a) y=Ce +Ce —x+1

b) y=—e"—x+1

Solucién

a) Se sustituye y=C,e" +C,e’* —x+1 en la ecuacion con sus respectivas derivadas y si se transforma en una
igualdad, entonces si es solucidn y seré del tipo general.

y=Ce' +C,e™ —x+1
y'=Ce" +2C,e™ —1
y'=Ce* +4Ce™

V' =3y +2y=(Cie" +4Ce*") = 3(C,e" +2C,e>* —1)+2(Ce’ +C,e™ —x+1)
=Ce" —3Cie" +2C,e" +4C,e™ —6Ce™ +2C,e* +3—2x+2
=5-2x

C,, C, son constantes no conocidas, por tanto es una solucion general.
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b) Se sustituye y=—e" —x+1 en la ecuacion con sus respectivas derivadas y si se transforma en una igualdad,
entonces si es solucion y serd particular.

y=—e"—x+1
yl:_ex_l
y'=-é

V' =3y +2y=(—e")—3(—e* = 1)+ 2(—e" —x+1)
=—¢"+3¢" —2¢" +3—-2x+2
=5—2x

La solucion tiene constantes definidas C; = —1, C, = 0, por tanto es una solucion particular.

Ecuacién diferencial de primer orden

Ahora se resolveran algunos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden con el método de variables separables
y homogéneas.

Al resolver ecuaciones diferenciales seguramente se necesitaran ciertos métodos de integracion, por ello te suge-
rimos tomarte algunos minutos en repasar los capitulos anteriores.

Variables separables
La técnica mas simple es la aplicada en una ecuacion diferencial que se reduce a la forma:
M(x)dx + N(y)dy =0

Donde M (x) es una funcién que depende de x y N(y) es una funcion que depende de y. Con ello han sido separa-

das las variables, por lo cual la ecuacion diferencial es del tipo de variables separables. Su solucion se obtiene por
integracion directa:

jM(x)dx + f N()dy=C

Donde C es una constante arbitraria.

EJEMPLOS .
2 o dy 2
o | ®9®°Resuelve la ecuacion —= = 6x
£ dx
.2
tu Solucién
La ecuacidn se transforma a:
dy = 6x? dx
Se integran ambos miembros de la ecuacion
Idy = J.6x2dx
y=2x3+C
Por consiguiente la solucion es:
y=23+C
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2 ®¢° Resuelve la ecuacion (1 + y?)dx + xydy =0

Solucién

Se trasponen los términos:
(1 + y?dx + xydy = 0

(1 + y?dx = —xydy

Se multiplica por y se simplifica:

x(1+y?)
(1 e = —— e ()
x(1+y) YT ey Y
dx ydy
x 14y
Se integra cada lado de la igualdad:
@:—j e,
X 1+y

Inx= —%ln(l +y)+C,
Se sustituye C, = In C,

lnx:—%ln(l +y)+InC,

lnx+%ln(1+y2):1n C,

Se aplica la propiedad In a™ = m In a

Inx+Inyl+y* =InC,

Se aplica la propiedad Inab =Ina + In b
InxJ1+y’ =InC,
xJl+y* =C
(557 ) =y
Se despeja y, se sustituye (C,)*> = C

X(1+yH)=C

. 1
Por tanto, la solucién general es: y=—4/C —x°
X

115



6 CAPTUO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

d
3 @@ Resuelve la ecuacion (2 + xy?2) a% +x2—y2=0

Solucién

La ecuacion se transforma en:
dy
(:,2 ):yZ) — );2 :,x2 =0

Se factoriza cada término
dy
X1+ +xX1 -y =
YA+ 2 a1 =) =0
y2(1 + x)dy + [x*(1 — y)ldx =0

Se multiplica cada término por ——————
P P+ ma-y)

21 + x)]dy + [x2(1 — y)]dx =0

1
1+x)d-y) (1+x)d-y)

2 2

Ity =
1—yy 1+x

dx=0

Al integrar ambos miembros de la igualdad

se divide y se obtiene que

y 1
=—y—1+ —

11—y Y 1-y

SR

1+x - x+1

Regresando a la integral

j(—y—1+1_1dey

o o

Il
I
—
/N
=
|
—_
+
=
+ | =
—_
N~
&

I
I
—
£
+
—
&
I
—
&

L
X +x—Inlx + 1| + C,

—%yz—y—lnly— 1]
Se multiplica por 2
—y?=2y—2Inly — 1| = —x2 + 2x — 2Inlx + 1| + 2C,
x2—y2—2x—2y+2Inlx+1|—-2Infy—1|=C
Al aplicar la propiedad In @ = m In a y al factorizar x> — y? se obtiene:

E+yE—y)—20x+y+Inx+1)2—Iny - 1)>=C
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Al aplicar la propiedad ln% =Ilna—Inb

G-y -2y + e

XTy)x—y xXTYy n(yil)z_
G-y -+ &
X y)x y n(y_1)2

+1Y
(x+y)(x—y—2)+1n(i_1] =c

Finalmente, la solucion general es:

+1Y
<x+y)<x—y—2)+1n[;1j =c

4 ®¢°Resuelve (1 + y2)dx = xdy

Solucion
1
Se multiplica por el factor x(Tyz) , cada término de la igualdad
——— (1 + y)dx = — L d
x(t+yH 0 T w2
& _ b
x 1+ y*

Al integrar se obtiene:

5= I
X 1+y?
In|x| = arc tan(y) + C,
Se aplica la definicion de logaritmo natural, si In b = ¢, entonces e = b
x = edc tan(y) + C,
x = edc¢ tan(y) . eCI
x = edc tan(y) . C
x = Ced¢ tan(y)
Por tanto, la solucion es:
x = Ce?¢ tan(y)
Otra forma de representar la solucion es la siguiente:
Injx| = arc tan(y) + C,
Inx| — C, = arc tan(y)
Se sustituye In C = —C,

In|x| + In C = arc tan(y)
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Se aplica la propiedad Inab =Ina + In b

In|Cx| = arc tan(y)

Se obtiene la tangente de cada término de la igualdad

Finalmente, la solucion es:

5 @0 Resuelve e Y1 +yH)=1

Solucién

Se resuelve el producto

La ecuacion se transforma en:

tan(In|Cx|) = tan(arc tan(y))

tan(In|Cx|) = y

tan(In|Cx|) = y

e YA +yH)=
e VteVy =1

—_

Se integra cada término de la igualdad

Por consiguiente, la solucion es:

VeV —= =1
e e ot
dy
VL =] — ey
e ot e
e Vdy=(1—eV)dx
e’d
—EJV =dx
1—e
e’dy
J‘l—ef" B de

In[l —e™|=x+C,
ln|1 - e‘y| -C =x
In|]l — e+ In|C| = x
In|C(1 —e )| =x
C(l—e?)=¢e"

e*=C( —e™)
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6 ®°° Determina la solucion particular de la ecuacion diferencial

3
y = 2y
para la cual
y=2
cuando
x=0
Solucién
,_ 3%
y = 2y
dy _ 3¢
de 2y
2y dy = 3x2 dx

[2ydy = [3x%ax

S

yo = X3+ C
En la solucion general se sustituyen los valores de: y = 2, x =0
y2 =x3+C
P =7 +C
Por tanto,
C=4

Este resultado se sustituye en la solucion general, se despeja y

y2 =x3+C
y= X' +4
Por tanto, la ecuacion particular es:
y= X +4
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m

7 ®°°Cerca de la superficie de la Tierra, la aceleracion debida a la gravedad de un cuerpo que cae es de 9.81 —,
S

esto es posible si se desprecia la resistencia del aire. Si se arroja un cuerpo hacia arriba desde una altura

m
inicial de 30 m, con una velocidad de 20 — , determina su velocidad y su altura tres segundos més tarde.
S

Solucién

La altura s se tomara positiva hacia arriba, entonces la velocidad v es positiva, pero la aceleracion a es negativa ya que
la atraccion de la gravedad tiende a disminuir v, por tanto la solucion esta dada por la ecuacion diferencial.

@— 9.81
a7

Con las condiciones iniciales

m
v=20? y s=30m

dv
La ecuacion i —9.81, se resuelve por el método de variables separables, es decir:
d_ 9.81
a
dv =—9281dt
[av = = [9.81ar +C
v=-981r+C

m
Enel instante t = 0, v = 20 ? , entonces

yv=—-981r+ C
20 = —9.81(0) + C
c=20
Por tanto
v=—981r+ 20
ds . . . .
Luego, v = 7R entonces se tiene una segunda ecuacion diferencial.
ds _
a
ds _ 9.817 + 20
a7

Al resolver la ecuacidn diferencial por variables separables resulta:

ds
dt

J.ds
9.81

s=*'7t2+20t+K

= —981r+ 20

jeamﬁomm+K
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Se determina el valor de K, con los valores iniciales s = 30,7 = 0

9.81
s=—712+20t+K

9.81
30 = — - (0)? + 20(0) + K

Por tanto, K = 30, entonces la solucion es:

9.81
s=—7t2+20t+30

Finalmente se obtiene el valor de la velocidad y la altura 3 s mas tarde.

v=—981t+ 20 =—-9.81(3) +20 = —2943 + 20 = —9.43?

9.81 9.81
S= -5 2+ 20t + 30=— N (3)% + 20(3) + 30=(—4.905)(9) + 20(3) + 30=—44.14 + 60 + 30=45.86 m

Se tiene un cultivo con una cantidad N, de bacterias, al pasar una hora el niimero de bacterias es de E N, Si la ra-

z6n en la que se reproducen es proporcional al nimero de bacterias, jen cuinto tiempo se cuadriplicard la cantidad
inicial de bacterias?

Solucién

dN,
. 2. [ . [ . 0 . - .
Si la razon de reproduccion, la variacion de N, respecto al tiempo (7 , es proporcional al nimero de bacterias,

dt

entonces se tiene la siguiente ecuacion:

Ny _ oy
d 0

La cual es una ecuacion de variables separables, al resolverla se obtiene:

dNy kdt

NO

InN, =kt + C,
ekt+C, =N,

0
No(t) = eht+C,

Nyt = ekteC
donde
Nyt = Cek

Cuando ¢ = 0 entonces N,(0) = Ce¥® = Ce® = C(1) = C, pero sabemos que la cantidad inicial de bacterias
es Ny, es decir C = N, por tanto N(t) = Noek’. 5
Encontremos el valor de k, para eso tenemos que Ny(1) = ) N, de donde

5
Noe'® = N,

k_S
Nye _EN
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Se divide entre N,

5
[
“ 72
Se aplica logaritmo natural en ambos lados
Inek=1In~
k=1In<
k=10.9163

Por tanto. la funcion solucion a nuestro problema es N(1) = Ne%9163
Si queremos saber en cuanto tiempo se cuadriplicar la poblacion, entonces se plantea la siguiente igualdad:

— 0.9163¢
4N, = Nye

Se divide entre N,

4 = 09163

Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros:

In4 = In eO.9163t
In4 =0.9163¢
In4
0.9163
t=1.51

En aproximadamente 1.51 horas se cuadriplicara la poblacion inicial.

Q @ Al analizar el hueso de un fésil se encontrd que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original.
(Cual es la edad del fosil?

Solucién

Existe un método basado en la cantidad de carbono 14 (C — 14) que existe en los fosiles. El quimico Willard Libby
inventd la teorfa de la datacion con radiocarbono, la cual se basa en que la razon de la cantidad de carbono 14 en la
atmosfera es constante, lo que trae como consecuencia que la cantidad de este isotopo en los organismos es propor-
cional al que existe en la atmosfera. Al morir un organismo deja de absorber carbono 14, es decir la cantidad absor-
bida de este elemento cesa, y al ser un elemento radiactivo se va desintegrando (recuerda que la vida media de un
elemento radiactivo es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de este elemento). Entonces basta con comparar
la cantidad proporcional de carbono 14 en el fosil con la cantidad constante en la atmdsfera. Para hacer esto se toma
en cuenta la vida media del carbono 14 que es aproximadamente de 5600 afios.

Ahora regresemos a nuestro problema: digamos que C;) es la cantidad inicial de carbono 14 en el fosil, entonces
la variacion de esta cantidad respecto al tiempo es proporcional a la cantidad inicial, es decir:

a<, _ kC
de 0

en donde
C, = C,0)
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La ecuacidn diferencial obtenida es parecida al modelo del ejemplo 10, al resolverlo se obtiene:
Cy(n) = Cye™

Para obtener el valor de k, consideremos que la vida media del carbono 14 es de 5600 afos, esto quiere decir
que:

)

70 = C,(5600)
% = (¢SO0
Se divide entre C,
% — 5600k
Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros
1nl =1n eSGOOk
2
1 L. 5600k
ny =
ln%
s600 X

k= —0.00012378
Por tanto,
Co(t) — Coe —0.00012378¢

Si nos dicen que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original, entonces basta con
plantear la siguiente igualdad.

G = (C 000012378
100 0
1

— = —0.00012378r
100

In e = In ¢ 000012378
100

1 LN 0.00012378

n 100 = . t

L
100 =
—0.00012378
de donde

t= 37204

Por tanto, el f6sil tiene aproximadamente 37 200 afios.
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EJERCICIO 29

3

s dy x 5
. 1. E:y_z 11. (—4y + y9)dx + x(x — 6)dy = 0
. dy 3x*
. 2.~ = —¢ 12, 4x3 — y3y' =0
. dx y(1—x*) Yy
. 3 dy 6x° 13 . 2x+l1
. Cdx 54y YT
‘ 1
4. (4 —y>dx — (4 —xHDdy =0 14. e*dx — ;dy =0
3 2
5.9+ y)dx + dxydy =0 15. ;dx-ﬁ- ;dyZO
dy _ x'y—y
2 2y’ 2 _ 2 = &£ _rr )
6. 2y —xy*)y' + 2x* —yx==0 16. ot f
T.xy —2dx+yx* =2 dy=0 17. y' = x?sen 2x
d
8. eM(y' +3)=2 18. d—z = o2 Y
dy
9. i cos? y cos 2x 19. ydx + xInxdy =0
10. y' = cos(x + y) 20. (1 + e¥)edy’ =y~!
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ 6 6 6 6 0 6 0 60060000 cocoscsos

Ecuaciones homogéneas

f(x,y) es una funcion homogénea de grado n si f(ax, ay) = a"f(x,y)
Por ejemplo: f(x, y) = 3x* — x%y? es homogénea, hagamos la evaluacion:

flax, ay) = 3(ax)* — (ax)¥(ay) = 3a*x* — a*xdy = o*(3x* — x3y) = a*f(x, y)
flax, ay) = a¥f(x, y)

por tanto es homogénea de grado 4.
Una ecuacion diferencial M (x, y)dx + N(x, y)dy = 0 se llama homogénea si M (x, y) y N(x, y) son homogéneas.
Por ejemplo: ,
La ecuacion 7 arc cosidy +x ln%dx =0 es homogénea ya que para

2
M(x,y) = x—arc cosi y N(x,y) :xlnf
y y y

se tiene que:
ax o« X x* X

arc cos— = arc cos— = a—arc cos— =aM (x, y)
ay oy y y y

2
M (ax, ay) = (ax)

N(ax, czy)=axln%=axlnz =aN(x,y)
ay y
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2

Ambas son homogéneas de grado 1, por tanto, la ecuacion Zarc cosidy +xIntd=0 es homogénea.
y y y

Para resolver una ecuacion homogénea se utiliza la siguiente transformacion:

y=vx dedonde dy = vdx + xdv

Ejemplo
Resuelve la ecuacion (4x — 3y)dx + (2y — 3x)dy =0
Solucién
Sustituimos y = vx de donde dy = v dx + x dv en la ecuacion:
(4x — 3(vx))dx + (2(vx) — 3x)(vdx + xdv) = 0
(4x — 3vx)dx + 2vx — 3x)(vdx + xdv) = 0

Se multiplica y simplifica:
4xdx — 3vxdx + 2v2xdx + 2vx*dv — 3xvdx — 3x%dv =0
(2v2x — 3vx — 3vx + 4x)dx + 2vx2 — 3x3)dv =0
2v2 — 6v + d)xdx + 2v — 3)x2dv =0
2(v2 — 3y + 2xdx + 2v — 3)x2dv =0

o 1
Se multiplica por el factor 20—+

2(v* — 3v + 2)xdx i 2v —3)x’dv _
X =3v+2) PO =3v+2)

2dx | (2v—3)dv _
X Vi=3v+2

2dx _ (2v—=3)dv

X V:—3v+2
Se integra
dx (2v —3)dv
o= ==
X v-—=3v+4

2Inx+ C, = —In|y? = 3v + 2| + C,

2lnx +Inpy?2 = 3v +2[=C, — C,

Se hace la sustitucion C; = C, — C, y se aplican las propiedades In a” = nIn a,
In x2pp2 —3v + 2| = C,

Se aplica la definicion de logaritmo In b = ¢ quiere decir e =

xX2(v2=3v+2)=¢G
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Se sustituye C = ¢

xXX(v2-3v+2)=C

. y - ..
De y = vx se despeja v, v = = para sustituirla en la funcion.
X

y2—=3xy+2x2=C
Se factoriza
O-20-—n=C
Por tanto, la solucion es
O-20-—n=C

Existen ecuaciones que son lineales pero no homogéneas, aunque se pueden reducir a ellas, haciendo una traslacion.
Estas ecuaciones tienen la forma:

(@ x + by + c)dx + (ax + by + ¢,)dy =0
En donde si a,b, — a,b, # 0, la ecuacion se reduce a la forma homogénea
(ax’ + by")dx' + (ayx' + by")dy' =0
Al hacer una traslacion por medio de las transformaciones:

x=x"+nh dx = dx’
y=y +k dy =dy'

(h, k) es el punto de interseccion de las rectas a\x + by + ¢, = 0,a,x + b,y + ¢, =0
Sia,b, — a,b, = 0, la ecuacion se reduce a una ecuacion de variables separables

P(x, )dx + Q(x, dt = 0
Mediante la transformacion a,x + by = t de donde

_dit —adx

dy b
1
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[

EJEMPLOS
(o]

1 @@ Resuelve la ecuacion

Ejempl

2x—y+4ddx+ Bx+2y—1dy=0
Solucién
Tenemos la ecuacion
2x—y+4d)dx+ Bx+2y—1Ddy=0
En donde (2)(2) — (3)(—1) = 4 + 3 =7 #0, por tanto resolvemos el sistema de ecuaciones:

2x—y+4=0
3x+2y—1=0

Al resolverlo se obtiene que el punto (4, k) = (—1, 2), se sustituye en las formulas de transformacion:

x=x"+h y=y' +k
x=x"—1 y=y'+2
dx = dx' dy =dy’

Posteriormente en la ecuacion dada:

QL' — 1] = [y’ + 2] + 4)dx’ + G — 1] + 2[y’ +2] — Ddy’ =0
2x" =2—y" =2+ ddx" +Bx' —3+2y ' +4—1)dy' =0
2x" = yNdx" + Bx" +2y")dy' =0

Se obtuvo una ecuacion homogénea y se sustituye y' = vx' dy’ = vdx' + x'dv
2x" —vx")dx' + Bx' + 2vx")(vdx' + x'dv) =0
2x'dx" — vx'dx' + 3x'vdx' + 3x"2dv + 2vix'dx’ + 2vx'%dv = 0
2v2x dx" + 2vx'dx’ + 2x'dx’ + 2vx'"%dv + 3x'%dv = 0
2024+ v+ Dx'dx’ + Qv+ 3)x"2dv =0

Se multiplica por el factor: m

200% + v+ Dx'dy’ N v+ 3)xdv _
X2V Hv+D) X2V v+

2dx' _ (2v + 3)dv

x' vt+v+1
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Se integran ambos lados

J'dixi_J-(2v+3)dv
vit+v+l1
dx’ v +1+2)dv
22 -t
X vi+v+l1
dx' Qv+ 1dv 2dv
2 - = —
J.x J.v2+v+1 Iv2+v+l
dx' Qv +1)dv dv
2-[7:_ v2+v+1_2-[ 1 1
(v2+v+f)+l—f
4 4
dx' __J' 2v+Ddv J dv
Vvt ( 1)2 3
v+—| +—
2) 4
2Inx' +C, =—In(v* +v+1)— 2| —=arc tan +C
,=—1n( -2 5 :
2 2
2v+\/§
2 2
21In x'+In(v* +v+1)+ 2| —=arc tan =C,—C
( ) NG N ,—C,
2
2 2v++/3
In x*(v* +v+1)+2| —=arc tan =C
R Rl G|
Al sustituir v = L,
x
WYy 2(1,j+«/§
Inx?||&=] +=+1]+2 arc tan| -~ ||=C
(5] ) Gy
2y +3x%
"2 ’ 2 ,
nx? 2+ 41 ]+2] “Zarc tan A =C
[xrz \/g \/5
+x'y +x' 4 2y'+\/§x’
In x” yi + ——=arc tan =C
( x"? J 3 ( V3x'
Se sustituye x’ =x + 1,y' =y — 2
et [ QD FEHDG =D ) 4 (2622 + VB
(x+1)° V3 3 +1)
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CAPITUIO &

CALCULO INTEGRAL ® Ecuaciones diferenciales

2 ®e-Reguelve la ecuacion:

(x—2y—Ddx+ 3x—6y+2)dy=0

Solucién
En la ecuacidn se tiene que (1)(—6) — (3)(—2) = —6 + 6 = 0, entonces utilizamos la transformacion:
dt —a,dx
ax+by=t, dy= ——F—"—
b,
dt —dx dt —dx
x—2y=t, dy = =-

-2 2
Se sustituye en la ecuacion:

(x—2y— ldx+ 3Bx—2y) +2)dy=0

dt —dx
(t — Ddx + 3t + 2)(—7) =0

3 3
tdx — dx — Etdt—&- Etdx—dt-i—dx:O

d. éd-i-id dt=0
tax 2lt th t =

2tdx — 3tdt + 3tdx — 2dt = 0
Stdx — (3t + 2)dt =0
Stdx = (3t + 2)dt

1
Se multiplica por el factor "
1
" (Stdx = (3t + 2)dt)

2
Sdx = 3dt + ?dt
Se integran ambos miembros
dt
S5|dx=3)dt+2|—
Jate=3[dr +2[%
5x=3t+2Int+C
S5x=3(x—2y) +2In(x — 2y) + C,
5x =3x — 6y + 2In(x — 2y) + C,
2x + 6y — 2In(x — 2y) = C,

1
Se multiplica por el factor )
1
x + 3y — In(x — 2y) = ECI
1
c

Se sustituye C = 5 G

x+3y—Inx—2y)=C
Por tanto, la solucion es:

x+3y—Inx —2y)=C
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6 CAPTUO

MATEMATICAS SIMPLIFICADAS

EJERCICIO 30

1. xdy = 2x + 2y)dx

: , D 3xy +y°
. Cde X
: d
3.xyay =2x2 + 2y?
,_ XY
4. y' = 2

6. (x> = y?y’ =xy

7. (4x>—5xy +y2) +x%' =0
y Ty

8. (2 +yAy' =y?

9. 2x — y)dy = 2y + x)dx

y
10. y' = = +4sec—
y sec

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ « « «
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

=yy'+O—-209=0

xy' = X+ +y

x+yy' +y=x
d y
d_fc: + xe*

0 =50y’ — (y = 5xH) =0
(x+y+Ddx+@2x+2y—1)dy=0
x+ty—2dx+(x—y+4ddy=0
(x+ydx+ Bx+3y—4)dy=0

2x — 5y +3)dx + (—2x — 4y + 6)dy =0



Solucién a los ejercicios
de cdlculo integral




CALCULO INTEGRAL

. 6
CAPITULO 1 g A s 4 032 34 c

3
EJERCICIO 1 G e
ax X cX
1. 354 5. 14560 9. 63 M ST At C
2. —40 6. 17 10. % , 32
X X
-7 7 -0 11. 414 3a +b a
.
% 8. 3(1+23) 12. 81 26, — -2 -Tx+C
a
4
3
EJERCICIO 2 27. 5x5—% e
1. 57u? 5. %uz 9. %uz X
3
i 28. 6i/x—2—2OTx e
2. 5u? 6. —u? 10. 242u?
2 7 a7 B 3
32, ) 29 2y 15y3 8yt 2y? s
3 ?u 7. 12u 7 7 5
4. zuz 8. 2u? 22 3.% 4
2 30. z —%+—3 +C
3y
1 33 23 3
CAPITULO 2 . 3t2ﬁ_9z7ﬁ+3¢2\/2 e
EJERCICIO 3
g p WL
1. %+c 12. 4lnx+C 4
i 33, B4 o
2. 5+ C 13 ; +C 21
2 6
4 (ax” —b)
3. b% +C 14. 9% + ¢ Mo * ¢
3 5[ -4y
. V3x e s 5x;/x— e 3. T+ C
_(a—byy
5. ax+C 16. 3a¥x +C 36. s ¢
IS
R 3
6. %x+C 17. %1nx+c 3. 5 TArr 36t C
Xt 8x? 5
B N 15, b 3B T HECHC
6 5 4 3
: e X X
N 3x;/§+c 0. 15\2/)6——3x3/§+c 39.6+5+4+3+C
3 2 40 2(m + ny)\/m+ny i c
9. 4x¥x +C 0. -5 4 S —6nx+C ' 3n
X X
3
3 —2)2
0. —-1 +c T e g 2022 L ¢
2x 4 15
1. —% +C 2. 2’*3/6 +C w2 Yarts +c
X a
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

é?/(9x -1 +C

B 16xx
3

2
X + 16x + C
2

1

-———— +C
18(3x* — 4)°

s
3Gx—4)
-2 ¢
3020 +5)
2(Va - b)
3

+C
1
—In(at + b) + C
a

1 2

—In]3x2 4|+ C
6

Infx + 3|+ C
Injx2 = 3|+ C

1

- +C
(x* = 3x+6)

3
2(x* — 6x + 3)?
9

+C

1
an(m — 1)(ay" +b)" ™'

ey
4z e
9
_ 4
_ (4—In}x+3) .
4

c

_ 4
_ (I—sen4x) i c
16

3
2
_ 2(3+§0t X) n

—l—sec2x +C

C

7lln|1 —senax| + C
a

4 3
et —1p +c
3

2
Q@+ lnisenxb N

C

+CVm#1

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77. In

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.
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1

S
2(1—cos” x)’

1 sen’ bx + C
3b

cot® mx

+C
2m

cos’4x
12

2ysensxtd

5

+C

4x —In(x + 2)° + C

3x*

> + 3x + Inj(x — 1’| + C

Iny

lln|1n 3x +C
2

3
2(axn+l +b)?
3a(n +1)

—1csc3x+C
3

1 3
- +——
(x+17 x+1

(x+2)°
(x+5)

3 5

In|(2x —1)2(3x — 4)?

—33cosx +C
gsen5x-‘rC

5

2Jl—cotw +C
3 ety 1 4 C
2Jl—cosa +C

4 1
—tan* x + C
7

+4Inx+1)+C

+C

SOLUCION A LOS EJERCICIOS



CALCULO INTEGRAL

EJERCICIO 4

1. le‘“‘JrC
4
2. 16¢> +C

3. le"”'Jr”-‘rC

a
PR
3
13
5. —e*¥+C
3

6. _lecos% +C
4

7. %e‘3+C
3

b
41nb

+C

2x
3 +C
2In3

27"
1+In2

1. 33" +¢C

10.

12. %\/eT e

13.

15. 2\/3 e+ C
16. x3 — 1
3

17. ex*—3x+1 4 C

N®
2:/e*

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

| ey
B
2
— 14 +C
8621
4% . 2
2+In4

6

2

5¢
In 25

+C

1
7 (e¥—e ™) —2x+C

l e(an3x +C
3

> +C
3In5

10 2
3In10 In2

n(e;— ! a;] +C
Ina

%(ez" + 5¢e X)) 4+ C

1
-— —x+C
ae
—ecos?x 4

%earcsenlx +C

edrctanxy 4

3'(3-3""+8-3" +6) N

le‘”—%e“-ﬁ- 4x+ C

241n3

C

EJERCICIO 5
1
1. —=cos5x+ C
5
1
2. —senbx +C
6
3. —4cos£ +C
4
1
4. —lnjsec bx| + C
b
5. atani +C
a
1
6. ——cotax + C
a
1
7. —tanbx + C
b
8. secx+ C
t
9. —4csc— +C
4
1 2
10. 7§cos4x +C
3
11. ésenx— +C
3 5
1 2
12. ——cscx+ C
2
1
13. —secax + C
a
3 2
14. gtan4x +C
1
15. —gcot(?ax— H+C

16. ! In|sen(ax — b)| + C
a

17. lln|sec ax + tan ax| + C
a

1
18. §1n|csc 4x% — cotdx? + C

19. =2 Jcscx +C

20. % (tan b0 — cot b)) + C
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

40.

2
g(CSC3X*COt3X)*x+C
2
g(tan5x+se05x)—x+C
1 2
5[sen x—2cosx] +C

1 2
——=sen(2 —x%) + C

2
Injcsc x — cot x| + cosx + C
senx —cosx + C
Injcosx — 1| + C
cot(z—xj +C

3

—cotw + C
1
E(Ztanx*x)JrC

L o3
——cot’x + C

3

2. /sen x(cos” x + 4) e
5

iln\l —4dcotw| + C

—[x cos x —2(sen x —1)] ic

Cos x

o3

In\/sec2a + C

—2In +C

. 24sen’0+1 + C
1
. —Ecos(ezx)-i-c

. - %cos(ln xH+C

gln‘secﬁ-t-tan&‘ +C



EJERCICIO 6

10.

12.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

larc tan(fj +C
9 9

izarc tan(y) +C
b b

lln
8

y—4
yt4

+C

1 5+2x
—In
20 ‘S—Zx

\/_

+C

\/—x+4

1

72

x—4
n
x+4

‘ ic

1

—arc senﬁ +C

3 5
%ln‘2x+d4x2 *7‘ +C

1 2

—arc sec—x +C

3 3
—\/fln‘x-hbf —4‘ +C

4 b’
——arc tan(—xj +C
m m

1

2b*

Vv —b?

n——-— +C
v+ b2

2x

e4 J16 —e** +4 arc sen[

21.
22.
23.

24.

¢ | +c
4

%1/1—2x2 +garc seny2x + C

J5 arc sen(\/g)m] +C

larc tan(ln—x] +C
2 2

1+sen x

2

2
lalrc sen Al S C
2 3

% arc sen(x) + C

+C

1—senx

2111(\/2—"+1/e‘“+4) +C

1
—arc sen
2

1
10a*

?ln‘\/gtJm/Stz +5‘ +C
\/_

2\5@] +C

5+ay
S—ay

+C

ln‘

\/—y 5
?m‘\@thxz +4‘ +C

1
b—zarc tanbi2 +C

L arc sen@
2 2

+C

+ 2
(2"4 1)\/4x2+4x+1—az—%1n(2x+1+\/4x2+4x+1—a2) e

[L;;’”jm{ﬁ jln(7 v i)

———arc tan
14

V14 [mt]+c
7

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

31, (g)/ 16+(2\/—] (fx+./5x—16) c
5 5 + cos 2t
g, -3 F5 Heos2)
20 | +/5 —cos2t
33. —arc tan(cos x) + C
34, ’lniz(m\/ﬁ 236 + 4 +2 ln(z In(3¢) + ,/t21n2(3z)+4) +C
EJERCICIO 7
TS {2 iy 8 3"
6 |x+6 45
2. —In|——|+cC o I3 ¢
x+8 7 w—35
+ J—
3 w2 4 e 0. L2l ¢
x+3 11 |a—5
2x +1 _
4. In +C 11. farctan ﬁ(x D)
x+1
1. [x=2 .
5. —n[2 2+ ¢ 12 x4 tmle =y
9 (x+7 4 e +3
6. 71 zxHl, o 13, Y3 fsenx =343
x+4 6 sen x — 3+\/_
7. il ax+3 + C 14. ﬁarcsen( w_11)+C
2a |ax+5 5 9
15. %ln‘Zx—1+«/4x2—4x+3‘+C
16. gln‘3z+2+«/9z2+12z‘ e
17. ?ln‘4x+l+21/4x2+2x‘ e
18. ln‘Zlnx+7+2\/ln2x+7lnx+6‘+C
19. 1n‘2w—9+2,/w2—9w+5‘+c
20. XTHJJCZ+4x—3—%ln‘x+2+«/x2+4x—3‘+C
21. % en(\m(jf+3)J+(4x+3)\/4—3)6—2)62+C
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CALCULO INTEGRAL

22.

(3]

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

(2x4_3)«/3x—x2 +%arc sen(zx;3) +C
3x—2) /3¢ — 4
M%—%lnbx—Z-h/%cz —12x‘ e

2
[2x 1] xt—x 7207—11n‘2x271+2\/x47x2720‘+C
+ +
* 5)424 5x—x +Earcsen(2x > + C
4 8 11

[ ]

+
(2;; 3) r +3x+8+—ln‘2x+3+2\/x +3x+8‘+C
21n N 4\/}—21‘+c
l{[( 71)«/3+2e”‘ — +2arcsen[e< 71]} +C
n 2 2
ln‘2y+l+21/y2+y+l‘+c
(ﬂjd3x2+4x+lfﬁln
6 18

4w—5j+c
5

1/3(3x2+4x+1)+3x+2‘ +C

——arc sen
2

2Ja ‘2\/E+3+2\/ax+3\/a+2‘ +C
a

?1n‘x/§(6y+13)+6«/3y2 +13y—10‘ +C
+1)"
1 G+

! {+c
2 |(3x+1)

- %ln|(3 -0’3+ x|+ C

- %ln|(3x +4y@x — 4y + C

\/_ 6V3+7
e(x 2) 2
(x++3-2) :

@ln‘(@c +5+73)P 7 (6x+5-73)" | + ¢

438

[IEST

5 -1

1, 4\/5 |2x+9-io1|
3o’ +9x =5+ T "o rorvior

41. 3 x274+21n‘x+\/x274‘+c
11 3 1
42. —garcsen§—§\/4—9x2 +C

43. %1n‘4x+ J16x7 +25| —%\/16;;2 +25+C

44. 3\/7 —2x* 422 arc sen[\/l7_4x] +C

\(10x+\/f 7)7 |

+C
2580 ‘(10)6— 129 — )67+J129‘
46. 5 +3x—>5 —%ln‘Zx+3+2\/xz +3x—5‘ +C

4x+5+,/8 2x2+5x—1‘
47. 13gﬁln ( )+C

24 +10x—2
3

45.

e

+
48, =5 J4—2x—x? —4arcsen@+c

‘ (4x? =2)Jx’ —3x+4 ‘
21

e

49. Zln +C
2

‘(2x—3+ C—3x+4)!

(16x% +84x—2){x> +Tx +6
175 e 175
—In
16 |2x+7+2\x* +7x+6)"

50.

+C

CAPITULO 3

EJERCICIO 8

1
1. —sen*4x+ C
16
1 6
2. ——cos®3x + C
18

1 1
3. —cos’ax — —cosax + C
3a a

1 1
4, — cos’5x — —cosSx+ C
15 5

5. icos3£ —4cost+C
3%y 4

sen’x

6. senx — +C

sen3ax

1
7. —senax —
a
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8.

1 sen’ 6x
—senbx — ——— + C
6 18

9. 3sen’ —sen’’ +C
3 3

2 1
10. —cosx + =cos’x — —cos’x + C
3 5
1 2 1
11. ——cosax +—cos’ax — —cos” ax + C
a 3a 5
1 1 1 s
12. ——cos4x +—cos’4x ——cos’4x +C
4 6 20
13. —2cos£+i0033£—zcossi+C
2 3 2 5 2
2 1
14. senyfgsen'y+gsen‘y+C
1 2 1 5
15. —senbx ——sen’bx + —sen’bx + C
b 3b 5b
X 3 X 3 sx
16. 3sen=—2sen’ =+ —=sen’ =+ C
3 35 3
] 7 3 5 3
17. ?cos 0—5003 6+ cos’@ —cosf+C
1 B 1 1 1
18. —cos'3x ——=cos’3x +—cos’3x ——cos3x+C
21 5 3 3
Lo 3
19. —;sen y+gsen y—sen’y+seny+C
1 ; 3 s 1 1
20. ——sen'4x +—sen’4x — —sen’4x + —sen4x + C
28 20 4 4
[ L
21. ——cos"4x+—cos 4x+C
24 32
l 6 l 8
22. —sen’x——sen'x +C
6 8
2 4
3. JeenZe (1— ey ““92"]+c
EJERCICIO 9
1 ) 1
1. —tan 5x+fln‘0055x‘+c
10 5
2. tan*X 4 2Infcos|+ C
2 2
1, 1
3. ——cot 4x—fln‘sen4x‘+C
8 4
3 ,x X
4. ——=cot” = —3In|sen—|+ C
2 3 3

d

1 cot*6x _ cot’6x
6 4 2

1 1
6. —4| —cot*Y = —cot?Y —In
FRVEE R

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

- ln‘sen 6x‘] +C

senlD +C
4

1 1 1
7. —tan*5x— Etan2 Sx+ gln‘sec 5x+C

20

8. 7Lc0t35x + lcot S5x+x+C
15 5

9. itan36x *ltan 6x+x+C
18 6

1 1 4 4
10. gtan2 3x + gcot2 3x + Eln‘sen 3x‘ + gln‘cos 3x‘ +C=

1 1 4
—tan’ 3x + —cot’ 3x + —In[sen 6x| + C
6 6 3

11. ltan32y-&-C
6
15

12. —gcot‘3y+C

EJERCICIO 10

1 1

1. —tan3x+—tan’3x+C
3 9
1 1 5

2. —tanax +—tan’ax +C
a 3a

3. 6tani+2@n’t+C

6 6

4. —lcot 9x — icot39x +C
9 27

5. 7lc0t bx — icot‘;bx +C
b 3b

6. —7cott— Zcoﬁi +C
7 3 7

7. étanz—x-f-ltan‘wz—x-t- Cc
2 3 2 3

1 1
9. —tan’8x+—tan’8x+C
24 40

10. Ltan3ax + itansax +C
a Sa

11. ZtzmziJrztansvaC
3 7 5 7

12. ltanss—x + itan55—x +C
5 3 25 3
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CALCULO INTEGRAL

1 1
13. —sec’5x ——sec’5x+C 34. —cot x lcot")H—écot“x-&-cotzx+1 +C
25 15 7 5
14 isec'sbxfisec3bx+c 35 ltanxzfltan‘;xz+C
"5 3b "2 6
6 sx 25 3 X
15. gsec g— sec €+C EJERCICIO 11
1 1
4 4 —x——
16. %sec‘i%—%sec37x+c 1. 2 125en6x+C
1 5 1 3 2 lx—Lsen2ax+C
17. _ECSC bx+£csc bx+C ") 4a
1 5 2
18. *icsc54x+icsc34x+c 3. gx—osen_x+C
20 12 245
2 1 1 1 3
19. 2tan>{ 1+ Ztan’> + —tan* = |+ C 4. ox gsenfx+C
20 37 2 5 2 2 2
1 1
20. _E cot ﬁ +lc0t3 E +C 5. —x+—senlOx+C
3 2) 3 2 22
1 1
21. g(tan)f +1tan3x3j+c 6. Ex+Esen2hx+C
3 3
1 7 2
22. tanx(lJr%tanszrltan“xJJrC 7. 5x+Zsen;x+C
3 5
1 . 1 1
23. tana——tan’a+C 8. Ex+asen7x+c
5
24 ltan2t+ltan32t+c 9. éx—isenl6x-~-isen32x+c
’ 8 32 256
25 —lcot(?:x—1)—lc0t3(3x—1)+C 10. éx*isen2ax+isen4wc+c
3 9 8" 4a 32a
1 5 72 3 11 é _Z‘ g +l‘ i +C
26. gsecx gsec x+secx+C . 8x 456117)6 32SCH7X
1 301 3 1
—s 12, —x——sen—x+—sen3x+C
27. 6sec 2x+C 8x 3 2x 24 X
8. —lcsc7x+2csc5x—lcsczx+c 13. g)chise:n18x+Lsen36x+C
8 36 288
20. isec73x—£s<:c§3x-i-ls<:c33x-4-C 14. §x+Lsen2bx+Lsen4bx+C
21 8 4b 32b
| 2, 3 3 2 3 4
.2 — +—tan"x +1 |+ 15. =x+—sen—x+—sen—x+C
30 tan x(gtan X 5tzm X J C 3 1 3 0 3
3 3 10 3 20
31. ltan 3t +2 cot L -Fitan33t+gcot3 L +C 16. —x+—sen—x+—sen—x+C
3 2 9 3 2 8 20 3 160 3
1 1, 5 1 3 1,
32, ——cotx—1)——cot’2x—1)+C 17. —x——sen2x+—sen4x +—sen’2x +C
2 6 16 4 64 48
1 1
33. —cot(g)- 5+&cot2(gj+cot4(gj +C 18. ix——senfﬁx+isen16x+—sen38x+c
5 3 5 5 16 16 256 192
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19. ix—isenZax+isen4ax+isen32ax-J-C
16 4a 64a 48a
20. ix—senix+iser1)c+isen3lx+c
16 2 16 12 2
21. i)cfis<:n5)c+isenIOerLsen35x+C
16 10 160 120
22. ix-i-lsen2)c+is¢:n4x—isen32x+c
16 4 64 43
23. ix+iser16x+isen12x—isen36x+c
16 12 64 144
24, ix + Lsen 2bx + isen 4bx — Lsen3 2bx+C
16 4b 64b 48b
25. ix-i-lsenx-i-isenbc—isen%ﬁ-c
16 2 32
26. ix+§senix-&-iseréx—isen3i)c-&-c
16 8 5 128 5 96 5
27. ierlsen 2x+isen 4x 7isen32x +C
16 4 64 48
3 1 1
28. —x——sen 6x +—sen 12x +C
8 12 96
1 1 3 1 1
29. —y——sen2y+C=—y——seny+—sen2y+C
2y 4 Y Sy 2 Y 16 Y
1
30. E(X*senxcosx)wLC
3 1 1
31. —x+—sen6x+—senl2x+C
8 12 96
32. x+senx+ C
33. Qa—6sena+lsen2a+c
2 4
34, é)cfésen2x*4cosx+lcos3x+c
2 4 3
35. i—isen(“—j+c
8 32 b
3
36. gfésen(§)+4cosz(Q)Jr?:sen(ngrC
2 4 3 3 3
37. ix-&-lsen2x-&—Lseném—isen32x+ ! sen 8x + C
128 4 128 24 1024
EJERCICIO 12
1 senx senSx
1. —[5senx—senSx]+C= — +C
10 2 10
2. —%[cos 4x—2cos2x]+C = _cos4x + COZZ)C +C
1 1
3. —sen4x ——sen6x +C
8 12

10.

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

1 1
—sen 10y + —sen 4y +C
20 " Y TR

7icos Tx + lcos 3x+C
14 6

—2003(7—“) - 3cos(g) +C
7 6 6

&sen(ﬂw) +&sen(lw) +C
17 20 7 20

xcos2b  sen2mx
2 4m

+C

xcos8 senbx
2 12

+C

icos 6w — Lcos 4w — lcos 2w+ C
24 16

CAPITULO 4

EJERCICIO 13

—_
—_

139

1

X +36—-6
e P

X

+C

(V3] +C

¥ +3

J16 — x°
8 arc sen(%) NPT +C

2

_\lyz +25 ic

25y

_ 235
_JGB6-25¢%) e

180x°

a—2 _(a+6)m+c
)

6 arc sen
2

J255° +16 — 4

5x

iln
4

(x* +32)Jx* 16 v
3

5-6°
———— —arc sen V50 +C
0 5

64
X

+C

+C

Jx2+16 +4In




CALCULO INTEGRAL

12.

13.

7—x°

+C

—arc senz +C
2 3

5 3

12.

13.

Cxnx2-1D+C

6
x—(ln\x\ - l) +C
6 6

5
x—(lnbx\ - 1) +C
5 5

1 3 3

14. =3=v)2—=3B—=v)2+C n+1
G776y P R S
n+l1 n+1

[ _ 2
15. 2—7a.rcsenx_3—()H_g) Ox—x +C 15, e*(x? = 2x+2) + C
2 2
e3“( 2 2
2 _ 2 16. y2—7y+7)+C

6. % WrT L e 3 379

4x
17. ¢ (x3—§x2+§x—ij+c
4 8 32

3

*+
17. 28—7ar<:sen[\/§ j*[%]d?:*xZJrC 4

2

18. 7x—cos 3x +icos 3x + gx sen 3x + C
3 27 9

Vi1 1x* —121 x> —11
18. ——arc tan \/ +\/ — +C % 2 )
242 11 22x 19. —;cos bx+b—3cos bx+b—2x sen bx +C
2 X X X X
9. (3x* — 81)(5)62 +4)? +C 20. 2x3sen§-4-12x2 cos5—96 0055—48)5 sena-ﬁ-C

1 1
21. ——xcotax +—21n‘sen ax‘ +C
a a

2(Inw—2
20. 2arcsen[\/—(tv)}—\/4+4lnw—lnzw+C

1 1
22. —ytanmy ——zln‘sec my‘ +C
m m

) 23. )carccosax—lxll—azx2 +C
+C a

EJERCICIO 14

1. le“(x—l
3 3
| 1j+c 24, xarcsenbx+é«/17b2x2+c

2. fe“‘(x -——
a a

1
x 25. xarctan ax — —In(l + a’x*) + C
3. 3¢3(x—3)+C 2a

4. —§c055x+2—1ssen5x+c 26. xarcsenmx—lln‘mx+\/m2x2—1‘+C
m
5. *icosax+izsenax+c 27. xarccotiJrﬁln‘anrxz‘JrC
a a n 2
X X L 5
6. —4xcosz+l6senZ+C 28. Ze (sen 20 —cos 20) + C
1
7. Lsendx +cosdx +C 29. —e* (4 sen 4x + 3cos 4x)+ C
4 16 25
—6)/5t + 3ax+b
8. Esenbx+izcosbx+c 30. 2(516¢+C 31. —%
b b 75 6a”(ax + b)
24x* +8x+1
9. 3xsen> +9cos>+C 3, X Al o 33, Iny{in(inly|) — 1]+ C
3 3 96(2x + 1)
3
10. x—(ln\x\ —1) +C 34. —§(2x2 —2x+ 1) +ipetc
3 3 8 2

140



35.

36.

37.

38.

39.

40.

24/x arc cosv/x —2/1—x +C

%ez‘costrlez‘senerC
5 5
y(arc cos y)* — 2(arc cos y)J1 —y* —2y+C

R

arc cos x
- —1In
‘ x

x
1 B
—Ew\/16 —w" +8arc sen(%) +C

1 1 1
—x——xcos2(Inx)——xsen2(lnx)+C =
2 10 5

%x cos(Inx?) + x senz(ln\x\) - éx sen(In x*) + C

EJERCICIO 15

11.

13.

X(x+2)

+C
(x+1?

3 1
2 _1\2

DT x—D?
X

C

AV A2
PGV
X

(x—2)

-~ _+C
X(x+2)

In x(x +3)
(x=3)

+C

Inx*(x—D(x+2)* +C

Inx’Q2x—1*(x-3)+C

(2x+3?2 2
(x+2°  x+2

3. 1
(x—=2) (x—2)

In(x —2)* — +C

2 1.
(x=3) =3

In(x —3)* —

(x+1)? 1
X x+1

In +C

14.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

141

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

O=30-1

iln
(y—2)

2

X
x—3

4 1
+—In
x—3 3

w”—1
3In————|+C

w

%ln‘(x —2'Qx+1)|+C

%ln[(w —6)’(w+6)]— ﬁ +C

13
[ R
3 3x—1
liln ! ]‘7 24+C
0 ‘(x+4)3(3x+2)5 o
a2
PN (il e
(x—5)

3
L PP [ e
6 160 32 128

i1n
32

25.h N9
L Gk ’;) +C
30 | (x+3)

X

16 — x* +c

#Hn\l—mhc
1-m

LI ] D S
20 |y+5| 20v+5)

1 X 2
n - +C
18 |x+6| 3(x+6)

+
lln‘lx — 1‘ _le
8 16(2x — 1)

2 2 _
X Ay — 60x 105x3+ 49
2 6(x—1)

In+/x? *9*L C

+
2% —18

1 1 7 3
—+t—+ +—|In
8x 4x 8(x—2) 16

+10Injx—1+C




CALCULO INTEGRAL

EJERCICIO 16

1.

10.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

~Lic

+1
ln‘L ‘
m

m

2
m

m*+1

lln
2

+C

3
X

+ln
3 3

1 X X 1
2x + —arctan| — |+ In - > +C
3 3 Jr+9) 2(x+9)

1lnE flarc tan(X)vLC
4 |y+2| 2 2

X

+C
(x2*6)”

‘ 4

2
x—+x—4ln‘x2 +9‘—§arc tan| = |+C
2 3 3

+
2 1|2

+ 2 arc tan(%) +C

1 2
E1n\y2+1\—ﬁ+c

1 Ja=2a+ 2)52(x ', -
IR |

6
(x—2y ‘7\/5

— |~ —arctan
xT+2x+4] 12

1

24

C

B +1) N
3

2

-Lic

2

lln
4

l-f-y2
1—y*

2 Injx +¥arc tan[\ﬁzxj +C

1+2x
2x* +1)

02 (x+1-+2) 1 3x+1
——In ——| = +C
16 \x+1+2) 4lx*+2x—-1
\x—4\+ ER
x—2| 4x-2) 4(x—4)

5V3 (ﬁ(x-&-l)j_'_

+——arc tan
3

In|(x* + D(x — 1) =

In

(x+2)
n 2
x +2x+4

x—38 1 X
— — + _—arctan| = +ln‘ JxX2+4(x+1)°
8(x*+4) 16 (2) ( )
V5 xng+ 3

lln|x4(x2 +5)|+ —arc tan —+
2 5 5 ) 22 +59)

L] x+4

32

+C

2
_Bx +10) ;HO) +—3\/§arctan V5 x +C
50x(x~+5) 250

No se incluye solucion por ser demostracion.

+C
24(x*+2x+4)

EJERCICIO 17

2
1. g[ﬁ —In
2

2
x3+1H+C

3
x> +1

2 D3 +C
3 3

8]

s

3 3

Bx+1)°* Bx+D iC
15 6

B ERCY 2
4. \1+x3 | | 1+x3 | —=|1+x3 |+1|+C
5 3
1 1
5. 6(x"*arctanxﬁj+c

RAN 11 1
6. x“\x3+4—5x6[x3—6] x3+4-1201n

7. 2Jx +3x3 +6x° +61n

w

1 1
X6 +4x3 +4

X6 —1|+C

1
6677 2x6 —1
arc tan

E B 1 7 TR
8. %x3 +2x2 —3x3 —18x° +1n Ce]

Loy
[x3—x5 +2j

+C

1

11 1 1 4 _
9. 2x“(x“+4)+141nx2—2x“—3 +131nx 3+C
Xt +1
1 5 1 1 1
10. gx"’ - ix"’ + lxz - ix6 + —3\/§arc tany/2x8 + C
7 10 4 8 16
11. 4Jx — Zﬁarctan\/gs\/; +C
1 1 1
12. 2(x=3)2—4(x—3)* +4In|(x—3)* +1|+C
Jtt2—+2
13. 2yt+2 — ani\/—+c
2 ,/t+2+\/§

14 a 15. No se incluye solucion por ser demostraciones.

EJERCICIO 18

4+ 3y°

-———=__+C
32+
2 —L(15x2+14)(775x2)§+c
©375
4| x*+36 +
91390+ x°

142




SOLUCION A LOS EJERCICIOS

9
4 3008 —9)(B3+4xt) 4C — 32410 +tan?
1280( * O3+ 4 g MO, - 0 2l ¢

10 3+\/m+tang

+
5. i v ln‘dx +1+x‘+C

/4+3x4 ) 4435 (16 +3x)
N T T 2
J4+3xt +2

Yx*+16 -2
Yx*+16 +2

9. %111\1 +2tan6|+C

6. 21In

7. 1{ln
2

+C

\/Etan(g)

10. % 15 arc tan —-6+C

+ arc tan

= W) )

“- 4% 11. 2111 arc tan m +C
g, _G=x)'
4x
8
9. (3+x)° [7(3+ o -85 x)+£]+c ¢ 33 Stan
11 8 12. 5——arcta.n +C
EJERCICIO 19
13. ln[cosz(gﬂ |:tan( ]-ﬁ-\f 1:| {tan(gj—ﬁ—l}ﬁ-c
3+tan2
1. =In +C
3~ tany | tanz(g)+2tan(gj 1 0
14. Eln 0 +§+C
tan2(7)+1
NE) 3+ tan= 2
2. —In +C
3 \/E*tanf /]
tan(5)+3 3tan() 1
15. In +C
1 tan o sec? 9
3. —In|—|+C 2
8 [tana+8
o Bapmei,
4. In x2 +C anw
tang-&-l
CAPITULO 5
2[3 tan’ (Ej +3 tan(ﬁj + 2} EJERCICIO 20
5. — 2 2 +C
’ B 1. 2y=x2+6x—8
B 2
tan 5 +1
2. f(x) = sen (xf%)+2
3. y=e‘(x—1)—¢?
6 11’1%4’6’ Y
1=ty 4 x(y+3arcsen;—x—3w)+,/4a2—9x2=0
a
tanzg+l S x=y’—292-2
7. —In|—>——|+—-+C
2 1—2tang—tanzg 2 6. xzz—iy—ln(z—y)(y+1)2—3

143



CALCULO INTEGRAL

3
**=9?2 62
7. y=—"r"l -2

3 3
8. 16x=28 —3m +6y—8seny+sen2y

=4+3x
2—x

10. y=482(x—mmnx)
11. x3+3coty—3=0

12. s(t) =11t — 15

13. 602
S

14. IOgm
3

15. T =64° — 22
16. 176.4 m

17. 75776 m; 39.36 2
S

EJErRcICIO 21
5
1. _4 11. g[eﬁl
3 e
2. 20 12. 4¢3
3 8 13, -+
3 4
4. 6 14. ln(§)
5
5, L 15. =
2 3
6. 6 16. sen(2) — sen(1)
7. —In¥7 17. g
1
8. 1n2—5 18. In(432)
9. V2 g, T*2
8
10. In > 20. l[é—ln(Z))
5 202

EJERCICIO 22

1. 18u?

2. 9u?
..
4

4. 18u?

2,
3

6. 9u?

1
16 -
3

8. 18u?

10. —u

12. —u

13. 8u?
14. 36u?

15. In(16) = 2.77u?
16. —u?
8
17. —u“cona#0
a

EJERcICIO 23
1. 8.72u?

2. 10u?

3. 0.836u”

4. 2.413u?

EJERCICIO 24
1. 1.139u?

2. 14.226u?
3. 3.5226u*

144

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

(2 — In 3)u? = 0.901u?

ou?

1.388u?

(In 256 — 3)u? = 2.54u?

T = 02612
12
23 — 5 )u?
6u?

%(e —1) =0.859u>

3-T = 0.684u2
3
2mu?
m -8

= 0.467u?
In (14—7) = 1.77u?
25

In (?) = 1.673u?

(Be 2 — Du?

(2 +ln(%)j = 2.405u2

3(e? — e)u?

(abr)u?

1.519u?
2.6439u?
685.0499u>

3.2069u?
1.2499u?



SOLUCION A LOS EJERCICIOS

EJERCICIO 25 EJERCICIO 27
1. 7.6337 6. Ink2+1 ~ 8813
| %u2 8. 13.33u2 ! n| | !
S 2. 1.478%u 7. —In]2—+3| = 1.3169u
=~ 2 _ 2
T 9. (8w — 16)u 3. 4.66u 8. 5.2563u
4. 4.1493u 9. 1.2027u
3. %uz 10. [%—6ln(§):|u2 393
5. 4u 10, —u
20
4. o2 11. 1.94u?
EJERCICIO 28
103 , 4 2 3
5. 18u 12. 3(377' 2)u 1. a C(x):4+20x7x7_x7
2 3
6. 3(3—”— 1)u2 13. 3202 b) $49.83
2
2. I(x) =x3 — x2 + 5x
7. 21.849u2 3. @) C(x) = 800(1.00501)" + 200
b) $9945.99
Esercicio 26 4 [100=4x =182 435
1. 8mu? 11. 607u? " p(x)=4x* —18x + 35
, 85 12 3w 5. a) C)=52x+1 +8
2 10
b) $113.00
243 3 2720
3. — mud 13. — 7 =
5 0 6. @) P1)= ==
b) $160.00
4 325 14, 38
5 5 7. $64.00
5 95—67'ru3 15. % ud
CAPITULO 6
6. 1287u? 16 % u’ EJERCICIO 29
1. x*—4y3=C
7. 8mud 17. 6w’ 2. (1 —x32=Ce’
3. y3 -6+ 15y =C
512, ;
8. 5™ 18, 90m , GT20FY) 0=
T (22 T (x—2)(y+2)
9 %Tus 19. 12872 5. 29 +y)=C
6. @ +22+ @y +22=C—Inl(y —2)x -2
10. % 77.113 20. 4772113 7. \[)CZ -2 + A yz -2 =C

2= 3e¥ =Ce™™

9. tany —senx - cosx = C

o

1
. — - +y=x+
10 sen(x 1 y) cotx +y)=x+C

o ()5 -

145



CALCULO INTEGRAL

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

4t —yt=C
yi+4y=4x?+4x+ C
y=CeeX

x3y2=C

3y+ 12Iny=x3—-3x+C

)(3

Jesc 2y —cot2y = Ce?
2e —3e¥ =C

x= e

y— D +Ine>+1)=C

EJERCICIO 30

1.

2. y=

Cx*—2x—y=0

2Cx°
1—Cx?

L Cxt =22 —y2=0

_L
_x=Cx?
YT

L Cx*+3x2—y2=0

11.

12.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

146

20 =%
y=e ¥
Inx — al =
y—2x
V3 NE x
= —_ — —_ +7
y ) X tan > In Cy 2
. y=xtan<ln C(y2+x2)4)
an
L xt=Ce *
y2—2xy+2x2=C

y=Cx2— x*+y*

Cyi4 2y —x2=C

In|x| + e% =C

x2—y2=C
x+2y+3hlx+y—-2/+C
X242y —y?—4x+8 =C
x+3y+2In2-x—y)=C
4y —x=3)y+2x—-3?>=C
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Anexo: Ejercicios preliminares




CALCULO INTEGRAL

Operaciones con nimeros enteros:

. 1. 6-4 7. 2
: 3
. 2. —8+6 18 13
: -5
. 3. 3+7 . 8
. “14
: 4. -5-7 20. —(=3)+(5)-2(-1)+(-4)+7
© 5 —2-54+6+4 21, (=2)+(+5)
. 6. —3-6-8+5+4+7 2. —4-(6+8-2)
7. 8+46+3-5-9-2 23, 7-(5+3)-(-1-9+4)+(-8)
: 8 4+5-1+2-7-3 24, 5-(-4-3)—(7+2-1)
. 9. —2+6-8-12+10-3-7 25. 6-2(1-3-4)+(5-2+7)
© 10, 1-549-3+416-8+13 26. 13;15
©IL 3(-2) g7, 31225
. 10
: 30+6
12, (-5)(-4 28.
: (=5)(4) 913
. 14-2
130 —6(5) 29.
N 2+4
. 8+5+7
14. @A)G 30.
: @35 P
T 150 2(+4)(=3) 31, 26=D+20
. 5+3
: 16. 3_(_4) 32. (@4-3)+32+4-1)
. 5(4)—6(3)
. Descomposicién en factores primos los siguientes niimeros:
336 40. 460
. 348 41. 225
© 3520 4. 576
* 36 50 43. 980
. 3772 44, 1000
« 38 120 45. 1120
© 390 225 46. 1800
. Determina el MCD de los siguientes niimeros:
T 47, 24,36y42 50. 18,24,72y 144
. 48 20.35y70 51. 12,28,44y 120
© 49 32,28y72
: Determina el mcm de los siguientes niimeros:
. 52.3,10,12 55. 8,12,16y24
© 5389 12y18 56. 4,6,15y18

54.2,3,6y 12

148



© © © 0 0 0 0000 00000000000 0000000000000 0000000000000 0000000000000 00000000000 0000000000000 000000000000 00

Efectua las siguientes operaciones con fracciones:

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

3.7

—+
2 2

5 6 15 8
t—t—t—

[TRETRETRET

7 1
7+7
4 8

24

+
15

149

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

2§><2
5 8
3,1
5 4
1=x2=

1 _13_10
S 2
36 78

Anexo: Ejercicios preliminares



CALCULO INTEGRAL

100. —+2—

Efectua las siguientes operaciones:

1
6

103.6?

104.43

105. (-2)'

106. (-3)’

107. -5°

111.

112.

113.

114.

Racionaliza las siguientes expresiones:

126.

127.

128.

129.

130.

131.

V25
V81

Joa
g/g

132. —=

150

o1, 4.5
3
102, 4+2
5
115. /27
116. Y16
117. 32
118. 3243
1o, |18

120.

121.

122.

123.

124.

125.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

B R REEREEER

—_
(3]
—_

N
R

&

—_
S

- ok

i

o

+
w

=)}

139. —7=

S



140.

141.

&

142

—_
+

&

3—
1-—

143

&

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:

144.
145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.

Un ndimero aumentado en 6.

El triple de un nimero.

El doble de un nimero disminuido en 5.

El producto de dos niimeros.

Un ndmero excedido en 8.

Las tres cuartas partes de un nimero.

La diferencia de dos cantidades.

El cociente de dos ndmeros.

Dos niimeros cuya suma es 45.

El cuadrado de una cantidad.

La diferencia de los cuadrados de dos nimeros.
El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.
La mitad de la suma de dos nimeros.

Las dos terceras partes de la diferencia de dos nimeros.
La raiz cuadrada de la suma de dos cantidades.
Dos niimeros enteros consecutivos.

Dos ndmeros enteros pares consecutivos.

El quintuple de un nimero aumentado en 3 unidades equivale 18.

J3-\2
" B2
2W5+342
NN

Las dos terceras partes de un nimero disminuidas en 4 equivalen a 6.

Anexo: Ejercicios preliminares

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, six=3,y=-2,z=1,w=-4

163.
164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.
173.

4x -2 174.

6y + 8 175.
4z -3w 176.
3x -2y 177.
y+3z 178.
2x+3y—-z 179.
4x +y+ 2w 180.
S5x =3y +2w 181.
2(x—y) 182.
5x-3Q2z-w) 183.

4x—y)=3(z-w)
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CALCULO INTEGRAL

Reduce las siguientes expresiones:

184. 4x — Tx + 2x 193. ab® +2bc” +3ab* —2bc* —4ab*

185. 9y +3y -y 194, 5x°y° +2xy” =3y* +4xy” —2x°y’ —2xy°

186. 5ab* + Tab* — 16ab> 195. —m? + Tn — 9m? — 13n + 5m* — n3

187. 4x*yz3 — 6x*yz® + 7 x*yz? 196. 8a*— 15ab + 12b% + 2a* + 6ab — 14b* + 5a° + 8ab + 17b?
1 3

188. 5x—3y+27—Tx+8y—5z 197. Zab%“ —Zab3c4 —ab’c*
2 5 1 1 5

189. 14a —8b +9a +2b — 6a + b 198. Zx—2y—z—~x+-y+2z
37 6 27379

2 2 22 S, 7T 2.1, 2 2, 15

190. 7m* — 10m* + 8m* — m 199. Ea b— fab +Za b+5ab” —6a b—gab
x4 Xt 2xy 6y

191. 4x% —5xy+3y” —3x% +4xy+3y° 200, gy X 2y Oy

192. —3d” +5b” +8c” +4a” —3b* —1¢*

Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

: 201. (5x—7y—2z)+(x—y+7z) 216. (3xy)(- 5xy)

.0 (3x2+2w—5y2)+(—2x2+3xy— yz) 217. (623 y*22)

t 20 (x2+2x71)+(3x272x+3) 218. (a5c2)(4a“bc6)

© 204, (x3—3x—4)+(x2+2x+3) 219. (3x2y3)(—2x5y4)

* 3 2 3 2 3 2

T 20s. (3x +2x —5x+6)+(—2x _x +7x+1) 220. —6xy (4x y)

t 206 (x2+6xy+4y2)+(5x2—3xy—4y2) 21. (2a3b“c)(—5a2bc3)

© 207 (x3+x2y+5xy2—2y3)+(—3x2y—6xy2+8y3) 2. @xzyz](—%yfj
D208 [2eedioa e[ L2 ] 223. (12 4b9c3) 2ope

: s 76 2" T3,

. 209. l o x —lx+é + —lx3—§xz+x—E 224, éazbsc —gasc2

: 6" 2778 37 76 4 1 6

: 210. 1 4—7x +1 |+ lx2+§x—é + g)c4+3x3—2xz—1x—5 225. la3bzc z4141762 lac é614172
: 4 77 T2 )3 5 5 3 2%\ 2
T 201 (2x-8y-5z)—(x—6y-4z) 226. (3m3n)(5m> - 9mn)
o212 (6 e 5) (3x? 7x75) 227. 43— 2a%?)

° 3 2 3 2 2 2 2
TR (4x _5x +6x+7)—(2x —6x +4x+4) 228. (2 b)(Sa ~Tab+3b )

. 2 3 2

SRS PR D - S I [ S S 229. (- a)(Ta* - a* +Ta - 5)

: 26 4 6 8 5

T (LU NS S U (= SR I S S 230. —3a4b5(a3+4a2b—ab2—5b3)
: 2 T TR G T e T s
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Anexo: Ejercicios preliminares

3 2 6a*b’
231. (4xy)(5x° —6x~ — 7x) 239. T3
2a°b
5 2 5 18)c6y3
232. (- Sa*b)(a*— 3ab + 9b*) 240. 3
=3x7y"
3;2 4
233, (4526332 — Txy? + dxyd) 241. %
12ab*c’
2 3 3 2
234. Bx=5)x+7) 242. —gx y+—gx y
2
235. (a +6)(a—9) 243, 3 F6x
2x
2 3
236. (~2x + 7)(4 — 3x) 244, w
2a
X =2x> +5x
237. (x> —6x—8)(3x>—8x+ 1) 245, ——M8M8M—
X
238. (7x3 — 4x2%y + xy?)(2x%y — 4xy? + 4y%) 246. [%asbs - %agbs —44’p* ] +3a’b
Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
247. (x +3)? 254. (3 -2x)?
248. (a-4)? 255. (5x + 4y3)?
249. (y - 6) 256. (93 — x2y)?
2 2
250. (x +5)? 257. (x + E)

2

251. 2m—5)? 258. y—%j
2
—3y2]

2
2 v
a 3

0| =

253. (3x +4)? 260.

252. (3x—1)? 259. (

Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:

261. (x+5)(x—5) 268. (a — 4b)(a + 4b)
262. (m = 3)(m +3) 269. (3xy —22)(3xy + 22)
263. (x + 6)(x - 6) 270. (m — 5n)(m + 5n)
264. - DO+ 1D 271. (3p +59)(3p - 59)

5 2 Y5 2
265. (7T-x)(7 +x) 272. (Ex—gyj[§x+§yj
266. (5 + 4x) (5 — 4x) 273 (ﬂ +£](ﬂ_ EJ

2 3)l2 3

1 3)1 3
267. (x + 5)Gx— 5) 274, (; +5J(§ _ ?yj
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CALCULO INTEGRAL

Desarrolla los siguientes cubos de binomios:
275. (x+ 1)}
276. (y - 2)}
277. (x +3)°

278. (a—4)}

279. (5 —x)

280. (3x-2)

281
282
283

284.

285.

286

C(x+2y)°
. (4x -3y)
. (1=5xy)}

(1)
(3
53]

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comin:

287. 4x - 12
288. 3x + 15
289. 24x% — 36x
290. 8xy— 16y
291. 3x% - 6x
292, y3 +y?

293, m® + m*— m?

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
301, x> -1

302. y2 -9

303. x> - 16

304. 4x>-25

305. 25 -2

306. 16x2 -9

307. 81 — 4y

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:
315. X2 +2x + 1
316. y2 -4y +4
317. a> +6a+9

318. x2— 10x + 25
319. a®> - 2ab + b?

320. y2 + 12y + 36

154

294

295.
296.
297.
298.
299.
300.

308.
309.
310.

311.

312.

313.

314.

321.

322.
323.

324.

325.

326.

. 8x3 —24x2 + 16x

15a% + 25a° - 35a*

6a’b - 3ab

12x%y — 18xy?

4x%y3 — 8x3y* + Sxty?

18a°h — 9a°b? — 64°b3 + 12ab*

3322937 + 66x2y37% — 22x%y372

100 — x2
25m* — 81n2

Ox4 _y4

x__16
9 25y

m? + 2mn® + n*
16x% + 8x + 1
92— 24y + 16
EN

4

22,1
Y730y

2
L i4x+16
4
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Anexo: Ejercicios preliminares

1
328, X' —x+—

4
329. 144x% + 120xy + 25y2

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢

330. X2+ 3x+2 337. y2 +y-20
331. x> -5x+6 338. n2-2n-63
332. x>+ 9x+20 339. 22-18-7z
333. x> - 14x + 24 340. x> — 8x — 48
334 m>+Tm+ 12 341 X +x-132
335. X2 -9x + 18 342. a®>-2a-35
336. a*+4a—12 343. y2 + 2y — 168

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + c:

344, 3x2— 14x + 8 350. 6b% + 5b — 25
345. 6a*+ Ta+2 351. 222 -3x-2
346. 4x2 — 13x + 3 352. 52— 12y + 4
347. 5x2 - Tx + 2 353, 42— 5x -6
348. 2x2 —5x - 12 354. 7y2 + 16y — 15
349. 6m* + 11m +3 355. 2062 —x— 1

Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:

356 2 + 1 362. 125:° -y
357. -8 363. 810 + 27y6
358. x> - 64 364. 1—x%°
3
359, y3 +27 365. =+
8 125
3
360. 64 —27x° 366. =+
27 x
361. X° + 8)y° 367. %7%
X" y

Simplifica las siguientes expresiones:

2
— + X +6x+9
368. 3—)‘2 372, FZDEHD 376.
2x x—2 x°=9
369, 25V 373 21 377, 2
C2xty? " d=-x)x T xP—6x+8
X (x—5) x* (3x+2) 9x* —4
30— M Gat ) 3 P —x—2
171 x(3—x) - X +3x+2 379 8x' —1
T 3—x ’ x+1 T 4xt—4x+1
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CALCULO INTEGRAL

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes radicales:

380. /x 385. 45x°y*
381. \3x 386. Jx+2
382, Vx* 387. 4fa+b
383, J(5x)° 388. 3(2x —3)
384. Y24 389. if5x+ 3y
Expresa como radical las siguientes expresiones:

2 1
390. x3 395. (x +8)?

1 1
391, x* 396. (3x +1)°

1 2

392. (6x)° 397. (2a—5b)?

4
393. (4x7y’)3 398.

1

5

e, ()
Xy

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radicales para simplificar las siguientes expresiones:

/TN
= |
Il
< | =

Dlw

399, () 409. Vx*
400. (4223 410. I
401. (5xy*)? 411. J(ax)’
402. x3 412. {/(3x)
403. (2xy)2 413. 320°
2x° ’
404. (37) 414. 16x°
405. x* 415. V125¢°
406. \J16x°y* 416. J(* +1y°
407. %xﬁy2 417. Yx+ay
408. 3[27x%y°
Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:
418. x+6=4 425. 8x=-3+5x
419.y-2=0 426. 9 —10x ="T7x + 8x
420. 3x =15 427. 3(x-5)+3=10
421, 4x—5=3 428.5+2 (4x-1)=0
422. 2x +5=06x 429. 6(1 —x)-2(x-2)=10
423. 6x-2=2x-12 430. 3(9+4x)-9=18
424, 4 +9x - 1lx=6x+8 431. 3(4x+9) =6+ 52 -x)
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Anexo: Ejercicios preliminares

432. §:§x—1 436. —%—%H—l%
433, S —T=n- 137 22x -2+ =2+
12 3 3 4 2 5 4
R p g
4 8 4 4 2
435, i*%)C:*é*isx 439. 2x6_3+f -2
Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:
440. X +4x+3=0 448. X2 - 2x-63=0
441. x> -5x+6=0 449. y2+y-20=0
442. X2+ 7x+12=0 450. a® +2a =48
443, X2 -~ 14x+24=0 451. 5x* - 7x+2=0
444. 2 +9x+20=0 452. 2x* - 5x-12=0
445. 32—y -56=0 453. 7a2 + 16x= 15
446. x> +4x-12=0 454, 6x* +Tx=-2
447. X2 -9x+18=0 455. 2082 -x-1=0

Resuelve los siguientes sistemas:
2x—y+3z=1
+y=
456. {i_yzg 466. 1x—3y—22=16
Y 3x+2y+5:=—7
Sx+y—2z=—6
3x+4y+2z=13
2x—y—3z=—11

x+2y=1

457 Vi yen

467.

6x+2y+z=—18
x—3y—4z=-3
4x+2y+3z=—6

3xy4

458, 3o

468.

2x+3y—4z=0
3x—2y=4 6x—6y+z=5
6x+12y—6z=—1
{x—y=2

459k oy 2

469.

4x—26=y

460. 3x+5y—31=0

x+2z=—1
3y—z=5
x+2y=1
3y—2z=1
4x+3z=6

|
|
|
|
sor. {700 a7,
|
o
|
|

4x—5y=2

462. Sx+3y=21

472.

6x
Sx 711

2x—y=0

463.
X +y=8

473.

Sx+8y=—1
6y—x=4y—17

x+y—1=0

464 X' =3y—7=0

474.
xt+ty—z=4

2x—3y+4z=-38

3x+2y+z=6

465.
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CALCULO INTEGRAL

Aplica el teorema de Pitagoras para determinar el valor de “x"” en los siguientes triangulos rectangulos:

475. 478.

x=7?
3
_|
4
476. 479.
7
13
X=7? X=?
24
5
4717. 480.
8
X=7? =7
6 X ¢
8 12

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los angulos agudos de los siguientes triangulos
rectangulos:

481. 482.
A A
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Anexo: Ejercicios preliminares

Deriva las siguientes funciones:

d d d ¥
483. 8 507. E\/; 31— =
d?2 d, d x=5
484 — < 508. E\/; 532 —- 3
d d d 2 +1
485. L2 509. “3fx? 533, &
ax dx dx X — 4
486. L 3ab 510. L ox-7) 534, L enx
dx dx dx
487. % s11. %(35;“1) 535. %cos 2x
ass. L3y 512. L (24305 536. L sec 5
dx dx dx
489. i7ax 513. i(x2+az) 537. icotx2
dx dx dx
490. %%x 514. % @3 =3x2+8x-3) 538. %tan(ﬁfS)
3 2
01, Ly s15, X S5¥ 4 x 539. L cse(l - %)
dx a3 2 6 dx
490, LX s16. L 25y 540, Lo
dx 4 dx dx
493, diz—; 517. di(x2+a2)5 541. diﬂ
X X X
04, L 518, L (24 3x-7) sap. Lo
dx dx dx
495, %x* 519. %(x* +x2+x) 543, ieﬂ
d 2 d d , .
496, = x2 520. = [x+4 544, = 4et-x
ax axV* dx
1
497. %x? 521. % X +5 545. %2»‘
498. %x’l 522. %Jl—f‘ 546. %aﬁ
499, %x’3 523. %9/3x+1 547. %5»‘“3*
d d d
500. = 6x2 524, S afx* +16 548. < In
dx ax V" ax
501. %Sx‘* 525. %4x2(3x2+5) 549. %mx—*
502. %% x4 526. % x=5x+2) 550. % In(x + 3)
7
503. %% 527. %(x+6)(x—6) 551. %ln(x2+5)
so4. L34 528, L (20— 1) 552. L In(2— 3w
dx dx dx
s0s. L L 520. L (52— 3022 + 1) 553 L Ine2+ 20+ 1)
dx x° dx dx
s06. 42 530, 4%
dx 3x dx x+2
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SOLUCIONES A EJERCICIOS PRELIMINARES

Operaciones con nimeros enteros:

—
N

e A
|
N

10. 23
11. -6

Descomposicién en factores primos los siguientes niimeros:

33.2x3
34,23
35.22x5
36. 2 x 52
37.23x 32

12. 20
13. -30
14. 60
15. 24
16. 7

17. -4
18. -3
19.2

20. 13
21.3

22.-16

38.23x3x%x5
39. 32x 52
40. 22x5x23
41.52x 13
42,26 % 32

23.-3
24. 4
25.28
26. 4
27. 2
28.3
29.2
30. -5
31.2
32. 8

43.22x5x 72
44. 23 x 53
45.25x5x 7
46. 23 x 32 x 52

Determina el MCD de los siguientes niimeros:

47.2x3=6
48. 5

49.22=4
50.2x3=6

51.22=4

Determina el mem de los siguientes nimeros:

52.22x3x5=60

53.23x32=72

54.22x3=12
55.24%x3=48

56.22x 32 x5 =180

Efectua las siguientes operaciones con fracciones:

57.5

58. B:22
5 5

59. 6

60. —=4

61. —=3—

62. 7=92
3

63.

64. 1

65.

66.
67. -1

68.

69.

70. —:12
8

71.
72. >
3

73.

74.

75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.

83.

1

4

27
12

9
4

84. =
12

85. 2

28

86. 3

48
87. =

88. —

90.
91. —=3-
92. —

93. L

41

3

32
3

Efectia las siguientes operaciones:

103. 36
104. 64
105. 16
106. - 27
107. - 25
81
16

108.

_8t
16

109.

110. 2

111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.

5

U1 W W NN W N e O

Racionaliza las siguientes expresiones:

3

126. —
3

127.
128.

129.
130.

131.

&[5 M‘% W‘% S <&

160

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

V2
6

&%

=

N
w

&

J5-1

\/§+1

J3-1

94, 2
16
95, 311
2 2
96. =21
2
97. 2
8
98 813
5
99.2
100. =
27
01 £
15
102, 2=12
121. 4
122. L
3
123. 8
5
124. &
7
125. 2
11
139. 9437
140. \3-2
141, -1-22
142. 5-26
" 13+ 4410

9



Soluciones a ejercicios preliminares

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 223. —8a°pc* 226. 15m°n—2Tm*n?
12451 3x+ 6 152. x,45-x 158. \Jx+y 204 _L7p3p 227. —124%" +84°0°
. 3x 153. 2
_ 159. %, x+1 228. 10a*b—14a°0® +64°F°
146. 2x-5 154 xz .2 1
147 : Y 160. 2x, 2x + 2 225. —a°c* A
B 2 10 229. —7d° +4* - 7a* +5a
148. x + 8 155. (x-) 161. 5x+3 =18
3x 230. —3a’b° —12a°0° + 3a°b” +154*b®
149. n 156. X+ 162. z3:—4:6
150, x—y 2 3 231. 20x*y—24x°y—28xy 235. @ —3a—-54
2
151, = 157. 3 = 232. —5a*b+15a°b> — 454°5° 236. 63> —29x+28
y
233. 24x%y* —28x7y° +16x°y7 4 3 2
. L. N . . 28X’y Xyt +1oxTy 237. 3x" —26x° +25x° +58x -8
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si
x=3,y=-2,z=1,w=-4 234. 3x* +16x-35
163. 10 171. 10 178.0 238. 14x°y—36x"y* +46x°y° — 20x% y* +4xy°
164. -4 172. -3 179. 24 239, 305 3
165. 16 173.5 180. 5 o 243 Jx+3
166. 13 174. —40 181. -4 240. - 6x
167. 1 175.2 182.3 a1 30 244 2p_3a
168. -1 176. 5 13 2 2
169. 2 183. -—
: 177 13 5 2 245. X% —2x+5
170. 13 T2 242. 3*
- . 26, Lo — Lyt _2p
Reduce las siguientes expresiones: 9 6 3
184. —x 195. ~5m? — Tn’
185. 11y 196. 150% — ab + 150>
186. —4al? 3 .. - . .
187, 5y 197. _Eab c Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
188. —2x + 5y -3z L1 a4 247. x* +6x+9 255. 25x% +40xy° +16y°
189. 17a - 5b 198, —x——y——z X
190. 4m? 6 2 9 248. a” —8a+16 256. 81x° —18x°y+ x*y?
191. 22 —xy + 6% 89 5, T 249. 3% - 12y + 36
_8 7 . y 4 4
192, 2+ 202+ & 199. 12(1 b+6ab 257. x2+gX+g
193. 0 250. x2 + 10x + 25
a3 X 2y , 2 1
194. 322y + dxy? — 3p* 200. —?—T+y 251. 4m® —20m+25 258. y _§y+§
N L. . N . 252. 952 — 6x + 1 £
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: 259. = —3xy* +9y*
253. 9x% +24x+16 4
201. 6x—8y+5z 212 3x% +2x 4 4 bt
i’ 254. 9-12x+4x 260, Z-—+5
202. x% +5xy -6y 213. 2x° +x7 +2x+3 a a
203. 4x> +2 214. éxz—zxz+xfl
4 5
3 2 _ .
204, xtat—xl o1, L Lo 1.5 Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
205. %% +x% +2x+7 47 87 247 14
Xoa o 261. 225 270. m? — 251
206. 6x°+3 216. —-15xy* 2 _
x° +3xy x°y 262. m* -9 271 957~ 254°
207. %% -2x%y-x* +6)° 217. -18x7y°2° 263. ¥ - 36 ’s A
272, 24— =y
264. 2 - 1
208 224l 5 218. 4a°bc 64. 5 9 2
4 6 2 2
)10, —6x7y7 265. 49—« - rri_ﬁ
209. —%f +éx2 +%x—§ 266. 25 — 1632 4 9
Yo
220. 245y 267. 9x* - 257 aa L __9
11 4 15 13, 13 19 S5 4 C4axt 2597
210, —xt+—x -4y 221, -104°F°¢ 2 _16p2
L* s 7 02 268. a* —16b
2.2 2
211, x-2y-z 222 ~3425250 269. 9x°y" —4z
2
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CALCULO INTEGRAL

Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

275.
276.
2717.
278.
279.
280.
281.
282.

BP+32+3x+1

v —6y2+ 12y -8

X34+ 9x% 4+ 27x + 27

a® - 12a* + 48a — 64

125 - 75x + 15x% = x°

27x3 — 54x% + 36x — 8

X3 —6x%y + 12xy? — 8y?

64x3 — 144x%y + 108xy% — 27y3

283.

284.

285.

286.

1 — 15xy + 75x%y% — 125x%3

1 5,3, /3 5, 4
X+ =xXy+—xy" +y
8 4 Y 2 Y

X oxy oty
27 6 4 8
Xy xy' oy

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor

comiun:

287.
288.
289.
290.
291.
292.
293.

4(x-3)
3(x+5)

12x(2x - 3)
8y(x-2)
3x(x—-2)
Y+

m2(m? +m? - 1)

294.
295.
296.
297.
298.
299.
300.

8x(x2—3x+2)

5a*(3 + 5a - Ta%)
3aba-1)

6xy(2x — 3y)

Xx2y3(4 — 8xy + 5x%y?)
3ab(6a* — 3a%b — 2ab? + 4b%)
11x%y322(32% + 62 - 2)

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

301.
302.
303.
304.
305.
306.
307.
308.
309.
310.

x—-Dx+1)
=30 +3)
(x—4)(x+4)
(2x-5)(2x+5)
G-x)5+x)
(4x—-3)(4x +3)
9-2y)9 +2y)

(10— x)(10 + x)

(5m2 = 9n)(5m? + 9n)
(B2 = y)(Bx% +y9)

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

315.
316.
317.
318.
319.
320.
321.
322.
323.

324.

(x+1)?
(v-2)
(a+3)?
(x-5)
(a-by?
(v +6)?
(m + n?)?
(4x + 1)?
(3y—4y

-y

325.

326.

327.

328.

329.

(=3
(3]
(53
(=3

(12x + 5y)?

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + c:

330.
331.
332.
333.
334.
335.
336.

x+2)(x+1)
x=3)x-2)
x+5x+4)
(x=12)(x-2)
(m+4)(m+3)
(x=6)(x-3)
(a+6)a-2)

337.
338.
339.
340.
341.
342.
343.

+5)y -4
n-=9mn+7)
(z-9)(z+2)
(x=12)(x+4)
(x+12)(x-11)
(a-T)Na+5)
O+ 14)(y-12)

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + c:

344.
345.
346.
347.
348.
349.

(x-=4)(3x-2)
Ba+2)2a+1)
(x=3)4x—-1)
(x—=1(5x-2)
(x=4)(2x+3)
2m+3)3m+1)

350.
351.
352.
353.
354.
355.

(2b +5)(3b - 5)
(x—2)2x+ 1)
0-2)(5y-2)
(x—2)(@dx +3)
(v +3)Ty-5)
(4x— D(x + 1)

Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:

356.
357.
358.
359.
360.
361.
362.
363.
364.

x+DE2-x+1)
(y=2)0?+2y+4)

(x —4)(x% + 4x + 16)

O +3)0?-3y+9)

(4= 30)(16 + 12x + 92?)
(x+2y)(% = 2xy + 4y7)

(5x = y)(25x% + 5xy + y?)
(2x% + 3y?)(4x* — 6x%y% + 9yH)
(1 =)+ 2% +x656)

2
365. (f+lj rox, 1
2 5\ 4 10 25
2
366. (Lij[
3 x

. (1-2)[ %22 4)
EE VAT

Simplifica las siguientes expresiones:

3
2x

368.

369. 2y

370.

371. x
372.

373. 1
374. x

Expresa como exponentes
radicales:

w

%

<

=
-

(3x)?

3

382, «x?
3
383. (5x)?

1
384. (2a)°

375. x+2
x+3

x—3

376.

X
x—4

3717.

3x+2
2x+1

378.

4x* +2x+1
2x—1

379.

fraccionarios los siguientes

(5)63y4 )%
1

(x+2)?

385.

386.

1

387. (a+b)*

388, (2x—3)°

1
389. (5x+3y)’

Expresa como radical las siguientes expresiones:

390. x? =(%/§)2
ifx
Yox

391.

392.

393 {flary) =(axy)

394.

162

395.

396.

397.

2-x) (2=xY
398. S [ N
x+y 2+y




Soluciones a ejercicios preliminares

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radi-  Resuelve los siguientes sistemas:

cales para simplificar las siguientes expresiones:

399.
400.
401.

402.

403.

404.

405.
406.

407.

408.

xi2

64x°
25x2y8

409.

410.

411.

412.

413.

414.

415.

416.

417.

X \/;

X3 )Cz

ax Nax

(3x)23x =9x23x
4x \/Z

2x W

5x \/5

@+ +1

(x+a)ix+a

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

418. x=-2
419. y=2
420. x=5
421. x=2
422. x—é
4
423. x:—é
2
424. x:—l
2
425, x=-1
426. x:i
25
4217. x:2
3
428. x=—§
8
429. x=0

430. x=0
431. )czfE
17
432, x= 7
3
433. No existe solucién
434. x:—g
5
435. x= 2
5
436. x:—g
29
437. x= 7
29
438. x=-16
439. x= 30
7

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

440.
441.
442.
443.
444.
445.
446.
447.
448.
449.
450.

x=-3,x=-1
x=3,x=2
x=-4,x=-3
x=12,x=2
x=-5x=-4
y=8y=-7
x=-6,x=2
x=6,x=3
x=9,x=-7
y=-5,y=4
a=-8,a=6

451.

452.

453.

454.

455.

x=3 =—1
456.
y=1 467. {y=3
z=2
x=3
457.
468. {y=-5
=1
458. {x =4
y=-1
_1
x=1 =3
459 1 1 269 _ 1
y==3 S =3
z=0
x=17
460. 1,2,
x=3
=—2 L
461. {x 470. Jy=1
y=-—4 ==2
=3
462. {{ =3
y=2 471 Jy=—1
x=1 z=-2
463. { .
- 472 {(3’73)
=3 e
464. { -
r (~4,-8)
473
—1 @.4)
465. 2
{y =-1 478, {59
T " ey
=4
466. {y=-2
z=-3

Aplica el teorema de Pitagoras para determinar el valor de
"x" en los siguientes triangulos rectangulos:

475. x=5 478. x=9
476. x=12 479. x=25
477. x=10 480. x=4+/5

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los
angulos agudos de los siguientes triangulos rectangulos:

481. senA:i cscA:E senB:E cscB:é
5 4 5 3

cosA:g secA:é cosB:i secB:i

5 3 5 4

tanA:i cotA:3 tanl.’i?:E cotB:i

3 4 4 3

481. senA:i cscA:E senB=E cscB:E
5 1 12

cos A=— sccA:—3 cos B=— secB:B

3 5

tanA:i cotA:E tanB:—2 cotB:i

12 5 5 12

163



CALCULO INTEGRAL

Deriva las siguientes funciones:

483.
484.
485.
486.
487.
488.
489.

490.

491.

492.

493.

494.
495.

496.

497.

498.

499.

500.
. 20x°

w o o o o

S alw

w | ENEE

12x

502.

503.

504.

505.

506.

507.

508.

509.

510.

512.
513.
514.

515.

516.
517.
518.
519.

3x2-6x+8
x> —5x+ 1
6

8x(x2 - 5)3
10x(x? + a?)*
(6x + 9)(x2 + 3x — 7)2

(1522 + 10x + 5)(3 + x2 + x)*

520.

521.

522.

523.

524.

532.

533.

164

2 x+4
X
X +5
B 2x°
1—x*
1 _ 1
Jax+1y (my
x3 x3

Y16 (4 +10))

. 48%3 +40x

. 2x-3

. 2x
A+ 3% 20— 1
. 403 - 3x% - 6x

2
(x+2)

2x
41y
_8
(x+3)

B 10x
o -4y

. COsx

535.

-2 sen 2x

536.

548.

549.

550.

552.

553.

. —2xcscx
538.
539.
540.
541.
542.
543.
544.
545.
546.
547.

5 sec Sx tan 5x

2

2x sec3(x2 - 5)

3x% esc(1 — x?)cot(1 — x?)
e

_e’x

55
2xe”
(8x —4)e”~*
2¥In2
3x%(a* In a)

(2x +3)(5%+3% In 5)

=

= |w

x+3

2x

2

x*+5

2x—3
x°—3x

2 2x+2

x4+l P +2x+1
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