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TABLA A.2 Distribuciéon normal acumulativa (continuacion)

0 z

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199  .5239 5279 5319  .5359
0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 | 5793 5832 5871 .5910 5948 5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 | .6179 .6217 .6255 .6293  .6331 .6368  .6406  .6443  .6480 .6517
0.4 | .6554 .6591 6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844  .6879
0.5 | .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 7088 .7123 7157 7190 .7224
0.6 | 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 .7549
0.7 | .7580 .7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 | .7881 .7910 .7939 7967 .7995 8023 .8051 .8078 .8106  .8133
0.9 | 8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 | 8413 8438 .8461 .8485 8508 .8531 .8554 8577 .8599 .8621
1.1 8643 8665 .8686 .8708 .8729 8749 8770 .8790  .8810  .8830
1.2 | 8849 8869 .8888 .8907 .8925 .8944 8962 .8980 .8997  .9015
1.3 | 9032 9049 9066 9082 .9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 | 9192 9207 .9222 9236 .9251 .9265 .9279 .9292 9306 .9319
1.5 | 9332 9345 9357 9370 .9382 9394 9406 .9418 9429 9441
1.6 | 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 .9545
1.7 | 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 .9625 9633
1.8 | 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 .9693 9699  .9706
1.9 | 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 .9767
20| 9772 9778 9783 9788 .9793 9798 .9803 .9808 .9812  .9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 .9854  .9857
2.2 | 9861 9864 9868 9871 9875 9878  .9881 9884 9887  .9890
2.3 | 9893 9896 9898 .9901 .9904 9906 .9909  .9911 9913 .9916
24 | 9918 .9920 .9922 9925 9927 9929 9931 .9932 9934 .9936
2.5 | 9938 9940 9941 .9943 9945 9946 .9948 .9949 9951  .9952
2.6 | 9953 9955 9956 .9957 9959 9960 .9961 9962 .9963  .9964
2.7 | 9965 9966 9967 .9968 9969 9970 .9971 9972 9973 9974
2.8 | 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 .9979 9980 .9981
2.9 | 9981 .9982 9982 9983 .9984 9984 9985 .9985 9986  .9986
3.0 | 9987 .9987 9987 .9988 .9988 .9989  .9989  .9989  .9990  .9990
3.1 9990  .9991 9991 9991 9992 9992 9992  .9992 9993 9993
3.2 | 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995  .9995
3.3 | 9995 9995 9995 9996 .9996 9996 .9996 .9996  .9996  .9997
3.4 | 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997  .9998
3.5 | 9998 9998 9998  .9998 9998  .9998  .9998 9998  .9998  .9998
3.6 | .9998 .9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999  .9999
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PREFACIO

MOTIVACION

La idea de realizar este libro surgi6 de platicas entre los profesores de estadistica e ingenieria
de la Escuela de Minas de Colorado respecto de nuestro curso de “Introduccion a la estadis-
tica para ingenieros”. Nuestros profesores de ingenieria pensaban que los estudiantes necesi-
taban cubrir ampliamente el tema de propagacién del error, asi como un mayor énfasis en las
habilidades en el ajuste de modelos. Los profesores de estadistica creian que los estudiantes
necesitaban estar mds conscientes de algunos puntos importantes en la practica de la estadis-
tica, como la comprobacién de los supuestos del modelo y del uso de la simulacién.

Mi punto de vista es que un libro introductorio a la estadistica para ingenieros y cienti-
ficos debe ofrecer todos estos temas con cierta profundidad. Ademads, debe ser lo suficiente-
mente flexible para permitir diferentes elecciones del material que debe cubrirse, ya que hay
muchas formas para disefar un curso exitoso de introduccion a la estadistica. Finalmente, és-
te debe proporcionar ejemplos que presenten ideas importantes en contextos reales. De acuer-
do con lo anterior, el libro tiene las siguientes caracteristicas:

e El libro es flexible en su presentacién de probabilidad, ello permite a los profesores ele-
gir la profundidad y extensién de la cobertura de este tema.

e El libro contiene muchos ejemplos en contexto real y con conjuntos de datos actuales; lo
anterior motiva a los estudiantes y muestra la interrelacion entre la industria y la investi-
gacion cientifica.

e El libro contiene muchos ejemplos con resultados obtenidos mediante computadora y
ejercicios adecuados para resolverse con algin software estadistico.

e El libro proporciona una extensa cobertura de la propagacion del error.

e El libro presenta una espléndida introducciéon a los métodos de simulacién y a la estima-
cion bootstrap, incluyendo aplicaciones para comprobar supuestos de normalidad, calcu-
lo de probabilidades, estimacién del sesgo, cdlculo de intervalos de confianza y pruebas
de hipdtesis.

e El libro proporciona una mayor cobertura en los procedimientos de diagndstico del mo-
delo lineal que la que se encuentra en la mayoria de los textos introductorios. Esta inclu-
ye material acerca del diagndstico de la gréafica de los residuales, transformacién de
variables y principios de seleccion de variables en los modelos multivariados.

e El libro cubre los temas introductorios usuales, tales como estadistica descriptiva, proba-
bilidad, intervalos de confianza, pruebas de hipdtesis, regresion lineal, experimentos fac-
toriales y control estadistico de calidad.

NIVEL MATEMATICO

La mayor parte del libro serd matemdaticamente accesible a todas las personas que hayan estu-
diado un semestre de cdlculo. Las excepciones son la propagacién multivariada del error, que

Xv
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requiere derivadas parciales y las distribuciones de probabilidad conjunta, que requieren de in-
tegracion multiple. Estos temas se los puede saltar en una primera lectura, si asi lo desea.

USO DE LA COMPUTADORA

En los ultimos 20 afios el desarrollo de computadoras rdpidas y baratas ha revolucionado la
practica de la estadistica; efectivamente, ésta es una de las razones principales del porqué los
métodos estadisticos han estado penetrando cada vez mas en el trabajo cientifico. Los cienti-
ficos y los ingenieros actuales no sélo deben ser expertos en el manejo de paquetes de soft-
ware, sino que también deben contar con la habilidad para concluir a partir de los resultados
computacionales y expresar estas conclusiones en palabras. De acuerdo con esto, el libro con-
tiene ejercicios y ejemplos que requieren la interpretacion, asi como la generacién de resulta-
dos por computadora, especialmente en los capitulos de modelos lineales y experimentos
factoriales.

La disponibilidad actual de computadoras y de paquetes computacionales estadisticos
también ha producido un importante beneficio en la educacién, al hacer accesibles los méto-
dos de simulacién a los estudiantes de los cursos de introduccién. La simulacién hace que los
principios fundamentales de la estadistica revivan. El material de simulacién que aqui se pre-
senta estd disefiado para reforzar algunas ideas estadisticas basicas e introducir a los estudian-
tes en algunos de los usos de esta poderosa herramienta.

CONTENIDO

El capitulo 1 cubre el muestreo y la estadistica descriptiva. La razén por la que los métodos
estadisticos funcionan es que las muestras, cuando se toman en forma adecuada, semejan a la
poblacién. Por consiguiente, el capitulo 1 empieza con la descripcién de algunas formas de
tomar muestras vdlidas. En la segunda parte del capitulo se analiza la estadistica descriptiva.

El capitulo 2 trata la probabilidad. Existe una gran discrepancia en las preferencias de
los profesores acerca de qué tanto y tan profundamente se debe cubrir este tema. Por lo tan-
to, se ha tratado de hacer este capitulo lo mds flexible posible. Los resultados principales se
deducen de axiomas, demostrando la mayoria de ellos. Esto tltimo permitird a los profesores
establecer un enfoque matemadtico riguroso. Por otra parte, he intentado mostrar cada resulta-
do con uno o dos ejemplos, en donde sea posible un contexto cientifico que esté disefiado pa-
ra presentar la intuicién que se encuentra detrds del resultado. Por tanto, los profesores que
prefieran un enfoque mds informal se pueden dedicar a los ejemplos méds que a las demostra-
ciones.

En el capitulo 3 se presenta el tema de la propagacién del error, que algunas veces se
llama “anélisis del error” o, por los estadisticos, “el método delta”. La cobertura es mds am-
plia que en la mayoria de los textos, pero el tema es tan importante que pensé que era ttil. La
presentacion estd diseflada para permitir que los profesores ajusten la cantidad de temas que
debe cubrir de acuerdo con las necesidades del curso.

En el capitulo 4 se presentan muchas de las funciones de distribucién de probabilidad
comunmente usadas en la prictica. También se tratan las gréficas de probabilidad y el teore-
ma del limite central. En la dltima seccién se presentan los métodos de simulacion para eva-
luar los supuestos de normalidad, cdlculo de probabilidades y estimacién de sesgo.

Los capitulos 5 y 6 tratan los intervalos de confianza y las pruebas de hipétesis, respec-
tivamente. Se hace énfasis en el enfoque del P-valor para las pruebas de hipétesis, pero tam-
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bién se presentan pruebas de nivel-fijo y el cdlculo de la potencia. El problema de pruebas
multiples se trata con cierta profundidad. También se presentan métodos de simulacién para
calcular intervalos de confianza y realizar pruebas de hipétesis.

En el capitulo 7 se trata la correlacién y la regresion lineal simple. He trabajado ardua-
mente para enfatizar que los modelos lineales sélo son apropiados cuando la relacién entre las
variables es lineal. Este punto es muy importante ya que con frecuencia ingenieros y cientifi-
cos lo ignoran (sin mencionar a los estadisticos). No es dificil encontrar en la bibliografia
cientifica ajustes lineales y coeficientes de correlacién resumidos en graficas que presentan
una curvatura evidente o en las cuales la pendiente de la recta se ve afectada mediante algu-
nos puntos influyentes. Por tanto, en este capitulo se incluye una larga seccién para compro-
bar los supuestos del modelo y la transformacion de variables.

En el capitulo 8 se trata el tema de la regresién miiltiple. Se hace un énfasis especial en
los métodos de seleccién de modelo, ya que la seleccién de variables que se incluirdn en el
modelo constituye un paso esencial en muchos andlisis de la vida real. También el tema de la
confusidn se trata cuidadosamente.

En el capitulo 9 se analizan algunos disefios experimentales y los métodos que comun-
mente se aplican para analizar sus datos. Los métodos de andlisis de varianza en uno y dos
sentidos junto con el disefio de bloques completamente aleatorios y los disefios factoriales 27
se tratan con amplitud.

En el capitulo 10 se presenta el tema del control de calidad estadistico, se analizan los
diagramas CUSUM, la capacidad del proceso y se concluye con una breve descripcién de la
calidad con six-sigma.

MATERIAL RECOMENDADO

El libro contiene suficiente material para un curso de un afio. Si se requiriera un curso de un
semestre, hay varias opciones. En nuestro curso de tres horas en la Escuela de Minas de Co-
lorado cubrimos el total de los primeros cuatro capitulos, excepto las distribuciones conjun-
tas, la exponencial, la gamma y de Weibull. Después se cubren los temas de intervalos de
confianza y las pruebas de hipdtesis en los capitulos 5 y 6, tocando rdpidamente los métodos
de dos muestras y los calculos de potencia y se omiten los métodos de distribucion libre y las
pruebas de Ji cuadrada y F. Terminamos cubriendo todo el material posible, que el tiempo res-
tante permita, sobre correlacion y regresion lineal simple del capitulo 7.

Se puede planear un curso con un sentido diferente que incluya mas material de proba-
bilidad, invirtiendo mas tiempo en los métodos de dos muestras y de potencia y reduciendo
la cobertura de la propagacién del error, simulacién o regresion. Hay muchas otras opciones;
por ejemplo, se puede elegir incluir material de experimentos factoriales en lugar de algunos
de los temas anteriores. En el manual del profesor que estd disponible en el centro de apren-
dizaje en linea (Online Learning Center) en www.mhhe.com/navidi se puede encontrar una
variedad de enfoques y duracién de cursos.

AGRADECIMIENTOS
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lorado, desarroll6 algunos applets excelentes, asi como Chris Boisclair y el equipo en siste-
mas de enlace. Jessica Kohlschmidt, de la Universidad Estatal de Ohio, desarroll6 diapositivas
en PowerPoint para complementar el texto y Jackie Miller, también de la Universidad Estatal
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Caracteristicas clave

Resumen del contenido

Este libro permite cubrir el material de una forma
flexible ya que hay muchas maneras de diseiar un
curso exitoso de introduccién a la estadistica.

e Cobertura flexible de probabilidad
dirigida a las diferentes necesidades de los cur-
sos. Permite el enfoque matematico riguroso,
los principales resultados son deducidos de
axiomas al proporcionar demostraciones en la
mayoria de ellos. Por otra parte, cada resultado
se muestra con uno o dos ejemplos para moti-
var intuitivamente la comprension. Los profeso-
res que prefieran un enfoque mas informal
pueden, por tanto, dedicarse a los ejemplos en
lugar de las demostraciones y omitir las seccio-
nes opcionales.

¢ Cobertura extensa de propagacion del error,
algunas veces se llama “anélisis de errores” o
“el método delta”, se trata en un capitulo ex-
clusivo del tema. La cobertura es mas minuciosa
que en la mayoria de los textos. El formato es
flexible con el propésito de que la cantidad del
material se adapte a las necesidades del curso.

¢ Una soélida introduccién a los métodos de
simulacion y a la estimacion bootstrap
se presenta en las secciones finales de los
capitulos 4,5y 6.

® Cobertura extensa de los procedimientos
de diagnostico del modelo lineal
en el capitulo 7, se incluye una gran seccién de
la comprobacién de supuestos del modelo y de
la transformacion de variables. El capitulo enfa-
tiza que los modelos lineales s6lo son apropia-
dos cuando la relacién entre las variables es li-
neal. Este punto es el mas importante, ya que
con frecuencia se ignora en la practica de inge-
nieros y cientificos (sin mencionar a los estadis-
ticos).

Capitulo 1
Muestreo y estadistica descriptiva 1
Capitulo 2
Probabilidad 50
2.1 Ideas basicas 50
2.2 Meétodos de conteo (opcional) 62
2.3 Probabilidad condicional e independencia 69
2.4 Variables aleatorias 88
2.5 Funciones lineales de variables aleatorias 111
2.6 Variables aleatorias con distribucién conjunta (opcional) 120
Capitulo 3
Propagacion de errores 157
3.1 Error de mediciéon 157
3.2 Combinaciones lineales de las mediciones 163
3.3 Incertidumbres para funciones de una medicién 173
3.4 Incertidumbres para funciones de varias mediciones 179
Capitulo 4
Distribuciones cominmente usadas 192
4.11 Simulaciéon 281
* Uso de la simulacion para calcular una probabilidad
« Cilculo de medias y varianzas
* Usos de la simulacion en andlisis de confiabilidad
* Uso de la simulacion para calcular sesgamiento
« La estimacion autosuficiente
Capitulo 5
Intervalos de confianza 300
5.8 Uso de simulacién para construir intervalos de confianza 351
« Intervalos de confianza usando estimacién bootstrap
* Uso de simulacién para evaluar intervalos de confianza
Capitulo 6
Pruebas de hipotesis 368
6.15 Uso de la simulacidn para realizar pruebas de hipétesis 462
* Pruebas de hipétesis con intervalos de confianza de estimacién bootstrap
¢ Pruebas aleatorias
* Uso de simulacién para calcular la potencia
Capitulo 7
Correlacion y regresion lineal simple 475
7.4 Comprobacion de supuestos y transformacion de datos 527
« La gréfica de los residuos contra valores ajustados
Transformacién de variables

Determinacién de la transformacién que se aplicard

Las transformaciones no siempre funcionan

Las graficas de los residuales con s6lo pocos puntos pueden ser dificiles de interpretar
« Puntos atipicos e influyentes

¢ Otros métodos para transformar variables

* Pruebas de independencia y normalidad

* Modelos empiricos y leyes fisicas

Capitulo 8

Regresion multiple 556
Capitulo 9

Experimentos factoriales 623
Capitulo 10

Control estadistico de calidad 723
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El articulo “Virgin Versus Recycled Wafers for Furnace Qualification: Is the Expense
Justified?” (V. Czitrom y J. Reece, en Statistical Case Studies for Industrial Process Impro- s
vement, ASA 'y STAM, 1997:87-104) describe un proceso para el crecimiento de una capa del- o nj u n to s e a to S
gada de dioxido de silicio sobre placas de silicio que se usan en la fabricacion de semicon-
ductores. La tabla 1.6 presenta las mediciones del espesor, en angstroms (A), de la capa de d I d I
oxido para 24 placas. Se hicieron nueve mediciones en cada placa. Las placas se fabricaron e m u n o rea

en dos corridas distintas, con 12 placas por cada corrida.

Con un enfoque fresco del tema, el autor usa da-
TABLA 1.6 Espesor de las capas de 6xido de silicio en placas de silicio tos del mundo real actuales para motivar a los
estudiantes mostrando una conexién con la in-

Placa Espesor (A)
Corrida 1 1 90 922 99 927 916 882 80 982 dustriay la investigacion.
2 91.8 94.5 93.9 773 92.0 89.9 87.9 92.8
3 90.3 91.1 933 93.5 87.2 88.1 90.1 91.9
4 92.6 90.3 92.8 91.6 92.7 91.7 89.3 95.5
5 91.1 89.8 915 915 90.6 93.1 88.9 92.5
6 76.1 90.2 96.8 84.6 93.3 95.7 90.9 100.3
7 924 91.7 91.6 91.1 88.0 924 88.7 929
8 91.3 90.1 95.4 89.6 90.7 95.8 91.7 97.9
9 96.7 93.7 93.9 87.9 90.4 92.0 90.5 95.2
10 92.0 94.6 93.7 94.0 89.3 90.1 91.3 92.7
11 94.1 915 953 928 934 922 89. - - - - - —
12 91.7 974 95.1 96.7 775 91.4 90.{ 22- El articulo “Seismic Hazard in Greece Based on Different Strong Ground Motion Parameters™ (S. Koutrakis, G. Karakaisis y
cols., en Journal of Earthquake Engineering, 2002:75-109) presenta un estudio de episodios sismicos en Grecia durante 1978-
Corrida2 1 93.0 99.9 236 890 936 909 898 1997 Es de interés la duracién de los “fuertes movimientos de tierra”, que es el tiempo en que la aceleracion de la tierra exce-
: g: "; g?'g Z;é Z(‘“i 3%‘2 g;g gg de un valor especifico. En cada episodio las mediciones de la duracién de temblores fuertes de tierra se hicieron en una o mds
4 90‘6 91‘1 94'9 88.3 877.9 92"2 90' ubicaciones. La tabla SE22 de la pdgina 618 presenta cada uno de 121 temblores medidos, los datos con el tiempo de duracién
5 93:1 91:é 94:6 88:9 90:0 97:9 92: y (en segundos) durante los cuales la aceleracion de la tierra excedio el doble de la aceleracion de la graveda a magnitud m
6 90.8 915 915 91.5 94.0 91.0 9. del sismo, la distancia d (en km) de la medicién desde el epicentro, y los dos indicadores del tipo de suelo s definidos de
7 880  Ol8 905 904 903  oLs g9 lasiguiente manera: 5, = 1 si el suelo consta de depdsitos aluviales blandos, s, = 0 de otra manera, y s, = 1 si el suelo cons-
8 88.3 96.0 92.8 93.7 89.6 89.6 90. ta de rocas terciarias o m: 5, = 0 de otra manes os donde tanto s; = 0 como s, = 0 corresponden a condicio-
9 94.2 922 95.8 92.5 91.0 91.4 92, nes intermedias del suelo. El articulo presenta mediciones repetidas en algunas ubicaciones que no se incluyen aqui.
10 101.5 103.1 103.2 103.5 96.1 102.5 102.
11 92.8 90.8 922 91.7 89.0 88.5 87.
12 92.1 93.4 94.0 94.7 90.8 92.1 91.] TABLA SE22 Datos para el ejercicio 22
y m d s s, y m d s s y m d s s
. . . 8.82 6.4 30 1 0 431 53 6 0 0 5.6 15 0 0
Las 12 placas en cada corrida eran de varios tipos y se proces: 4.08 52 7 0 0 28.27 6.6 31 1 0 6.9 128 1 0
ciones en el horno. El propésito en la recopilacién de datos fue deter: 15.90 6.9 105 1 0 17.94 6.9 33 0 0 5.1 13 0 0
capa de 6xido se afectaba ya sea por el tipo de placa o por la posicié 6.04 58 15 0 0 360 5.4 6 0 0 52 19 1 0
éste fue un experimento factorial, con los factores, tipo de placa y po. 0.15 4-2 16 1 0 798 53 12 1 0 6.2 68 1 0
mo resul[ad.o el espesor de .la capa dfe .éxido. El experimento se dise‘ 83? gf‘) Jg (IJ tl) 12 S 22 é: (IJ 3 2411 bl‘g 8 tl)
S€ Supuso ninguna diferencia sistemdtica entre las capas de una corril 4.13 5.1 10 1 0 6.44 52 21 0 0 52 18 1 0
so en el andlisis fue construir un diagrama de caja para los datos de 002 53 22 0 1 1045 5.3 11 0 1 48 14 0 1
posito de ayudar a determinar si esta condicion se satisfacia realmel 2.14 45 12 0 1 832 55 22 1 0 55 15 0 0
observaciones se debia eliminar. Los resultados se presentan en la fig] 44152 17 0 0 543 52 49 0 ! 52 13 0 0
17.19 59 9 0 0 4.78 55 1 0 0 55 1 0 0
5.14 55 10 1 0 2.82 55 20 0 1 5.0 6 0 1
0.05 4.9 14 1 0 351 5.7 22 0 0 4.6 21 1 0
20.00 5.8 16 1 0 13.92 5.8 34 1 0 4.7 20 1 0
12.04 6.1 31 0 0 3.96 6.1 44 0 0 5.7 39 1 0
0.87 5.0 65 1 0 6.91 54 16 0 0 5.0 44 1 0
0.62 4.8 11 1 0 5.63 53 6 1 0 5.1 2 1 0
8.10 54 12 1 0 0.10 52 21 1 0 49 14 1 0
1.30 5.8 34 1 0 5.10 4.8 16 1 0 5.6 5 1 0
11.92 5.6 5 0 0 16.52 55 15 1 0 55 12 1 0
3.93 5.7 65 1 0 19.84 5.7 50 1 0 5.1 28 1 0
2.00 54 27 0 1 1.65 54 27 1 0 54 35 0 0
0.43 54 31 0 1 1.75 54 30 0 1 54 32 1 0
14.22 6.5 20 0 1 6.37 6.5 90 1 0 6.5 61 0 1
0.06 6.5 72 0 1 2.78 4.9 8 0 0 5.2 9 0 0
1.48 52 27 0 0 2.14 5.2 22 0 0 4.6 9 0 0
3.27 5.1 12 0 0 0.92 52 29 0 0 52 22 0 0
6.36 52 14 0 0 3.18 4.8 15 0 0 l] 18 5.0 8 0 0
0.18 5.0 19 0 0 1.20 5.0 19 0 0 2.54 4.5 6 0 0
0.31 4.5 12 0 0 4.37 4.7 5 0 0 1.55 4.7 13 0 1
1.90 4.7 12 0 0 1.02 5.0 14 0 0 0.01 4.5 17 0 0
0.29 4.7 1 0 0.71 4.8 4 1 0 0.21 4.8 5 0 1
6.26 6.3 9 1 0 427 6.3 9 0 1 0.04 4.5 3 1 0
3.44 54 4 1 0 325 54 4 0 1 0.01 4.5 1 1 0
232 54 5 1 0 0.90 4.7 4 1 0 1.19 4.7 3 1 0
1.49 5.0 4 1 0 0.37 5.0 4 0 1 2.66 5.4 1 1 0
2.85 54 1 0 1 21.07 6.4 78 0 1 7.47 6.4 104 0 0
0.01 6.4 86 0 1 0.04 6.4 105 0 1 30.45 6.6 51 1 0
9.34 6.6 116 0 1 15.30 6.6 82 0 1 12.78 6.6 65 1 0
10.47 6.6 117 0 0
Con los datos de la tabla SE22 construya un modelo lineal para pronosticar Ia duraci6n y a partir de alguna o de todas las
variables m, d, s, y 5. Aseg de consi las transf iones de las variables, asf como las potencias de y las interac-
ciones entre las variables independientes. Describa sus pasos para construir su modelo. Realice una grifica de residuos contra
valores ajustados para comprobar que su modelo satisface los supuestos necesarios. Ademds, observe que los datos se presen-
tan en orden cronolégico, al leer hacia abajo en las columnas. Realice una gréfica para determinar si se debe incluir al tiempo
como una variable independiente.
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Resultados de
computadora

El libro contiene ejercicios y ejem-
plos que requieren la interpreta-
cién y la generacién de resultados
por medio de computadora.

12. El siguiente resultado MINITAB presenta los resultados de una prueba de hipétesis para una media poblacional u.

One-Sample Z: X

Test of mu = 73.5 vs not = 73.5
The assumed standard deviation = 2.3634

Variable N Mean  StDev SE Mean 95% CI A P
X 145 73.2461 2.3634 0.1963 (72.8614, 73.6308) -1.29 0.196

a) (Es ésta una prueba de una cola o de dos colas?

b) (Cudl es la hipétesis nula?

¢) (Cudl es el P-valor?

d) Utilice el resultado y una tabla adecuada para calcular el P-valor para la prueba de Hy: 4 = 73.6 contra Hy: u < 73.6

e) Utilice el resultado y una tabla adecuada para calcular un intervalo de confianza de 99% para p.

7. En un estudio de la funcién pulmonar de nifios, el volumen de aire exhalado por la fuerza en un segundo se llama FEV . (FEV,
es el volumen de expiracién forzada en un segundo.) Se hicieron mediciones en un grupo de nifios cada afio durante dos afios.
Se ajusté a un modelo lineal para pronosticar los FEV, de estos afios como una funcién del FEV, (en litros) del iiltimo afio, el
sexo del nifio (0 = masculino, 1 = femenino), la estatura del nifio (en m), y la presién atmosférica ambiental (en mm). El si-
guiente resultado de MINITAB presenta los resultados de ajuste del modelo

FEV, = f, + B, Ultimo FEV, + B, Sexo + B, Estatura + f; Presién + &

The regression equation is
FEVI = -0.219 + 0.779 Last FEV - 0.108 Gender + 1.354 Height - 0.00134 Pressure

Predictor Coef SE Coef T P
Constant -0.21947 0.4503 -0.49 0.627
Last FEV 0.779 0.04909 15.87 0.000
Gender -0.10827 0.0352 -3.08 0.002
Height 1.3536 0.2880 4.70 0.000
Pressure -0.0013431 0.0004722 -2.84 0.005
S =0.22039 R-Sq = 93.5% R-Sq(adj) = 93.3%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 4 111.31 27.826 572.89 0.000
Residual Error 160 7.7716 0.048572

Total 164 119.08

a) Pronostique el FEV| para un nifio con estatura de 1.4 m, si la medida se tomé a presién de 730 mm y la medicién del lti-
mo afio fue 2.113 L.

b) Si dos nifias difieren en estatura por 5 cm, ;qué tanto esperarfa que sus mediciones de FEV, difieran; los otros conceptos
siguen igual?

¢) Se estima que el término constante f3, es negativo, pero el FEV, debe ser siempre positivo. ;Algo estd erréneo? Explique.

d) Elresponsable de este experimento quiere redisefiar el algoritmo que registra las mediciones electrénicamente con el fin de
ajustar la presién atmosférica automdticamente. Se fija un barémetro al dispositivo para registrar la presién. Utilice el re-
sultado anterior de MINITAB para determinar c6mo calcular un valor FEV ajustado como funcién del valor FEV, medi-
do y de la presion.




Complementos de aprendizaje
para los estudiantes

CD-ROM con
recursos para los
estudiantes

Empaquetado gratis con cada libro nue-
vo, este CD proporciona todos los conjun-
tos de datos del texto, asi como applets
basados en el contenido del texto para
reforzar un entendimiento visual de la
estadistica.

¢ Todos los conjuntos de datos se
pueden descargar en diferentes for-
matos:

ASCIl delimitado con comas

ASCII delimitado con tabuladores
MINITAB

Excel

SAS

SPSS

TI-89

Applets de Java, creados especifica-
mente para los calculos de este curso,
proporcionan ejercicios interactivos
basados en el contenido del texto, lo
que permite a los estudiantes modifi-
car las variables y explorar escenarios
de “;Qué sucede si?”. También se in-
cluyen en la suite de applet los
applets de simulacion, que refuer-
zan la excelente cobertura de texto de
los métodos de simulacién. Los applets
permiten que los estudiantes vean los
ejemplos de simulacion del texto en
accion y que modifiquen los parame-
tros para una mayor exploracion.

Una guia a la simulacion con MINI-
TAB preparada por el autor donde se
describe como se pueden implementar
en MINITAB los ejemplos de simula-
cién en el texto.

Herramientas y recursos, que inclu-
ye un vinculo al centro de aprendizaje
del libro, ofrece en linea recursos para
el profesor y el estudiante en
www.mhhe.com/navidi.
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Materiales de apoyo

Esta obra cuenta con interesantes
complementos que fortalecen los procesos de
ensefanza-aprendizaje, asi como la evaluacion
de éstos. Mismos que se otorgan a profesores
gue adopten este texto para sus cursos.

Para obtener mas informacién y conocer la
politica de entrega de estos materiales,
contacte a su representante de McGraw-Hill o
envie un correo electrénico a
marketinghe@mcgraw-hill.com







TABLA A.2 Distribucién normal acumulativa (tabla z)

z 0.00 0.01 002 0.03 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09

-3.6 | .0002 .0002 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001
-3.5 | .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002
-3.4 | .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002
-3.3 | .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0003
-3.2 | .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005

-3.1 | .0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007
-3.0 | .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0011 .0010 .0010
-2.9 | .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
-2.8 | .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
-2.7 | .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026

-2.6 | .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
-2.5 | .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
-2.4 | .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
-2.3 | .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
-2.2 | 0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110

-2.1| .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
-2.0 | .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
-1.9 | .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
-1.8 | .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
-1.7 | 0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367

-1.6 | .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
-1.5 | .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
-1.4 | 0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694  .0681
-1.3 | .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
-1.2 | 1151 1131 1112 .1093  .1075 .1056 .1038 .1020 .1003  .0985

-1.1 | 1357 1335 1314 1292 1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
-1.0 | .1587 1562 .1539 1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
-0.9 | .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
-0.8 | 2119 2090 .2061 .2033 2005 .1977 .1949 .1922 .1894  .1867
-0.7 | 2420 2389 .2358 .2327 2296 .2266 2236 .2206 .2177 2148

-0.6 | 2743 2709 2676 .2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451
-0.5 | 3085 3050 3015 .2981 2946 .2912 2877 2843 2810 2776
-0.4 | 3446 3409 3372 3336 .3300 .3264 3228 3192 3156 3121
-0.3 | .3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 .3483
-0.2 | 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897  .3859

-0.1 | 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
-0.0 | .5000 .4960 4920 4880 .4840 4801 4761 4721 4681 4641




TABLA A.3 Puntos porcentuales superiores para la distribucion t de Student

0 t
(42

y 0.40 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005
1| 0325 1.000 3.078 6314 127706 31.821 63.657 318309 636.619
2| 0289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.599
3| 0277 0765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 12.924
4 | 0271 0.741 1.533  2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
5| 0267 0727 1476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869
6 | 0265 0718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
7| 0263 0711 1415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408
8| 0262 0706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
9| 0261 0703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781
10 | 0.260 0.700 1372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587
11| 0260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437
12 | 0259 0.695 1356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4318
13| 0259 0.694 1350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221
14 | 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140
15| 0.258 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073
16 | 0.258 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015
17 | 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965
18 | 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922
19 | 0.257 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883
20 | 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850
21| 0257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819
22 | 0256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792
23 | 0256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768
24 | 0256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745
25 | 0256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725
26 | 0256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707
27 | 0256 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690
28 | 0256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674
29 | 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659
30 | 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646
35 | 0.255 0.682 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340 3.591
40 | 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551
60 | 0254 0.679 1296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460
120 | 0.254 0.677 1289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160 3.373
oo 0.253 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291




Capitulo

Muestreo y
estadistica descriptiva

Introduccion

La recopilacién y el andlisis de datos son fundamentales en la ciencia e ingenieria. Al analizar
los datos recopilados en experimentos, los cientificos descubren los principios que gobiernan
el mundo fisico y los ingenieros aprenden cémo disefiar nuevos productos y procesos impor-
tantes. Una dificultad muy importante que se presenta con los datos cientificos es que éstos se
encuentran sujetos a variaciones aleatorias o incertidumbre. Es decir, cuando se repiten las me-
diciones cientificas cada vez salen un poco diferentes. Lo anterior plantea un problema: ;c6-
mo se pueden obtener conclusiones de los resultados de un experimento cuando éstos pueden
ser diferentes? Para analizar esta pregunta, es esencial contar con cierto conocimiento estadis-
tico. La estadistica se dedica a la recopilacion, el andlisis y la interpretacion de datos con in-
certidumbre. Los métodos de la estadistica permiten que los cientificos e ingenieros disefien
experimentos vélidos y obtengan conclusiones confiables a partir de datos obtenidos.

Aunque nuestro interés en este libro es tratar con las aplicaciones de la estadistica en la
ciencia y en la ingenieria, cabe mencionar que el andlisis y la interpretacién de datos son ca-
da vez mas importantes en todos los aspectos de la vida moderna. Para bien o para mal, se es-
tan recopilando enormes cantidades de datos con nuestras opiniones y estilos de vida, con
fines que van desde la creacion de campafias de mercadotecnia mas eficaces hasta el desarro-
1lo de politicas sociales disefiadas para mejorar nuestro estilo de vida. Casi a diario, los articu-
los que se publican en los periddicos pretenden explicar las tendencias sociales o econdémicas
a través del andlisis de datos. Por tanto, un conocimiento bésico de estadistica es necesario no
s6lo para ser un cientifico o ingeniero eficiente, sino también para ser un miembro bien infor-
mado de la sociedad.

La idea basica

La idea bdsica que yace en todos los métodos estadisticos de andlisis de datos es inferir respec-
to de una poblacién por medio del estudio de una muestra relativamente pequefia elegida de
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ésta. Como ejemplo, considere una maquina que hace varillas de acero para su uso en dispo-
sitivos Opticos de almacenamiento. La especificacion del didmetro de las varillas es 0.45 =
0.02 cm. En la dltima hora, la maquina ha hecho mil varillas. El ingeniero que supervisa la
calidad quiere saber cudntas de estas varillas satisfacen la especificacion. No tiene tiempo pa-
ra medir todas. En este contexto, toma una muestra aleatoria de 50 varillas, las mide y encuen-
tra que 46 de éstas (92%) satisfacen la especificacion del didmetro. De acuerdo con lo
anterior, no es probable que la muestra de 50 varillas represente perfectamente a la poblacion
de mil. La proporcién de buenas varillas en la poblacién probablemente es un poco diferente
que la proporcién de la muestra de 92%. En este sentido, lo que el ingeniero debe conocer es
la probabilidad de que esa diferencia sea grande. Por ejemplo, ;es admisible que los porcen-
tajes de poblacion sean superiores a 95%? ;y de 98%? ;O menores de 90%?, ;o de 85%?

He aqui algunas preguntas especificas que el ingeniero podria responder con base en los
datos de la muestra:

1. El ingeniero necesita calcular la magnitud de la diferencia probable entre las proporcio-
nes de la muestra y de la poblacion. ;Qué tan grande es una diferencia tipica para esta
clase de muestra?

2. Asimismo, necesita llevar una bitdcora con los porcentajes de varillas aceptables fabrica-
das en la tdltima hora. Después de que ha observado que 92% de las varillas de la mues-
tra estaba bien, indicard los porcentajes de las varillas aceptables en la poblacién como
un intervalo de la forma 92% = x%, donde x es un niimero calculado para tener una con-
fianza razonable de que los porcentajes reales de la poblacion estdn en este intervalo.
(Coémo se debe calcular x?

3. Por tltimo, quiere estar muy seguro de que el porcentaje de varillas buenas es de al me-
nos 90%; en otro caso detendra el proceso para recalibrarlo. ;Qué seguridad puede tener
de que al menos 90% de las mil varillas estd bien?

Gran parte de este libro estd dedicada a solucionar preguntas semejantes. La primera de éstas
requiere del cdlculo de una desviacion estandar, que se analizard en los capitulos 2 y 4. La se-
gunda pregunta requiere de la construccion de un intervalo de confianza, ello se aprenderd en
el capitulo 5. La tercera invoca una prueba de hipétesis, que se estudiara en el capitulo 6.

Los capitulos restantes del libro cubren otros temas importantes. Por ejemplo, el inge-
niero de nuestro ejemplo querra saber como estd relacionada la fuerza de tensién con la can-
tidad de carbono en las varillas de acero. Esta clase de problemas se puede tratar con los
métodos de correlacion y regresion, que se presentan en los capitulos 7 y 8. Podria también
ser importante determinar como ajustar el proceso de fabricacién respecto de algunos facto-
res, con el fin de producir resultados 6ptimos. Esto dltimo requiere del disefio de experimen-
tos factoriales, que se analizardn en el capitulo 9. Definitivamente, el ingeniero necesitard
desarrollar un plan para controlar la calidad del producto que se fabrica en el proceso. En el
capitulo 10 se presenta el tema control de la calidad, donde los métodos estadisticos se usan
para mantener la calidad en un contexto industrial.

Los temas que se han mencionado son métodos que se dedican a obtener conclusiones
a partir de datos. Estos métodos constituyen el campo de la estadistica inferencial. Antes de
que se analicen estos temas, se aprenderd mds acerca de los métodos de recopilacién de da-
tos y a resumir claramente la informacién bdsica que contienen. Estos son los temas de mues-
treo y estadistica descriptiva, que se tratan en lo que resta de este capitulo.
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1.1 Muestreo

Como se ha mencionado, los métodos estadisticos estdn basados en la idea de analizar una
muestra tomada de una poblacién. Para trabajar con esta idea, la muestra se debe elegir de
manera adecuada. Por ejemplo, digamos que se quiere conocer la estatura de los estudiantes
de la Escuela de Minas, de Colorado, al considerar una muestra de 100 estudiantes. ;Como
se deben elegir los 100 estudiantes que se medirian? Algunos métodos son malos. Por ejem-
plo, elegir a los estudiantes de las listas del fiitbol americano y de los equipos de basquetbol
darfa como resultado una muestra que indudablemente no representaria la distribucién de es-
tatura de la poblacién de estudiantes. Usted podria pensar que seria razonable usar alguna
muestra convenientemente obtenida; por ejemplo, todos los estudiantes que viven en cierta
area o todos aquellos que se inscribieron en el curso de estadistica para la ingenieria. Después
de todo, no hay razén para pensar que la estatura de estos estudiantes debiera ser diferente de
la estatura, en general, de los estudiantes. Sin embargo, muestras asf no son ideales, porque
pueden volverse engafiosas en formas no previstas. Los mejores métodos del muestreo impli-
can el muestreo aleatorio. Hay muchos métodos diferentes del muestreo aleatorio, el basico
es el muestreo aleatorio simple.

Para entender la naturaleza de una muestra aleatoria simple, piense en una loteria. Ima-
gine que se han vendido diez mil billetes y que se eligen cinco ganadores. ;Cudl es la manera
mads justa de elegir a los ganadores? Es colocar todos los boletos en un recipiente, mezclarlos
y extraer cinco de ellos uno tras otro. Los boletos premiados constituyen una muestra aleato-
ria simple de la poblacién de diez mil billetes de la loterfa. Cada boleto es igualmente proba-
ble de ser uno de los cinco boletos extraidos. Es importante indicar que cada conjunto de
cinco boletos que se puede formar del total tiene la misma probabilidad de ser el grupo que
se extrae. Esta idea constituye la base de la definicién de una muestra aleatoria simple.

B Una poblacién representa la coleccién completa de elementos o resultados de la
informacién buscada.

B Una muestra constituye un subconjunto de una poblacién, que contiene elementos
o resultados que realmente se observan.

B Una muestra aleatoria simple de tamafio n es una muestra elegida por un método
en el que cada coleccién de n elementos de la poblacién tiene la misma
probabilidad de formar la muestra, de la misma manera que en una loteria.

Debido a que una muestra aleatoria simple es similar a una loterfa, con frecuencia se
puede tomar la muestra con el mismo método que el que se usa en muchas loterias: con un
generador de niimeros aleatorios de una computadora. Suponga que hay N elementos en la
poblacion y que se le asigna a cada elemento de la poblacién un entero entre 1 y N. Después
se genera una lista de enteros aleatorios entre 1 y Ny se eligen los elementos correspondientes
de la poblacién para que formen la muestra aleatoria simple, precisamente como en la loterfa.
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Una maestra de educacion fisica quiere estudiar los niveles de condicion fisica de los estu-
diantes en su universidad. Hay 20 000 estudiantes inscritos y desea tomar una muestra de ta-
maiio 100 para hacerles una prueba de sus condiciones fisicas. Obtiene una lista de todos los
estudiantes, numerada del 1 al 20 000. Usa un generador de niimeros aleatorios de la compu-
tadora que genera 100 enteros aleatorios entre el total de nimeros y después invita a los 100
estudiantes, a quienes corresponden dichos niimeros, a que participen en el estudio. ;Esta es
una muestra aleatoria simple?

Solucion
Si, ésta es una muestra aleatoria simple. Observe que es similar a una loteria en la que cada
estudiante tiene un boleto y se sacan 100 de éstos.

Una ingeniero que supervisa la calidad quiere inspeccionar rollos de papel tapiz para obtener
informacidn acerca de la tasa de fallas que tiene la imprenta. Decide tomar una muestra de 50
rollos de la produccién de un dia. Cada hora durante cinco horas, toma los diez ultimos rollos
producidos y cuenta el nimero de fallas de cada uno. ;Esta es una muestra aleatoria simple?

Solucion

No. No todo subconjunto de 50 rollos de papel tapiz tiene la misma probabilidad de pertene-
cer a la muestra. Para formar una muestra aleatoria simple, la ingeniero necesitaria asignar un
nimero a cada rollo producido durante el dia y después generar niimeros aleatorios para de-
terminar con qué rollos se forma la muestra.

En algunos casos, es dificil o imposible extraer una muestra de una manera realmente
aleatoria. En esta situacion, lo mejor que se puede hacer es seleccionar los elementos de la
muestra por algiin método conveniente. Por ejemplo, imagine que un ingeniero civil acaba de
recibir una remesa de mil bloques de hormigén, que pesan aproximadamente 50 libras cada
uno. Los bloques se han entregado en una gran pila. El ingeniero quiere investigar la fuerza
de compresion de los bloques midiendo las fuerzas en una muestra de diez bloques. Para to-
mar una muestra aleatoria simple se requeriria sacar bloques del centro y de la parte inferior
de la pila, lo que puede ser muy dificil. Por esta razén, el ingeniero puede tomar una muestra
simplemente tomando diez bloques de la parte superior de la pila. Una muestra asi se llama
muestra de conveniencia.

Definicion

Una muestra de conveniencia es una muestra que no se extrae por un método
aleatorio bien definido.

El problema con las muestras de conveniencia es que podrian diferir sistematicamente
de la poblacion en alguna forma. Por esta razén, tales muestras no se deben usar, excepto en
situaciones donde no es viable tomar una muestra aleatoria. Cuando se necesita tomar una
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muestra de conveniencia, es importante pensar en todas las formas en las que aquélla podria
diferir sistematicamente de la poblacién. Si es razonable pensar que no existe una diferencia
sistémica importante, entonces puede ser aceptable tratar la muestra de conveniencia como si
fuera una muestra aleatoria simple. Respecto de los bloques de hormigén, si el ingeniero es-
ta seguro de que los bloques superiores en la pila no difieren sistematicamente en alguna for-
ma importante del resto, entonces puede tratar la muestra de conveniencia como una muestra
aleatoria simple. Sin embargo, si es posible que los bloques en diferentes lugares de la pila
hayan sido hechos con diferentes cantidades de mezclas o que puedan tener diferentes tiem-
pos de cocido o diferentes temperaturas, entonces una muestra de conveniencia podria dar re-
sultados falsos.

Algunas personas piensan que una muestra aleatoria simple es garantia de que refleja
perfectamente a su poblacion. Esto no es cierto. Las muestras aleatorias simples siempre son
diferentes de sus poblaciones en algunos aspectos y en ocasiones podrian ser considerable-
mente diferentes. Dos muestras diferentes de la misma poblacién también serdn diferentes en-
tre si. Este fendmeno se conoce como variaciéon del muestreo. Esta tltima constituye una de
las razones por la que los experimentos cientificos tienen resultados diferentes cuando se re-
piten, aun cuando las condiciones parecen ser idénticas.

Un inspector de calidad prueba 40 pernos de una gran remesa y mide la longitud de cada uno.
Descubre que 34 de ellos (85%) cubre la especificacion de longitud. Llega entonces a la con-
clusién de que exactamente 85% de los pernos de la remesa satisfacen la especificacién. Por
otra parte, el supervisor del inspector concluye que la proporcién de pernos buenos esta cer-
ca de 85% con cierta probabilidad, pero que no es exactamente igual. ;Cudl es la conclusién
correcta?

Solucién

Debido a la variacién del muestreo, las muestras aleatorias simples no reflejan a la poblacién
perfectamente. Sin embargo, con frecuencia estdn bastante cerca. Por tanto, resulta adecuado
inferir que la proporcién de pernos buenos en la remesa esté cerca de la proporcién de mues-
tra, que es de 85%, con cierta probabilidad. Sin embargo, no es probable que la proporcién
de poblacién sea igual a 85 por ciento.

Continuando con el ejemplo 1.3, otra inspectora repite el estudio con una muestra aleatoria
simple diferente de 40 pernos. Descubre que 36 de ellos, 90%, son buenos. El primer inspec-
tor afirma que ella debié haber cometido algtn error, ya que sus resultados mostraban que
85% y no 90% de los pernos son buenos. ; Tiene razén?

Solucion
No, €l no tiene razén. Es la variacion del muestreo en accion. Dos muestras diferentes de la
misma poblacion seran diferentes entre si y de la poblacion.

Ya que las muestras aleatorias simples no reflejan a sus poblaciones perfectamente,
(por qué es importante que el muestreo sea aleatorio? La ventaja de una muestra aleatoria
simple es que no hay ninglin mecanismo sistémico que la haga poco representativa. Las dife-
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rencias entre la muestra y su poblacién son atribuibles completamente a la variacién aleato-
ria. Debido a que la teorfa matematica sobre la variacion aleatoria se comprende bien, se pue-
den usar modelos matemadticos para estudiar la relacién entre muestras aleatorias simples y
sus poblaciones. En general, para una muestra que no fue seleccionada de forma aleatoria, no
existe una teoria disponible que describa los mecanismos que causaron que la muestra difie-
ra de su poblacién. Por tanto, con frecuencia las muestras que no fueron obtenidas aleatoria-
mente son dificiles de analizar de manera confiable.

En los ejemplos 1.1 a 1.4, las poblaciones constaban de elementos fisicos reales: estu-
diantes de una universidad, bloques de concreto de una pila, pernos de una remesa. Estas po-
blaciones se denominan poblaciones tangibles. Este tipo de poblaciones son siempre finitas.
Después de que se muestrea un elemento, el tamafio de poblacién disminuye en 1. En princi-
pio, uno podria en algunos casos regresar el elemento muestreado a la poblacién, con oportu-
nidad de muestrearlo nuevamente, pero esto rara vez se hace en la practica.

En ingenieria es frecuente que los datos sean producto de mediciones realizadas duran-
te un experimento cientifico, mas que por muestreo de una poblacién tangible. Tomando un
ejemplo simple, imagine que un ingeniero mide la longitud de una varilla cinco veces, hacien-
do las mediciones en la forma mds cuidadosa posible con condiciones idénticas. No importa
qué tan cuidadosamente se hayan hecho las mediciones, diferirdn un poco una de otra, debi-
do a la variacién en el proceso de medicién que no se puede controlar o predecir. Esto dltimo
da como resultado que con frecuencia sea adecuado considerar estos datos como una mues-
tra aleatoria simple de una poblacién. En estos casos, la poblacién consta de todos los valo-
res que posiblemente pueden haber sido observados. Esta poblacion se denomina poblacién
conceptual, ya que no consta de elementos reales.

Una muestra aleatoria simple puede consistir de valores obtenidos en un proceso en
condiciones experimentales idénticas. En este caso, la muestra proviene de una po-
blacién que consta de todos los valores posibles que se han observado. A este tipo
de poblacion se le denomina poblacion conceptual.

El ejemplo 1.5 implica una poblacién conceptual.

Un gedlogo pesa una roca varias veces en una balanza analitica. Cada vez, la balanza da una
lectura ligeramente diferente. ;Bajo qué condiciones se pueden considerar estas lecturas co-
mo una muestra aleatoria simple? ;Cudl es la poblacién?

Solucion

Si las caracteristicas fisicas de la balanza permanecen iguales cada vez que se pesa, se puede
considerar que las mediciones se hacen bajo condiciones idénticas, entonces las lecturas se
pueden considerar como una muestra aleatoria simple. La poblacién es conceptual. Consta de
todas las lecturas que la balanza en principio podria producir.

Observe que en el ejemplo 1.5, son las caracteristicas fisicas del proceso de medicién
las que determinan si los datos constituyen una muestra aleatoria simple. En general, cuando
se decide si un conjunto de datos se puede considerar una muestra aleatoria simple, es muy



1.1 Muestreo 7

util tener una comprensién del proceso que generd los datos. Algunas veces los métodos es-
tadisticos pueden ayudar, especialmente cuando la muestra es grande, pero el conocimiento
del mecanismo que produjo los datos es mds importante.

Se ha disefiado un nuevo proceso quimico que se supone tendrd una produccién mds alta de
cierta sustancia quimica que durante el proceso anterior. Para investigar los resultados de es-
te proceso, lo realizamos 50 veces y registramos los 50 resultados. ;Bajo qué condiciones se-
ria razonable considerar lo anterior como una muestra aleatoria simple? Describa algunas
condiciones bajo las cuales puede no resultar adecuado considerar esto dltimo como una
muestra aleatoria simple.

Solucién

Para responder a esto, primero debemos especificar la poblacion. La poblacion es conceptual
y consta del conjunto de todos los resultados que se obtienen de este proceso, asi como de las
veces que se realizd. Lo que hemos llevado a cabo es un muestreo de los 50 primeros resulta-
dos del proceso. Si y solo si estamos seguros de que los primeros 50 resultados se han gene-
rado en condiciones idénticas y que no difieren en ninguna forma sistémica de los resultados
de futuras realizaciones, podremos tratarlos como una muestra aleatoria simple.

Sin embargo, sea cauteloso. Hay muchas condiciones por las que 50 resultados podrian
dejar de ser una muestra aleatoria simple. Por ejemplo, con procesos quimicos, algunas veces
se da el caso de que realizaciones con resultados altos son seguidas de realizaciones con re-
sultados bajos y viceversa. A veces los resultados tienden a aumentar con el tiempo, confor-
me los ingenieros de proceso aprenden por la experiencia cémo hacer funcionar el proceso de
manera mas eficiente. En estos casos, los resultados no se han generado bajo las mismas con-
diciones y no constituyen una muestra aleatoria simple.

El ejemplo 1.6 muestra nuevamente que un buen conocimiento de la naturaleza del pro-
ceso en estudio es importante para determinar si los datos se pueden considerar como mues-
tra aleatoria simple. Los métodos estadisticos algunas veces se usan para mostrar que un
conjunto de datos dado no representa necesariamente una muestra aleatoria simple. Por ejem-
plo, a veces las condiciones experimentales cambian gradualmente con el tiempo. Un método
simple, pero efectivo para detectar esta condicidn, es realizar una grafica con las observacio-
nes en el orden en que se tomaron. Una muestra aleatoria simple no debe mostrar ningtn pa-
trén o tendencia obvia.

La figura 1.1 presenta las graficas de tres muestras en el orden en que se tomaron. La
gréfica de la figura 1.1a muestra un patrén oscilatorio. La gréfica en la figura 1.15 muestra
una tendencia creciente. Ninguna de estas muestras se debe tratar como muestra aleatoria sim-
ple. La grafica en la figura 1.1¢ no parece mostrar ningtin patrén o tendencia obvia. Podria ser
apropiado tratar estos datos como una muestra aleatoria simple. Sin embargo, antes de tomar
esa decision, es atin importante pensar acerca del proceso que produjo estos datos, ya que pue-
de haber cuestiones que no son evidentes en la gréifica (véase el ejemplo 1.7).

A veces la pregunta respecto de si un conjunto de datos es una muestra aleatoria sim-
ple, depende de la poblacién en estudio. Se puede dar el caso para el cual una grifica pueda
parecer buena, aun cuando los datos no sean una muestra aleatoria simple. En el ejemplo 1.7
se da un caso.
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FIGURA 1.1 Tres grificas de valores observados contra el orden en que se hicieron. a) Los valores indican un patrén de-
finido en el tiempo. Esta no es una muestra aleatoria simple. b) Los valores muestran una tendencia en el tiempo. Esta no
es una muestra aleatoria simple. ¢) Los valores no muestran un patrén o tendencia. Puede ser adecuado tratar estos datos co-
mo una muestra aleatoria simple.

Jleenqﬂo
Un nuevo proceso quimico se realiza diez veces cada mafiana durante cinco dias consecuti-
1.7 vos. Una gréfica de los resultados en el orden en que aparecieron no presenta ningin patrén
o tendencia obvia. Si el nuevo proceso se pone en produccién, haciéndolo funcionar diez ho-
ras todos los dias, desde las 7 a.m. hasta las 5 p.m. ;Es razonable considerar que los 50 resul-
tados sean una muestra aleatoria simple? ;Qué ocurre si el proceso esta siempre funcionando
por la mafiana?

Solucién
Debido a que se intenta poner en funcionamiento el nuevo proceso tanto durante la mafiana
como en la tarde, la poblacién consta de todos los resultados que alguna vez se observaran,
incluyendo tanto las realizaciones por la mafiana como por la tarde. La muestra se toma s6lo
de la parte de la poblacién de los resultados matutinos; por tanto, no es una muestra aleatoria
simple. Hay muchas cosas que podrian estar equivocadas si esto se usa como una muestra
aleatoria simple. Por ejemplo, las temperaturas ambientales pueden ser diferentes entre la ma-
flana y la tarde, ello podria afectar los resultados.

Si el proceso funcionara sélo por la mafiana, entonces la poblacién constaria sélo de re-
sultados matutinos. Debido a que la muestra no presenta ningtn patrén o tendencia obvia,
bien podria ser apropiado considerarla como muestra aleatoria simple.

Independencia

Se dice que los elementos en una muestra son independientes si al conocer los valores de al-
gunos de ellos no ayuda a predecir los valores de los otros. Con una poblacién finita y tangi-
ble, los elementos en una muestra aleatoria simple no son estrictamente independientes, ya
que cuando se extrae cada elemento, la poblacién cambia. Este cambio puede ser importante
cuando la poblacién es pequefia. Sin embargo, cuando la poblacién es muy grande, este cam-
bio resulta insignificante y los elementos se pueden tratar como si fueran independientes.
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Para ilustrar esta idea, imagine que se toma una muestra aleatoria simple de dos elemen-
tos de la poblacion

] [of [] [

Para la primera extraccion, los nimeros 0 y 1 son igualmente probables. Pero el valor del se-
gundo elemento estd evidentemente influido por el primero; si el primero es 0, es mds proba-
ble que el segundo sea 1 y viceversa. Por tanto, los elementos de la muestra son dependientes.
Ahora suponga que sacamos una muestra de tamafio 2 de esta poblacién:

Un millén IE’ 's Un millén 's

Nuevamente en la primera extraccion, los nimeros O y 1 son igualmente probables. Pero a di-
ferencia del ejemplo anterior, también estos dos valores permanecen casi de la misma manera
en la segunda extraccion, sin que importe lo que sucede en la primera extraccién. Con pobla-
ciones grandes, los elementos de la muestra son para todos los propdsitos pricticos indepen-
dientes.

Es razonable preguntarse qué tan grande debe ser una poblacion para que los elemen-
tos en una muestra aleatoria simple se traten como independientes. Una regla general sefiala
que cuando se toma una muestra de una poblacién finita, los elementos se pueden tratar co-
mo independientes en tanto la muestra consista de 5% o menos de la poblacién.

Curiosamente, es posible hacer que una poblacién se comporte como si fuera infinita-
mente grande, reemplazando cada elemento después de que se ha muestreado. Este método
se denomina muestreo con reemplazo. Con este método la poblacion es exactamente la mis-
ma en cada extraccion y los elementos muestreados son realmente independientes.

Con una poblacién conceptual, se requiere que los elementos de la muestra se produz-
can en condiciones experimentales idénticas. En particular, ningiin valor de muestra puede in-
fluir en las condiciones bajo las cuales se producen los otros. Por tanto, los elementos en una
muestra aleatoria simple de una poblacién conceptual se pueden tratar como independientes.
Podemos pensar que una poblacioén conceptual es infinita, o de manera equivalente que los
elementos se muestrean con reemplazo.

B Los elementos en una muestra son independientes si el conocimiento de algunos
de los valores de los elementos no ayuda a predecir los valores de los otros.

B Los elementos en una muestra aleatoria simple se pueden tratar como indepen-
dientes en muchos casos que se encuentran en la practica. Ocurre una excepcion
cuando la poblacion es finita y la muestra consiste de una parte importante (mas
de 5%) de la poblacién.
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Otros métodos de muestreo

Ademads del muestreo aleatorio simple, existen otros métodos de muestreo que son ttiles en
diversas situaciones. En el muestreo ponderado a algunos elementos se les da una mayor
oportunidad que a los otros para ser seleccionados, de la misma manera que en una loteria en
la que algunas personas tienen mds boletos que otros. En el muestreo aleatorio estratifica-
do, la poblacién se divide en subpoblaciones, llamadas estratos y se extrae una muestra aleato-
ria simple de cada estrato. En el muestreo agrupado, los elementos se extraen de la poblacién
en grupos o conglomerados. El muestreo agrupado es ttil cuando la poblacién es demasiado
grande y se encuentra extendida de tal forma que es posible tomar una muestra aleatoria sim-
ple. Por ejemplo, muchos de los organismos del gobierno estadounidense usan muestreo agru-
pado para muestrear a la poblacién de los Estados Unidos para medir factores socioldgicos,
como ingresos y nimero de desempleados. Una buena fuente de informacién acerca de mé-
todos de muestreo es Cochran (1977).

El muestreo aleatorio simple no es el tinico método vélido de muestreo aleatorio. Pero
es el mds importante y se le prestard la mayor parte de la atencién. Por el momento, a menos
que se indique otra cosa, se considerard que los términos “muestra” y “muestreo aleatorio”
significan “muestra aleatoria simple”.

Tipos de experimentos

Hay muchas clases de experimentos que se pueden usar para generar datos. Describiremos
brevemente algunos de ellos. En un experimento de una-muestra, hay sélo una poblacién de
interés y se extrae inicamente una muestra de ésta. Por ejemplo, imagine que se ha disefiado
un proceso para producir polietileno que se usard para hacer tubos. En este contexto, un ex-
perimento mediante el cual se producen algunas muestras de polietileno y se mide la fuerza
de tension de cada una constituye un experimento de una-muestra. Se considera que las fuer-
zas medidas representan una muestra aleatoria simple de una poblacién conceptual de todas
las fuerzas posibles que se pueden observar en las muestras fabricadas por este proceso. Los
experimentos del tipo una-muestra se pueden usar para determinar si un proceso satisface
cierta norma; por ejemplo, si tienen la fuerza suficiente para una aplicacién dada.

En un experimento de muestras-multiples, hay dos o més poblaciones de interés y se
toma una muestra de cada poblacién. Por ejemplo, si estdn compitiendo algunos procesos pa-
ra ser considerados en la fabricacién de polietileno y se miden las fuerzas de tensién en una
muestra de los elementos de cada proceso, se entiende que éste es un experimento de mues-
tras-multiples. A cada proceso le corresponde una poblacién distinta y a las mediciones he-
chas sobre los elementos de un proceso dado se les considera una muestra aleatoria simple de
esa poblacién. El propdsito habitual de los experimentos de muestras-multiples es hacer com-
paraciones entre las poblaciones. En este ejemplo, el propdsito podria ser que se determine el
proceso que produce la mayor fuerza o que se determine si hay alguna diferencia en las fuer-
zas en el polietileno que se produjo mediante los diferentes procesos.

En muchos experimentos de muestras-multiples, las poblaciones se distinguen entre si
al cambiar uno o mds factores que pueden afectar el resultado. A estos experimentos se les
llama experimentos factoriales. Por ejemplo, G. Fredrickson, en su tesis de maestria en la
Escuela de Minas, de Colorado, midi6 la dureza ante el impacto de la muesca Charpy V para
un importante nimero de soldaduras. Cada soldadura estaba hecha de uno de dos tipos de me-
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tales base y se habia medido su dureza a diferentes temperaturas. Este fue un experimento fac-
torial con dos factores: el metal base y la temperatura. Los datos consistian de varias medi-
ciones de la dureza hechas con combinaciones del metal base y la temperatura. En un
experimento factorial, cada combinacién de los factores para los cuales se recopilan datos de-
fine una poblacién y se extrae una muestra aleatoria simple de cada poblacién. El propésito
de un experimento factorial es determinar cémo afecta el resultado al cambiar los niveles de
los factores. En su experimento, Fredrickson encontrd que para cada tipo de metal base, la du-
reza no es afectada por la temperatura a menos que esta ultima estuviese en un nivel muy ba-
jo, debajo de —100°C. Conforme la temperatura se reducia de —100°C a —200°C, la dureza
bajaba uniformemente.

Tipos de datos

Cuando se asigna una cantidad numérica a cada elemento de una muestra, al conjunto de va-
lores resultante se le llama numérico o cuantitativo. En algunos casos, los elementos de la
muestra son puestos en categorias. Entonces los datos son categéricos o cualitativos. En el
ejemplo 1.8 se presenta un caso.

En el articulo “Hysteresis Behavior of CFT Column to H-Beam Connections with External T-
Stiffeners and Penetrated Elements” (C. Kang, K. Shin y colaboradores, Engineering Struc-
tures, 2001:1194-1201) se reportaron los resultados de las pruebas de carga ciclicas en una
columna tubular llena de concreto (CFT) para conexiones soldadas de vigas-H. Se cargaron
algunos especimenes de prueba hasta que fallaron. Algunas fallas ocurrieron en la unién sol-
dada; otras ocurrieron al doblarse la viga misma. Para cada muestra se registré la posicion de
la falla, junto con el par de torsion aplicado en la falla [en kilonewton-metros (kKN - m)]. Los
resultados para las primeras cinco muestras fueron los siguientes:

Par de torsion Posicion
Muestra (kN - m) de la falla
1 165 Soldadura
2 237 Viga
3 222 Viga
4 255 Viga
5 194 Soldadura

(Qué datos son numéricos y cudles categdricos?

Solucion
Los pares de torsién, en la columna de en medio, son datos numéricos. Las posiciones de la
falla, en la columna de la derecha, son datos categéricos.
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Ejercicios para la seccion 1.1

1.

Cada uno de los siguientes procesos implica el muestreo de
una poblacién. Defina la poblacién y diga si es tangible o
conceptual.

a) Se recibe una remesa de pernos de un distribuidor. Para
verificar si la remesa es aceptable respecto de la fuerza
de corte, un ingeniero selecciona diez pernos, uno tras
otro, del recipiente para probarlos.

b) La resistencia de cierto resistor se mide cinco veces con
el mismo Shmetro.

¢) Un estudiante de posgrado que se especializa en ciencia
ambiental forma parte de un equipo de estudio que esta
evaluando el riesgo para la salud humana de cierto con-
taminante presente en el agua de la llave en su pueblo.
Una parte del proceso de evaluacion implica calcular la
cantidad de tiempo que las personas que viven en ese
pueblo estd en contacto con el agua de la llave. El estu-
diante convence a los residentes del pueblo para que lle-
ven una agenda mensual, detallando la cantidad de
tiempo que estdn en contacto con el agua de la llave dia
con dfa.

d) Se hacen ocho soldaduras con el mismo proceso y se
mide la fuerza en cada una.

e) Un ingeniero responsable del control de calidad tiene
que calcular el porcentaje de piezas fabricadas defectuo-
sas en determinado dia. A las 2:30 de la tarde muestrea
las dltimas 100 piezas fabricadas.

Si usted quisiera calcular la altura media de todos los estu-
diantes en una universidad, ;cudl de las siguientes estrate-
gias de muestreo serfa la mejor? jPor qué? Observe que
ninguno de los métodos son realmente muestras aleatorias
simples.

i) Medir la estatura de 50 estudiantes que se encuentran en
el gimnasio durante el juego de basquetbol en la escuela.

ii) Medir la estatura de todos los especialistas en ingenieria.

iii) Medir la estatura de los estudiantes, eligiendo el primer
nombre de cada pagina de la guia telefénica del campus
universitario.

Verdadero o falso:

a) Una muestra aleatoria simple garantiza que refleja exac-
tamente a la poblacién de la que se extrajo.

b) Una muestra aleatoria simple esta libre de cualquier ten-
dencia sistémica en diferir de la poblacion de la que se
extrajo.

Una ingeniera de control de calidad extrae una muestra
aleatoria simple de 50 anillos-O de un lote de varios miles.
Mide el espesor de cada uno y descubre que 45 de ellos,

Muestreo y estadistica descriptiva

5.

90%, cumple con cierta especificacién. ;Cudl de los si-
guientes enunciados es correcto?

i) La proporciéon de anillos-O en el lote completo que
cumple con la especificaciéon probablemente es igual a
90 por ciento.

ii) La proporcion de anillos-O en el lote completo que
cumple con la especificacién probablemente estd cerca
de representar 90%, pero probablemente no es igual al
total.

Se ha usado durante mucho tiempo un proceso para la fabri-
cacion de botellas de plastico y se sabe que 10% de éstas se
encuentra defectuoso. Se esta probando un nuevo proceso
que, se supone, reduce la proporcién de defectos. En una
muestra aleatoria simple de 100 botellas producidas con el
nuevo proceso, diez estaban defectuosas.

a) Uno de los ingenieros sugiere que la prueba demuestra
que el nuevo proceso no es mejor que el proceso ante-
rior, ya que la proporcién de defectos es la misma. jEs
ésta una conclusion justificada? Explique.

b) Suponga que hubieran sido solamente nueve las botellas
defectuosas de la muestra de 100. ;Esto habria probado
que el nuevo proceso es mejor? Explique.

¢) (Qué resultado presenta pruebas mas evidentes de que
el nuevo proceso es mejor: encontrar nueve botellas de-
fectuosas en la muestra o encontrar dos botellas defec-
tuosas en la muestra?

Con referencia al ejercicio 5. Verdadero o falso:

a) Si la proporcién de defectos en la muestra es menor a
10%, es confiable concluir que el nuevo proceso es mejor.

b) Si la proporcion de defectos en la muestra es sélo ligera-
mente menor a 10%, la diferencia bien podria ser com-
pletamente atribuible a la variacion del muestreo y no es
confiable concluir que el nuevo proceso es mejor.

¢) Sila proporcion de defectos en la muestra es mucho me-
nor a 10%, es muy poco probable que la diferencia sea
atribuible completamente a la variacién del muestreo,
por lo que es confiable llegar a la conclusién de que el
NUEVO Proceso es mejor.

d) No importa qué tan pocos defectos aparezcan en la
muestra, el resultado bien podria ser completamente
atribuible a la variacién del muestreo, por lo que no es
confiable concluir que el nuevo proceso es mejor.

Para determinar si una muestra se debe tratar como una
muestra aleatoria simple, ;qué es mas importante: un buen
conocimiento de la estadistica o un buen conocimiento del
proceso que produce los datos?
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1.2 Resumen estadistico

Con frecuencia una muestra constituye una larga lista de nimeros. Para ayudar a que las ca-
racteristicas de una muestra sean evidentes, se calcula el resumen estadistico. Las dos cantida-
des mds usadas en el resumen estadistico son la media de la muestra y la desviacion
estandar de la muestra. La primera indica el centro de los datos y la segunda sefiala cémo
estan distribuidos los datos.

Media muestral

La media muestral también se llama “media aritmética”, o, simplemente, “promedio”. Repre-
senta la suma de los niimeros en la muestra, dividido entre la cantidad total de nimeros que hay.

Definicion

Sea Xj, . . ., X, una muestra. La media muestral es

1
X=;fo (1.1)

Observe que se acostumbra usar una letra con una barra encima de ésta (por ejemplo X ) pa-
ra denotar la media de una muestra. También observe que la media muestral tiene las mismas
unidades que los valores de la muestra Xj, . . . , X,

Una muestra aleatoria simple de cinco hombres se elige de entre una gran poblacién de hom-
bres y se mide su estatura. Las cinco cifras de estatura (en pulgadas) son 65.51, 72.30, 68.31,
67.05 y 70.68. Encuentre la media muestral.

Solucion
Usamos la ecuacién (1.1). La media muestral es

- 1
X = 5(65.51 +72.30 + 68.31 4 67.05 + 70.68) = 68.77 pulgadas.

Desviacion estandar

He aqui dos series de datos: 28, 29, 30, 31, 32 y 10, 20, 30, 40, 50. Ambas tienen la misma
media de 30. Pero obviamente difieren en una manera importante que no es captada por la me-
dia: la segunda serie es mucho mas dispersa que la primera. La desviacién estandar es una
cantidad que mide el grado de dispersién en una muestra.

Sea X, . . ., X, una muestra. La idea bdsica detrds de la desviacién estdndar es que cuan-
do la dispersién es grande, los valores de la muestra tenderdn a alejarse de su media, pero
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cuando la dispersién es pequeiia, los valores tenderan a acercarse a su media. En este contex-
to, el primer paso en el calculo de la desviacion estandar es calcular las distancias (también
llamadas desviaciones) de cada valor de la muestra a la media de la muestra. Las desviacio-
nes son (X; — X), ..., (X, — X). Ahora algunas de estas desviaciones son positivas y otras
negativas. Las desviaciones grandes, tanto negativas como positivas, son indicadores de la
dispersion. Para hacer todas las desviaciones positivas se elevan al cuadrado, con lo que se
obtienen las desviaciones al cuadrado (X; — XY, ..., X, — X)X A partir de las desviacio-
nes al cuadrado se puede calcular una medida de la dispersion llamada la varianza muestral.
Esta constituye el promedio de las desviaciones al cuadrado, excepto que lo dividimos en-
tre n — 1 en lugar de n. Se acostumbra denotar a la varianza muestral con s°.

Definicion

Sea X, . . ., X,, una muestra. La varianza muestral es la cantidad

R~ -
=D (X =X) (12)

n ;
i=1

Una férmula equivalente, que puede ser mds féacil de calcular, es

1 " R
2 2
= E X5 —nX 1.3
s n—1 P i (13)

Mientras que la varianza muestral es una cantidad importante, tiene una seria desventaja
como una medida de la dispersién. Sus unidades no son las mismas que las unidades de los va-
lores de la muestra; éstas tienen unidades al cuadrado. Para obtener una medida de la dispersion
cuyas unidades sean las mismas que las de los valores de la muestra, simplemente se toma la
raiz cuadrada de la varianza. Esta cantidad se denomina desviacién estandar muestral. Se
acostumbra denotar a la desviacién estindar muestral por la letra s (la raiz cuadrada de 5.

Definicion

Sea X|, . .., X, una muestra. La desviacién estandar muestral es la cantidad

n

1 _
— D X - X)? (1.4)

i=1

S =

Una férmula equivalente, que puede ser mds facil de calcular, es

1 " _2
= X2 —nX
s — ; - (1.5)

La desviacién estdndar muestral constituye la raiz cuadrada de la varianza muestral.
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Es natural preguntarse por qué la suma de las desviaciones al cuadrado se divide entre
n — 1 en lugar de n. El propésito de calcular la desviacién estandar muestral es calcular la
cantidad de la dispersién en la poblacién de la cual se extrajo aquélla. Por tanto, idealmente
se calcularian las desviaciones de la media de todos los elementos de la poblacién, en vez de
las desviaciones de la media de la muestra. Sin embargo, la media de la poblacién general-
mente no se conoce, por lo que en su lugar se usa la media de la muestra. Es un hecho mate-
madtico que las desviaciones alrededor de la media muestral tienden a ser un poco mas
pequeiias que las desviaciones alrededor de la media poblacional y que al dividir entre n — 1
en vez de n proporciona la rectificacién correcta.

Encuentre la varianza muestral y la desviacién estdndar muestral para los datos de las estatu-
ras del ejemplo 1.9.

Solucién
Primero se calcular4 la varianza muestral usando la ecuacién (1.2). La media muestral es X =
68.77 (véase el ejemplo 1.9). La varianza muestral es, por tanto,

1
52 = Z[(65.51 — 68.77)% + (72.30 — 68.77)> + (68.31 — 68.77)>
+(67.05 — 68.77)% + (70.68 — 68.77)%] = 7.47665

Por otra parte, se puede usar la ecuacion (1.3):
21 2 2 2 2 2 2
sT= 1[65.51 + 72.30° + 68.31° + 67.05° 4 70.68~ — 5(68.77°)] = 7.47665

La desviacion estandar muestral es la raiz cuadrada de la varianza muestral:

s = 7.47665 = 2.73

(Qué le pasaria a la media, a la varianza y a la desviacién estdndar muestrales si la es-
tatura de los estudiantes en el ejemplo 1.9 fuera medida en centimetros en vez de pulgadas?
Denotemos la estatura en pulgadas por X, X,, X3, X,, X5 y la estatura en centimetros por Y,
Y,, Y3, Y4, Ys. Entonces, la relacién entre las X; y las Y; estd dada por Y; = 2.54 X,. Si regresa
al ejemplo 1.9, convierte a centimetros y calcula la media muestral, encontrard que las medias
de la muestra en centimetros y en pulgadas estdn relacionadas por la ecuacién ¥ = 2.54 X .
Por consiguiente, si multiplicamos cada elemento de la muestra por una constante, la media
de la muestra se multiplica por la misma constante. En cuanto a la varianza de la muestra, se
encontrard que las desviaciones estan relacionadas por la ecuacién (Y; — Y) = 2.54 (X; — X).
Por tanto, 5, = 2.54°s; y sy = 2.54sy.

(Qué sucede si cada hombre en la muestra utilizé zapatos que elevaron su estatura dos
pulgadas? Entonces cada estatura de la muestra aumenta dos pulgadas y la media de la mues-
tra también en esa proporcién. En general, si se agrega una constante a cada elemento de la
muestra, la media de la muestra aumenta (o disminuye) en la misma constante. Sin embargo,
las desviaciones no cambian, por lo que la varianza y la desviacién estdndar de la muestra no
se ven afectadas.
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B SiX,...,X,esunamuestray Y; = a + bX;, donde a y b son constantes, entonces
Y=a+ bX.
B SiX,...,X,esunamuestray Y; = a + bX,, donde a y b son constantes, entonces

2 22
sy = b7sx, y sy = |Dlsx.

Datos atipicos

A veces una muestra puede contener algunos puntos que son mucho mds grandes o pequefios
que el resto. Estos puntos se llaman datos atipicos. Véase la figura 1.2 como ejemplo. A ve-
ces los datos atipicos son resultado de errores al ingresar datos; por ejemplo, un punto deci-
mal perdido puede dar como resultado un valor que es de un orden de magnitud diferente del
resto. Los datos atipicos se deben examinar siempre y cualquiera de ellos que se encuentre es
resultado de un error que se debe corregir o eliminar. Aunque no todos los datos atipicos son
errores. A veces una poblacién podria contener algunos valores que son muy diferentes del
resto y los datos atipicos en la muestra reflejan este hecho.

FHHAHEK
Atipico

FIGURA 1.2 Conjunto de datos que contiene un dato atipico.

Los datos atipicos representan un verdadero problema para los analistas de datos. Co-
mo consecuencia de lo anterior, cuando las personas ven datos atipicos en sus datos, tratan de
encontrar una razén o un pretexto para eliminarlos. Sin embargo, un dato atipico no se debe
eliminar, a menos que se tenga la seguridad de que es resultado de un error. Cabe sefialar que,
si una poblacién realmente contiene datos atipicos y son eliminados de la muestra, esta ulti-
ma no caracterizara correctamente a la poblacion.

Mediana muestral

La mediana, al igual que la media, representa una medida de tendencia central de los datos.
Para calcular la mediana de una muestra, ordene los valores del mas pequefio al mds grande.
La mediana es el nimero de en medio. Si el tamafio de la muestra es un niimero par, se acos-
tumbra tomar a la mediana muestral como el promedio de los dos nimeros de en medio.

Definicion
Si n ndmeros estdn ordenados del mds pequefio al mas grande:
B Sin es impar, la mediana muestral es el niimero en la posicién ntl
2
B Sin es par, la mediana muestral representa el promedio de los nimeros en las

posiciones % y % + 1.
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Encuentre la mediana muestral para los datos de la estatura en el ejemplo 1.9.

Soluciéon
Las cifras de los cinco casos de estatura, en orden creciente, son 65.51, 67.05, 68.31, 70.68,
72.30. La mediana muestral es el nimero de en medio, que es 68.31.

La mediana se usa con frecuencia como una medida de tendencia central para muestras
que contienen datos atipicos. Con el propdsito de saber por qué, considere que la muestra
consta de los valores 1, 2, 3, 4 y 20. La media es 6 y la mediana es 3. Es razonable pensar que
la mediana es mds representativa de la muestra que la media. Véase la figura 1.3.

]

Mediana Media

FIGURA 1.3 Cuando una muestra contiene datos atipicos, la mediana podria ser mas
representativa de la muestra que la media.

La media recortada

De la misma manera que la mediana, la media recortada es una medida de tendencia central
que se disefié para que no esté afectada por datos atipicos. La media recortada se calcula al
arreglar los valores de la muestra en orden, “recortar” un niimero igual a partir de cada extre-
mo y calcular la media de los restantes. Si se “recorta” el p% de los datos de cada extremo,
la media recortada resultante se denomina “media recortada un p%”. No existe formula ni fa-
cil ni dificil para saber cudntos valores se deben recortar. Las mds comunes son las medias
recortadas al 5, 10 y 20%. Observe que la mediana se puede pensar como una forma extrema
de la media recortada, obtenida de recortar todo, excepto uno o dos valores de en medio de la
muestra.

Debido a que el nimero de puntos de datos recortados debe ser un nimero entero, en
muchos casos es imposible recortar los porcentajes exactos que se piden de los datos. Si el ta-
mafio muestral se denota por n y se desea recortar un p%, el nimero de datos a ser recorta-
dos es np/100. Si éste no es un nimero entero, lo mds sencillo que se debe hacer cuando se
calcula manualmente es redondear al nimero entero mas cercano y recortar esa cantidad.

En el articulo “Evaluation of Low-Temperature Properties of HMA Mixtures” (P. Sebaaly, A.
Lake y J. Epps, en Journal of Transportation Engineering, 2002:578-583) se midieron los si-
guientes valores de la tensién de fractura (en megapascales) para una muestra de 24 mezclas
de asfalto mezclado caliente (HMA).

30 75 79 80 80 105 126 138 149 179 179 191
223 232 232 236 240 242 245 247 254 274 384 470
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Calcule la media, mediana y las medias recortadas a 5, 10 y 20 por ciento.

Solucion

La media se encuentra promediando los 24 nimeros, con base en ello se obtiene un valor de
195.42. La mediana es el promedio del 12avo. y 13avo. nimeros, que es (191 + 223)/2 =
207.00. Para calcular la media recortada a 5%, debemos eliminar 5% de los datos de cada ex-
tremo. Se obtienen (0.05)(24 ) = 1.2 observaciones. Redondeamos 1.2 a 1 y recortamos una
observacién de cada extremo. La media recortada a 5% constituye el promedio de los 22 nu-
meros restantes:

75+79 + -+ 274 + 384

= 190.45
22

Para calcular 1a media recortada a 10%, redondee (0.1)(24) = 2.4 a 2. Elimine dos observa-
ciones de cada extremo y después determine el promedio de las 20 restantes:

79 +80 + - - + 254 + 274
20

= 186.55

Para calcular la media recortada a 20%, redondee (0.2)(24) = 4.8 a 5. Elimine cinco obser-
vaciones de cada extremo y después determine el promedio de las 14 restantes:

105 4 126 + - - - 4 242 4 245
14

= 194.07

La moda y el rango

La moda y el rango son resimenes estadisticos de uso limitado, pero que en ocasiones se
aprecian visualmente. La moda muestral es el valor que tiene mas frecuencia en una muestra.
Si algunos valores tienen una frecuencia igual, cada uno representa una moda. El rango es la
diferencia entre los valores mas grandes y mds pequefios en una muestra. Es una medida de
la dispersion, pero rara vez se usa, porque depende solamente de los dos valores extremos y
no proporciona ninguna informacién acerca del resto de la muestra.

Encuentre las modas y el rango para la muestra del ejemplo 1.12.

Solucién
Hay tres modas: 80, 179 y 232. Cada uno de estos valores aparece dos veces y ningtin otro
valor aparece mds de una vez. El rango es 470 — 30 = 440.

Cuartiles

La mediana divide la muestra a la mitad. Los cuartiles la dividen tanto como sea posible en
cuartos. Una muestra tiene tres de aquéllos. Existen diferentes formas de calcular cuartiles, pe-
ro todas dan aproximadamente el mismo resultado. El método mds simple cuando se calcula
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manualmente es el siguiente: Sea n el tamafio de la muestra. Ordene los valores de la muestra
del més pequefio al mas grande. Para encontrar el primer cuartil, calcule el valor 0.25(n + 1).
Si éste es un entero, entonces el valor de la muestra en esa posicién es el primer cuartil. Si no,
tome entonces el promedio de los valores de la muestra de cualquier lado de este valor. El ter-
cer cuartil se calcula de la misma manera, excepto que se usa el valor 0.75(n + 1). El segun-
do cuartil usa el valor 0.5(n + 1). El segundo cuartil es idéntico a la mediana. Observe que
algunos software usan métodos ligeramente diferentes para calcular cuartiles, por lo que sus
resultados no pueden ser exactamente los mismos que los obtenidos por el método que aqui
se describi6.

Encuentre el primer y tercer cuartil de los datos que se refieren al asfalto en el ejemplo 1.12.

Solucion

El tamafio de la muestra es n = 24. Para encontrar el primer cuartil, calcule (0.25)(25) = 6.25.
Por tanto, el primer cuartil se encuentra determinando el promedio del 60. y 70. puntos de da-
tos, cuando la muestra se arregla en orden creciente. Se obtiene (105 + 126)/2 = 115.5. Pa-
ra encontrar el tercer cuartil, calcule (0.75)(25) = 18.75. Promediamos los puntos de los datos
18avo. y 19avo., con lo que se obtiene (242 + 245)/2 = 243.5.

Percentiles

El p-ésimo percentil de una muestra, para un nimero p entre 0 y 100, divide a la muestra tan-
to como sea posible, el p% de los valores de la muestra es menor que el p-ésimo percentil y
el (100 — p)% son mayores. Hay muchas maneras para calcular los percentiles; con todas se
obtienen resultados similares. Aqui se describe un método similar al método descrito para cal-
cular cuartiles. Ordene los valores de la muestra del mas pequefo al mas grande y después
calcule la cantidad (p/100)(n + 1), donde n es el tamafio de la muestra. Si esta cantidad es un
entero, el valor de la muestra en esta posicion es el p-ésimo percentil. Por otro lado, prome-
die los dos valores de la muestra en cualquier lado. Observe que el primer cuartil es el 25avo.
percentil, la mediana es el 50avo. percentil y el tercer cuartil es el 75avo. percentil. Algunos
software usan métodos ligeramente diferentes para el cdlculo de los percentiles, asi que sus
resultados podrian ser un poco diferentes de los obtenidos por este método.

Los percentiles con frecuencia se usan para interpretar puntajes de exdmenes estanda-
rizados. Por ejemplo, si a una estudiante se le informa que su puntaje en un examen de ingre-
so a la universidad estd en el 64avo. percentil, esto significa que 64% de los estudiantes que
presentaron el examen obtuvo puntajes inferiores.

Encuentre el 65avo. percentil de los datos del caso de asfalto en el ejemplo 1.12.

Solucion

El tamafio de la muestra es n = 24. Para encontrar el 65avo. percentil, calcule (0.65)(25) = 16.25.
Por tanto, el 65avo. percentil se encuentra al determinar el promedio del 16avo. y 17avo. puntos
de datos, cuando la muestra se arregla en orden creciente. Se obtiene (236 + 240)/2 = 238.
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En la practica, con frecuencia un resumen estadistico como se ha descrito aqui se cal-
cula en computadora, usando un software estadistico. El resumen estadistico de datos se co-
noce como estadistica descriptiva porque describe los datos. Presentamos un ejemplo del
calculo del resumen estadistico del software MINITAB. Después mostraremos como se pue-
den usar estas estadisticas para descubrir algunas caracteristicas importantes de los datos.

Para su tesis doctoral, J. Yanowitz, de la Escuela de Minas, de Colorado, investigd los
factores que afectan las emisiones de un vehiculo diesel, obtuvo datos acerca de la emision
de particulas (EP) para una muestra de 138 vehiculos conducidos en bajas altitudes (cerca del
nivel del mar) y para una muestra de 62 vehiculos conducidos a grandes altitudes (aproxima-
damente a una milla del nivel del mar). Todos los vehiculos se fabricaron entre 1991 y 1996.
Las muestras contenian proporciones parecidas de vehiculos de bajo y alto kilometraje. Los
datos, en unidades de gramos de particulas por galén de combustible consumido, se presen-
tan en las tablas 1.1 y 1.2. A grandes altitudes, la presién barométrica es mas baja, asi la ra-
z6n de eficiencia aire/combustible también es mds baja. Por esta razén se pensé que la
emisién de particulas podria ser mayor a grandes a altitudes. Nos gustaria comparar las mues-
tras para determinar si los datos apoyan este supuesto. Es dificil hacer esto con sélo exami-
nar los datos de las tablas. Calcular el resumen estadistico de los datos hace el trabajo mucho
mads facil. La figura 1.4 presenta el cdlculo con MINITAB de este resumen estadistico para
ambas muestras.

TABLA 1.1 Emisién de particulas (EP) (en g/gal) para 138 vehiculos conducidos a altitud baja

1.50
1.48
2.98
1.40
3.12
0.25
6.73
5.30
9.30
6.96
7.21

0.87
1.06
7.39
1.37
2.37
0.53
7.82
3.93
6.50
5.78
4.67

1.12 1.25 346 1.11 1.12 0.88 1.29 0.94 0.64 1.31 2.49
1.11 215 086 1.81 1.47 1.24 1.63 2.14 6.64 4.04 248
266 11.00 457 438 0.87 1.10 1.11 0.61 1.46 097 090
1.81 1.14 1.63  3.67 0.55 2.67 2.63 3.03 1.23 1.04 1.63
2.12 2.68 1.17  3.34 3.79 1.28 2.10 6.55 1.18 3.06 048
3.36 347 274 1.88 5.94 4.24 3.52 3.59 3.10 333 458
4.59 512 5.67 4.07 4.01 2.72 3.24 5.79 3.59 348 296
3.52 296 312 1.07 5.30 5.16 7.74 541 3.40 497 11.23
4.62 545 493  6.05 5.82 10.19 3.62 2.67 2.75 892 993
9.14  10.63 823 6.83 5.60 5.41 6.70 5.93 4.51 9.04 771
4.49 463 280 2.16 2.97 3.90

TABLA 1.2 Emisién de particulas (EP) (en g/gal) para 62 vehiculos conducidos a gran altitud

7.59
2.06
8.86
8.67
5.61

6.28
4.04
4.40
9.52
1.50

6.07 523 554 346 2.44 3.01 13.63 13.02 23.38 924 322

17.11  12.26 1991  8.50 7.81 7.18 6.95 18.64 7.10 6.04  5.66
3.57 4.35 384 237 3.81 532 5.84 2.89 4.68 1.85 9.14
268 10.14 920 731 2.09 6.32 6.53 6.32 2.01 5.91 5.60
6.46 529 564 207 1.11 332 1.83 7.56
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Descriptive Statistics: LowAltitude, HiAltitude

Variable N Mean SE Mean TrMean StDev
LoATtitude 138 3.715 0.218 3.526 2.558
HiAltitude 62 6.596 0.574 6.118 4.519
Variable Minimum Q1 Median Q3 Maximum
LoATtitude 0.250 1.468 3.180 5.300 11.230
HiAltitude 1.110 3.425 5.750 7.983 23.380

FIGURA 1.4 Resultados arrojados por MINITAB que presenta la estadistica descriptiva
para los datos de EP de las tablas 1.1 y 1.2.

En la figura 1.4, la letra “N” denota el tamafio muestral. Enseguida estd la media mues-
tral. La siguiente cantidad (SE Mean) es el error estandar de la media. Este dltimo es igual
a la desviacion estandar dividido entre la raiz cuadrada del tamafio muestral. Esta es una can-
tidad que no se usa mucho como una estadistica descriptiva, aunque es muy importante en
aplicaciones como la construccién de intervalos de confianza y pruebas de hipétesis, que se
presentardn en los capitulos 5 y 6. Enseguida del error estdndar de la media estd la media re-
cortada al 5% (TrMean) y la desviacion estandar. Por ultimo, en el segundo bloque de resul-
tados se proporciona el minimo, mediano y maximo, asi como el primer y tercer cuartiles (Ql
y Q3). Se observa que los valores de los cuartiles producidos por el software son ligeramen-
te diferentes de los valores que se calcularian con los métodos que hemos descrito. Esto no es
sorprendente, debido a que hay diferentes maneras de calcular estos valores. Las diferencias
no son lo suficientemente grandes para que tengan alguna importancia practica.

El resumen estadistico indica muchas diferencias en las emisiones de EP entre los ve-
hiculos de gran y baja altura. Primero, observe que la media es efectivamente mas grande pa-
ra vehiculos a gran altura que para vehiculos de baja altura (6.60 contra 3.71), lo que apoya
la hipétesis de que las emisiones tienden a ser mayores a grandes altitudes. Ahora observe que
el valor maximo para vehiculos en grandes altitudes (23.38) es mucho mds grande que el va-
lor mdximo para vehiculos a baja altitud (11.23). Esto muestra que hay uno o mds vehiculos
a grandes altitudes, cuyas emisiones son mayores que la més alta de los vehiculos de bajas al-
titudes. (La diferencia en las medias de las emisiones podia ser atribuible totalmente a estos
vehiculos? Para contestar esto, compare las medianas, el primero y el tercer cuartil y la me-
dia recortada. Estos estadisticos no estdn muy afectados por algunos valores grandes, todos
son notablemente mas grandes para los vehiculos a grandes altitudes. Por tanto, podemos con-
cluir que los vehiculos a grandes altitudes no sélo tienen emisiones muy grandes, también en
general tienen emisiones mas grandes que los vehiculos a baja altitud. Por tltimo, observe que
la desviacion estandar es mas grande para vehiculos a grandes altitudes, lo que indica que los
valores para vehiculos a grandes altitudes estdn mds dispersos que los de los vehiculos a ba-
jas altitudes. Al menos algo de la diferencia en la dispersién se debe a uno o mas vehiculos a
gran altitud con emisiones muy altas.
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CAPITULO 1 Muestreo y estadistica descriptiva

Resumen estadistico para datos categorico

Con datos categdricos, a cada elemento de la muestra se le asigna una categoria en lugar de
un valor numérico. Es necesario trabajar con datos categdricos y resimenes numéricos. Los
dos mds comunes son las frecuencias y las proporciones muestrales (algunas veces llama-
das frecuencias relativas). La frecuencia para una categoria dada es sélo el niimero de ele-
mentos de la muestra que cae dentro de esa categoria. La proporciéon muestral es la frecuencia
dividida entre el tamafio de la muestra.

Un proceso fabrica cojinetes de cigiiefial para un motor de combustion interna. Los cojinetes,
cuyo espesor estd entre 1.486 y 1.490 mm, se clasifican para ajustar, ello significa que satis-
facen la especificacion. Los cojinetes mds gruesos se rectifican y los mds angostos se descar-
tan. En una muestra de mil cojinetes, 910 se ajustaron, 53 se rectificaron y 37 se descartaron.
Encuentre las frecuencias y las proporciones muestrales.

Solucion
Las frecuencias son 910, 53 y 37. Las proporciones muestrales son 910/1 000 = 0.910,
53/1 000 = 0.053 y 37/1 000 = 0.037.

Estadistica muestral y parametros poblacionales

Cada uno de los estadisticos de la muestra que hemos analizado tiene una contraparte en la
poblacién. Esto es facil de ver cuando la poblacién es finita. Por ejemplo, para una poblacion
finita de valores numéricos, la media de la poblacién es sélo el promedio de todos los valo-
res de la poblacién; la mediana es el valor de en medio, o el promedio de los dos valores de
en medio, y asi sucesivamente. En efecto, cualquier resumen numérico que se usa para una
muestra se puede usar para una poblacién finita, con sélo aplicar los métodos de cdlculo a los
valores de la poblacién en lugar de a los valores de la muestra. Existe una pequefia excepcion
para la varianza de la poblacién cuando se divide entre n en lugar de n — 1. Existe una dife-
rencia en la terminologia que se usa para los resimenes numéricos de las poblaciones con la
que se usan para las muestras. Los resimenes numéricos de una muestra se llaman estadisti-
cos, mientras que los resimenes numéricos de una poblacion se llaman parametros. Por su-
puesto, en la prictica, nunca se observa toda la poblacién por lo que los pardmetros de
poblacién no se pueden calcular directamente. En cambio, los estadisticos de la muestra se
usan para calcular los valores de los parametros de la poblacion.

Los métodos para calcular los estadisticos de la muestra requieren que la muestra sea
finita. Por tanto, cuando una poblacién contiene un nimero infinito de valores, los métodos
para calcular los estadisticos de una muestra no se pueden aplicar para calcular los pardme-
tros de una poblacion. Para poblaciones infinitas, los pardmetros como la media y la varian-
za se calculan con procedimientos que generalizan los métodos usados para calcular las
estadisticas de una muestra y que implican sumas infinitas o integrales. Describiremos estos
procedimientos en el capitulo 2.
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B Un resumen numérico de una muestra se llama estadistico.

B Un resumen numérico de una poblacién se llama parametro.

B Con frecuencia los estadisticos se usan para estimar los pardmetros.

Ejercicios para la seccion 1.2

p—

Verdadero o falso: para cualquier lista de nimeros, la mitad
de ellos estard debajo de la media.

. (Es la media de la muestra siempre el valor que ocurre con

mas frecuencia? Si es asi, explique por qué. Si no, dé un
ejemplo.

(Es la media de la muestra siempre igual a uno de los valo-
res que estd en la muestra? Si es asi, explique por qué. Si
no, dé un ejemplo.

(La mediana de la muestra siempre es igual a uno de los va-
lores de la muestra? Si es asi, explique por qué. Si no, dé un
ejemplo.

Encuentre un tamafio de la muestra para el cual la mediana
siempre sea igual a uno de los valores en la muestra.

En cierta compaiia, cada trabajador recibié un aumento de
$50 por semana. ;Cémo afecta esto la media de los suel-
dos? ;Y la desviacion estandar de los sueldos?

En otra compaiifa, cada trabajador recibié un aumento de
5%. {Como afecta esto la media de los sueldos? ;Y la des-
viacion estandar de los sueldos?

El puntaje de Apgar se usa para evaluar reflejos y respues-
tas de recién nacidos. A cada bebé un profesional de la me-
dicina le asigna un puntaje y los valores posibles son
enteros entre cero y diez. Se toma una muestra de mil bebés
nacidos en cierto condado y el nimero con cada puntaje es
el siguiente:

Puntaje [0 123 4 5 6 7 8 9 10
Nimero | 1 3 2 4 25 35 198 367 216 131 18
de bebés

10.

11.

a) Encuentre la media de la muestra de los puntajes de
Apgar.

b) Encuentre la desviacion estindar de la muestra de los
puntajes de Apgar.

c) Encuentre la mediana muestral de los puntajes de
Apgar.

d) (Cudl es el primer cuartil de los puntajes?

e) (Qué proporcién de puntajes es mds grande que la me-
dia?

) (Qué proporcion de puntaje es mayor en una desviacion
estandar que la media?

g) (Qué proporcioén de puntaje estd dentro de una desvia-
cién estandar de la media?

Una clase de estadistica con 40 estudiantes realizé una
prueba. El puntaje posible mas alto era de cuatro puntos.
Diez estudiantes obtuvieron cuatro puntos, 12 lograron tres
puntos, ocho alcanzaron dos puntos, seis se beneficiaron
con un punto y cuatro obtuvieron cero puntos. Calcule la
media, la mediana y la desviacién estandar de los puntajes.

Otra clase de estadistica de 60 estudiantes realizé la misma
prueba. En este clase, 15 estudiantes obtuvieron cuatro pun-
tos, 18 alcanzaron tres puntos, 12 lograron dos puntos, nue-
ve obtuvieron un punto y seis resultaron con cero puntos.
Calcule la media, la mediana y la desviacion estandar de los
puntajes.

En otra clase de estadistica, el nimero total de estudiantes no
se conoce. En esta clase, 25% obtuvo cuatro puntos, 30% al-
canzd tres puntos, 20% se beneficié con dos puntos, 15% lo-
gré un punto y 10% resulté con cero puntos.

a) (Es posible calcular la media de los puntajes para esta
clase? Si es asf, calctlela. Si no, explique por qué.

b) (Es posible calcular la mediana de los puntajes para esta
clase? Si es asi, calctlela. Si no, explique por qué.

¢) (Es posible calcular la desviacion estandar de la mues-
tra de los puntajes para esta clase? Si es asf, calcilela. Si
no, explique por qué.
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12.

CAPITULO 1

Cada uno de los 16 estudiantes mide la circunferencia de
una pelota de tenis por cuatro métodos diferentes, éstos fue-
ron:

Método A: Estimar la circunferencia a simple vista.

Método B: Medir el didmetro con una regla y después cal-
cular la circunferencia.

Método C: Medir la circunferencia con una regla y cuerda.
Método D: Medir la circunferencia haciendo rodar la pelo-

ta a lo largo de una regla.

Los resultados (en cm) son los siguientes, en orden crecien-
te para cada método:

Método A: 18.0, 18.0, 18.0, 20.0, 22.0, 22.0, 22.5,
24.0, 24.0, 25.0, 25.0, 25.0, 25.0, 26.0, 26.4.

23.0,

Método B: 18.8, 18.9, 18.9, 19.6, 20.1, 204,
204, 20.5, 21.2, 22.0, 22.0, 22.0, 22.0, 23.6.

20.4, 204,

Método C: 20.2, 20.5, 20.5, 20.7, 20.8, 20.9,
21.0, 21.0, 21.0, 21.5, 21.5, 21.5, 21.5, 21.6.

21.0, 21.0,

Método D: 20.0, 20.0, 20.0, 20.0, 20.2, 20.5,
20.7,20.7, 21.0, 21.1, 21.5, 21.6, 22.1, 22.3.

20.5, 20.7,

a) Calcule la media de las mediciones para cada método.

b) Calcule la mediana de las mediciones para cada método.

¢) Calcule la media recortada a 20% de las mediciones pa-
ra cada método.

d) Calcule el primero y el tercer cuartil para cada método.

e) Calcule la desviacion estandar de las mediciones para
cada método.

) (En qué método es la desviacion estindar mds grande?
(Por qué se esperaria que este método tenga la desvia-
cién estdndar mas grande?

Muestreo y estadistica descriptiva

13.

14.

15.

16.

g) Sin que nada cambie ;es preferible un método de medi-
cién que tenga una desviacion estdndar mds pequefia o
uno con una desviacién estandar mas grande? ;O no im-
porta? Explique.

Con referencia al ejercicio 12.

a) Si las mediciones para uno de los métodos se convirtie-
ran a pulgadas (1 pulgada = 2.54 cm), ;como afectaria
esto la media? ;Y la mediana? ;Y los cuartiles? ;Y la
desviacion estdndar?

b) Si los estudiantes midieran nuevamente la pelota, usan-
do una regla marcada en pulgadas, (los efectos sobre la
media, la mediana, los cuartiles y la desviacion estandar
serfan los mismos que los del inciso a)? Explique.

Una lista de diez nimeros tiene una media de 20, una me-
diana de 18 y una desviacion estdndar de 5. El nimero mas
grande en la lista es 39.27. Accidentalmente, este nimero se
cambia a 392.7.

a) (Cudl es el valor de la media después del cambio?

b) (Cual es el valor de la mediana después del cambio?

¢) (Cuadl es el valor de la desviacion estandar después del
cambio?

(Por qué nadie habla del cuarto cuartil? ;O lo hacen?

En cada uno de los siguientes conjuntos de datos, diga si el
dato atipico parece ser atribuible a un error, o si se podria
suponer que es correcto.

a) Una roca se pesa cinco veces. Las lecturas en gramos
son 48.5,47.2,4.91, 49.5, 46.3.

b) Un soci6logo muestrea cinco familias en cierto pueblo y
registra sus ingresos anuales. Los ingresos son $34 000,
$57 000, $13 000, $12 00 000, $62 000.
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1.3 Resumenes graficos

Diagramas de tallo y hoja

La media, mediana y la desviacion estdndar son resimenes numéricos de una muestra o de una
poblacién. Los restimenes graficos también se usan para ayudar a visualizar una lista de niime-
ros. El resumen grafico del que hablaremos primero es el diagrama de tallo y hoja. Una gra-
fica de tallos y hojas constituye una manera simple de resumir un conjunto de datos.

Como ejemplo, los datos de la tabla 1.3 tratan del géiser Old Faithful en el parque na-
cional Yellowstone. Este géiser alterna periodos de erupcion, que duran normalmente de 1.5
a cuatro minutos, con espacios de tiempo de inactividad, que son considerablemente mas
grandes. La tabla 1.3 presenta la duracion, en minutos, de 60 periodos de inactividad. La lis-
ta se presenta en orden numérico.

TABLA 1.3 Duracién (en minutos) de los periodos de inactividad del géiser Old Faithful

42 45 49 50 51 51 51 51 53 53
55 55 56 56 57 58 60 66 67 67
68 69 70 71 72 73 73 74 75 75
75 75 76 76 76 76 76 79 79 80
80 80 80 81 82 82 82 83 83 84
84 84 85 86 86 86 88 90 91 93

La figura 1.5 presenta un diagrama de tallos y hojas de los datos de géiser. Cada elemen-
to de la muestra se divide en dos partes: un tallo, que consta de uno o dos digitos que estdn en
el extremo izquierdo, y la hoja, que consta del siguiente digito significativo. En los datos del
géiser, el tallo es el digito de las decenas y las hojas, una unidad. Cada renglén del diagrama
de tallos y hojas contiene todos los elementos de la muestra con un tallo dado. El diagrama de
tallos y hojas es una forma compacta de representar los datos. También indica un poco su for-
ma. Para los datos de géiser podemos ver que relativamente hay pocas duraciones en el inter-
valo 60-69 minutos, comparado con los intervalos 50-59, 70-79 u 80-89 minutos.

Stem Leaf

259

0111133556678
067789
01233455556666699
000012223344456668
013

W O N O U1 >

FIGURA 1.5 Grifica de tallo y hojas para los datos del géiser de la tabla 1.3.

Cuando hay un gran ntimero de elementos en la muestra con el mismo tallo, con fre-
cuencia se necesita asignar mas de un renglén a ese tallo. Por ejemplo, la figura 1.6 presenta
una grafica de tallos y hojas generada por computadora, con el software MINITAB, para los
datos EP de la tabla 1.2 de la seccién 1.2. La columna de en medio, que tiene los 0, 1 y 2,
contiene los tallos, que son los digitos de las decenas. A la derecha de los tallos estdn las ho-
jas, que son los digitos para cada uno de los elementos de la muestra. Como consecuencia de
que muchos nimeros son menores de 10, al tallo O se le deben asignar varios renglones, cin-
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Stem-and-leaf of HiAltitude N = 62
Leaf Unit = 1.0

4 0 1111

19 0 222222223333333
(14) 0 44445555555555
29 0 66666666777777
15 0 8889999

8 1 0

7 1 233

4 1

4 1 7

3 1 89

1 2

1 2 3

FIGURA 1.6 Diagrama de tallos y hojas de los datos de EP de la tabla 1.2 de la seccién 1.2
generado por MINITAB.

co en este caso. Especificamente, el primer rengldn tiene los elementos de la muestra cuyos
digitos son 0 o 1, el rengldn siguiente tiene los elementos cuyos digitos son 2 0 3, y asi suce-
sivamente. Por consistencia, a todos los tallos se les asignan varios renglones del mismo mo-
do, aunque sean pocos valores para los tallos 1 y 2, tallos que se podian haber hecho en pocos
renglones.

El resultado de la figura 1.6 contiene una columna de frecuencia acumulada a la izquier-
da del diagrama de tallos y hojas. La parte superior de esta columna proporciona un recuen-
to del ndmero de elementos en o arriba del renglén actual y la parte mds baja de la columna
proporciona un recuento del nimero de elementos en o debajo del renglén actual. Después
del renglén que contiene a la mediana mostrada entre paréntesis, se encuentra el recuento de
elementos en este renglon.

Una buena caracteristica de los diagramas de tallo y hojas es que exhiben todos los va-
lores de la muestra. Se puede reconstruir la muestra totalmente a partir de un diagrama de ta-
llo y hojas, con una excepcidn importante: el orden con el cual se muestrearon los elementos
no se puede determinar.

Diagramas de puntos

Un diagrama de puntos es un grafico que se puede usar para tener una impresion aproximada
de la forma de una muestra. Es ttil cuando el tamafio de la muestra no es demasiado grande
y cuando la muestra contiene algunos valores repetidos. La figura 1.7 presenta un diagrama
de puntos para los datos del géiser de la tabla 1.3. Para cada valor de la muestra se dibuja una
columna vertical de puntos, con el nimero de puntos de la columna igual al nimero que apa-
rece el valor en la muestra. El diagrama de puntos da una buena indicacién de dénde se con-
centran los valores de la muestra y dénde hay separaciones. Por ejemplo, es evidente que en
la figura 1.7 la muestra no tiene ningin periodo de inactividad entre los 61 y 65 minutos de
duracion.

Los diagramas de tallo y hojas y los diagramas de puntos son buenos métodos para re-
visar una muestra informalmente y se pueden dibujar bastante rapido con lapiz y papel. Sin
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FIGURA 1.7 Diagrama de puntos para los datos del géiser de la tabla 1.3.

embargo, éstos rara vez se usan en presentaciones formales. Los graficos cominmente usa-
dos en las presentaciones formales son los histogramas y el diagrama de caja, que trataremos
a continuacion.

Histogramas

Un histograma es una grafica que da una idea de la “forma” de una muestra, indicando las
regiones donde los puntos de la muestra estdn concentrados y las regiones donde son escasos.
Construiremos un histograma para las emisiones EP de 62 vehiculos conducidos en una gran
altitud, presentadas en la tabla 1.2 en la seccién 1.2. El rango de la muestra va desde un mi-
nimo 1.11 a un maximo de 23.38, en unidades de gramos de emisiones por galén de combus-
tible. El primer paso es construir la tabla de frecuencias, que se muestra en la tabla 1.4.

TABLA 1.4 Tabla de frecuencias para las emisiones EP de 62 vehiculos
conducidos a mayor altitud

Intervalo de clase Frecuencia
(g/gal) Frecuencia relativa Densidad
1-< 3 12 0.194 0.0970
3-<5 11 0.177 0.0885
5-<7 18 0.290 0.1450
7-<9 9 0.145 0.0725
9—< 11 5 0.081 0.0405
11-< 15 3 0.048 0.0120
15-< 25 4 0.065 0.0065

Los intervalos en la columna de la izquierda se llaman intervalos de clase. Dividen la
muestra en grupos. La notacidon 1—< 3, 3—< 5y asi sucesivamente, indica que un punto que
estd en el limite entrard en la clase de su derecha. Por ejemplo, un valor de la muestra igual a
3 entrard en la clase 3—< 5, ynoenla 1—< 3.

No hay ninguna regla ni dificil ni facil respecto de como escoger los puntos finales de
los intervalos de clase. En general, es bueno tener mds intervalos en vez de menos, pero es
también bueno tener un nimero grande de puntos de la muestra en los intervalos. Llegar al
balance adecuado es una cuestion de criterio y de ensayo y error. En muchos casos es razo-
nable tomar el ndmero de intervalos de clase aproximadamente igual a la raiz cuadrada del ta-
mafio de la muestra. Para los datos EP, los intervalos de clase de dos unidades funcionan bien,
excepto para valores mas grandes (por ejemplo, mayores que 11), donde los datos se reducen.
Por tanto, se han agrupado los valores entre 11 y 15 respecto de una clase y todos los valores
superiores a 15 en otra clase.

En la columna “Frecuencia”, en la tabla 1.4, se presentan los nimeros de puntos de da-
tos que estdn en cada uno de los intervalos de clase. En la columna “Frecuencia relativa” se
presentan las frecuencias divididas entre el nimero total de puntos de datos, que para estos
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datos es de 62. La frecuencia relativa de un intervalo de clase es la proporcién de puntos de da-
tos que estdn en el intervalo. Observe que debido a que cada punto de los datos estd exacta-
mente en un intervalo de clase, las frecuencias relativas deben sumar 1. Por dltimo, en la
columna “Densidad” se presenta la frecuencia relativa dividida entre el ancho de clase. Por
ejemplo, en el primer renglén la frecuencia relativa es 0.194 y el ancho de clase es 2 (3 — 1
= 2). Por tanto, la densidad es 0.194/2 = 0.0970. La dltima clase tiene un ancho de 10 y una
frecuencia relativa de 0.065, por lo que su densidad es 0.065/10 = 0.0065. El propésito de la
densidad es ajustar la frecuencia relativa con el ancho de la clase. Sin que nada cambie, las
clases anchas tienden a contener mds elementos de la muestra que las clases mds angostas y,
por consiguiente, tienden a tener frecuencias relativas mds grandes. Al dividir la frecuencia
relativa entre el ancho de la clase se ajusta esta tendencia. La densidad representa la frecuen-
cia relativa por unidad.

La figura 1.8 presenta el histograma para la tabla 1.4. Las unidades en el eje horizontal
son las unidades de los datos, en este caso g/galén. Cada intervalo de clase se representa por
un rectangulo. La altura de cada rectdngulo es la densidad de la muestra en ese intervalo de
clase, que estd dado en la cuarta columna de la tabla 1.4. El drea de cada rectangulo es, por
tanto, la frecuencia relativa del intervalo de clase, que se encuentra en la tercera columna de
la tabla 1.4. Debido a que las frecuencias relativas suman 1, el drea bajo todo el histograma de-
be serigual a 1.

0.15 —

0.1

Densidad

0.05 —

0
1 35 7 911 15 25
Emisiones (g/galon)

FIGURA 1.8 Histograma para las emisiones de EP para vehiculos a gran altitud. La tabla de fre-
cuencias se presenta en la tabla 1.4.

Use el histograma de la figura 1.8 para determinar la proporcién de los vehiculos en la mues-
tra con emisiones entre 7y 11 g/galén.

Solucion

La proporcién representa el drea bajo el histograma entre 7 y 11. Esta se encuentra sumando
las dreas cubiertas por los rectdngulos de los dos intervalos de clase. El resultado es
(2)(0.0725) + (2)(0.0405) = 0.226. Observe que este resultado también se puede obtener de
la tabla de frecuencias. La proporcién de puntos de datos con valores entre 7y 9 es 0.145 y la
proporcion entre 9 y 11 es 0.081. La proporcién entre 7 y 11 es, por tanto, igual a 0.145 +
0.081 = 0.226.
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Use el histograma para calcular la proporcién de vehiculos en la muestra con emisiones en-
tre 6y 10 g/galén.

Solucion

El histograma no da la respuesta exacta, ya que los valores 6 y 10 no son los puntos finales
de los intervalos de clase. Calculamos la proporcién calculando el drea bajo el histograma en-
tre los valores 6 y 10. Este consta de la mitad del 4rea del rectdngulo en el intervalo de 5 a 7,
mads todo el rectdngulo en el intervalo de 7 a 9, mds la mitad del rectdngulo en el intervalo de
9 a 11. El drea es (1)(0.1450) + (2)(0.0725) + (1)(0.0405) = 0.3305.

(Cudl es la densidad de la muestra en 6 g/galén?

Solucién
La densidad es la altura del histograma en ese punto. Esta altura es 0.1450.

Para construir un histograma:
B FElija los puntos limite para los intervalos de clase.
B Calcule las frecuencias y las frecuencias relativas para cada clase.

B Calcule la densidad para cada clase, de acuerdo con la férmula.

frecuencia relativa
intervalo de clase

Densidad =

Dibuje un rectangulo para cada clase, cuya altura sea igual a la densidad.

Anchos de clase iguales

La mayoria de los software estadisticos dibujan histogramas y dan la opcién de especificar los
intervalos de clase o de tener el software elegido para usted. Cuando se pide elegir intervalos
de clase, la mayoria de softwares los hacen todos con el mismo ancho. Por ejemplo, la figu-
ra 1.9 presenta un histograma de los datos de la figura 1.8, con los intervalos de clase escogi-
dos por MINITAB. Este tltimo elige todos los intervalos con una anchura de dos.

Para muchos conjuntos de datos, las anchuras de clases son iguales. Pero para datos co-
mo éstos, con varios datos atipicos que se estiran a la derecha, los anchos de clases iguales
son menos deseables. Para comprender por qué, considere que sélo siete puntos de datos de los
62 tienen valores superiores a 11. En la figura 1.9, mas de la mitad de los intervalos de clase
estan dedicados a estos siete puntos y forman una cadena de pequeflos rectingulos de diferen-
tes tamafios. Estos rectangulos tienen mucha estructura visual, que distrae de la parte mas im-
portante de la estructura en la que esta la mayor parte de los datos a la izquierda. Por otra
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FIGURA 1.9 Histograma para los datos de la figura 1.8, con anchos de clase iguales como
los elige MINITAB.

parte, el histograma en la figura 1.8 agrupa estos siete puntos en dos intervalos de clase, ello
ofrece una apariencia mds suave y permite apreciar mejor, a simple vista, la estructura del
conjunto de datos como un todo.

El histograma, la media muestral y la varianza

Tanto la media como la varianza de la muestra tienen interpretaciones fisicas con respecto al
histograma. Imagine que el histograma de la figura 1.8 es una placa delgada que se sostiene
sobre el eje horizontal. Suponga que la masa de cada rectdngulo es proporcional a su drea. La
componente horizontal del centro de masa es el punto sobre el eje de x donde el histograma
se balancearia si se apoyara alli. Para encontrar la componente horizontal del centro de masa
del histograma, se trataria a cada rectdngulo como si su masa estuviese concentrada en su
punto medio. Se multiplicaria el punto medio de cada rectdngulo por su drea y al sumar los
productos se obtiene el centro de masa. Los puntos medios de los rectdngulos son los puntos
medios de los intervalos de clases y las dreas representan las frecuencias relativas (véase la
tabla 1.4). Por tanto, el centro de masa del histograma en la figura 1.8 estd dado por

(2)(0.194) + (4)(0.177) + - - - + (20)(0.065) = 6.730 (1.6)

Este valor estd bastante cerca de la media de la muestra, que es 6.596, como lo mostro el re-
sultado de MINITAB (figura 1.4, en la seccién 1.2). Para relacionar el centro de masa con la
media de la muestra, observe que si cada elemento de la muestra tuviera un valor igual a la mi-
tad de su intervalo de clase, entonces la expresion (1.6) seria igual a la media muestral. Por
consiguiente, el centro de masa del histograma es una aproximacion a la media muestral. Entre
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mds angosto sean los rectangulos, mds cerca de cada elemento de la muestra estara el centro
de su intervalo de clase y mds cerca del centro de masa del histograma estara la media de la
muestra.

Con el propésito de desarrollar una interpretacion fisica para la varianza de la muestra,
imagine una varilla sélida que pasa verticalmente a través del centro de masa del histograma
(media de la muestra). Ahora imagine que toma la varilla y que curva al histograma alrede-
dor de ella. A mayor extensién del histograma, seria mas dificil darle vuelta. La cantidad fi-
sica que mide la dificultad para darle vuelta es el momento de inercia. Para cada rectingulo
en el histograma, el momento de inercia con respecto al centro de masa esta dado por el cua-
drado de la distancia del punto medio del rectdngulo al centro de masa, multiplicado por el
area del rectangulo. El momento de inercia para todo el histograma es la suma de los momen-
tos de los rectangulos, que es

(2 — 6.730)%(0.194) + (4 — 6.730)%0.177) + - - - + (20 — 6.730)%(0.065) = 20.25  (1.7)

Este valor estd cerca de la varianza de la muestra, que es 20.42. [La varianza de la muestra se
puede encontrar en los resultados arrojados por MINITAB (figura 1.4, de la seccién 1.2) al
elevar al cuadrado la desviacion estdndar, que es 4.519.] Si el valor de cada elemento de la
muestra fuera exactamente igual al punto medio de su intervalo de clase, la ecuacién (1.7) da-
ria exactamente la varianza muestral. Es decir, el momento de inercia del histograma con res-
pecto al centro de masa es una aproximacion de la varianza muestral. Entre mds angostos sean
los rectangulos, la aproximacion serd mds cercana.

El hecho de que la media y la varianza de la muestra correspondan a propiedades fisi-
cas del histograma es muy titil. En el capitulo 2 se desarrollardn métodos para calcular la me-
dia y la varianza poblacional para una poblacién infinita al representar a la poblacién con una
curva y calculando el centro de masa y el momento de inercia.

Simetria y sesgo

Un histograma es perfectamente simétrico si su mitad derecha es una imagen de espejo de su
mitad izquierda. Los histogramas que no son simétricos se llaman sesgados. En la prictica,
ninguna muestra de datos tiene un histograma perfectamente simétrico; todos presentan algin
grado de sesgadura. En un histograma sesgado, un lado, o una cola, es mas largo que el otro.
Un histograma con una cola larga a la derecha se dice que estd sesgado a la derecha o posi-
tivamente sesgado. Un histograma largo con una cola larga a la izquierda se dice que esta
sesgado a la izquierda o negativamente sesgado. Aunque existe un método matemaético for-
mal para medir el sesgo de un histograma, rara vez se usa; en lugar de eso las personas juz-
gan el grado de sesgadura informalmente al mirar el histograma. La figura 1.10 presenta
algunos histogramas para muestras de datos hipotéticas. Observe que para que un histograma
esté sesgado a la derecha (figura 1.10c¢), la media es mayor que la mediana, porque mas de la
mitad de los datos estardn a la izquierda del centro de masa. Del mismo modo, la media es
menor que la mediana para un histograma sesgado a la izquierda (figura 1.10a). El histogra-
ma para los datos de EP (figura 1.8) estd sesgado a la derecha. La media de la muestra es
6.596, que es mayor que la mediana de la muestra de 5.75.
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FIGURA 1.10 a) Histograma sesgado a la izquierda, la media es menor que la mediana. ) Histograma casi simétrico, la me-
dia y la mediana son aproximadamente iguales. ¢) Histograma sesgado a la derecha, la media es mas grande que la mediana.

Histogramas unimodales y bimodales

Se ha usado el término “moda” para referirnos al valor que ocurre con més frecuencia en una
muestra. Este término también se usa en histogramas y otras curvas para referirse a un pico o
maximo local. Un histograma es unimodal si tiene solamente un pico, o moda, y bimodal si
tiene evidentemente dos modas distintas. En principio, un histograma puede tener mas de dos
modas, pero esto no ocurre a menudo en la préctica. Los histogramas de la figura 1.10 son to-
dos unimodales. La figura 1.11 presenta un histograma bimodal para una muestra hipotética.

FIGURA 1.11 Histograma bimodal.

En algunos casos, un histograma bimodal indica que la muestra se puede dividir en dos
submuestras que son diferentes entre si, en alguna manera cientifica. A cada muestra corres-
ponde una de las modas. Como ejemplo, la tabla 1.5 presenta la duracién de los 60 periodos
de inactividad del géiser Old Faithful (originalmente presentadas en la tabla 1.3). Junto con
las duraciones del periodo de inactividad, en minutos, la duracién de la erupcién inmediata-
mente precedida por un periodo de inactividad se clasifica como breve (menos de tres minu-
tos) o como larga (mds de tres minutos).
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TABLA 1.5 Duracién de los periodos de inactividad (en minutos) y de las erupciones previas del géiser Old

Faithful
Inactividad  Erupcion || Inactividad  Erupcién || Inactividad  Erupcion || Inactividad  Erupcion
76 Larga 90 Larga 45 Breve 84 Larga
80 Larga 42 Breve 88 Larga 70 Larga
84 Larga 91 Larga 51 Breve 79 Larga
50 Breve 51 Breve 80 Larga 60 Larga
93 Larga 79 Larga 49 Breve 86 Larga
55 Breve 53 Breve 82 Larga 71 Larga
76 Larga 82 Larga 75 Larga 67 Breve
58 Breve 51 Breve 73 Larga 81 Larga
74 Larga 76 Larga 67 Larga 76 Larga
75 Larga 82 Larga 68 Larga 83 Larga
80 Larga 84 Larga 86 Larga 76 Larga
56 Breve 53 Breve 72 Larga 55 Breve
80 Larga 86 Larga 75 Larga 73 Larga
69 Larga 51 Breve 75 Larga 56 Breve
57 Larga 85 Larga 66 Breve 83 Larga
La figura 1.12a presenta un histograma para las 60 duraciones. La figura 1.12b y ¢ pre-
senta histogramas para las duraciones de inactividad seguidas de erupciones breves y largas,
respectivamente. El histograma para todas las duraciones es bimodal. Los histogramas para
las duraciones seguidas de erupciones breves o largas son ambos unimodales y sus modas for-
man las dos modas del histograma para toda la muestra.
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FIGURA 1.12 a) Histograma para las 60 duraciones de la tabla 1.5. Este histograma es bimodal. b) Histograma para las
duraciones de la tabla 1.5 que siguen a las erupciones breves. ¢) Histograma para las duraciones en la tabla 1.5 que siguen
a las erupciones largas. Tanto los histogramas para las duraciones seguidas de erupciones breves como para los que le si-
guen erupciones largas son unimodales, pero las modas estdn en lugares diferentes. Cuando las dos muestras se combinan,
el histograma es bimodal.
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Los histogramas tienen las propiedades siguientes:

B FEl 4rea de cada rectdngulo representa la proporcioén de la muestra que estd en el
intervalo de clase correspondiente.

B La altura de cada rectdngulo representa la densidad de la muestra en el intervalo
de clase correspondiente.

B FEl drea total bajo el histograma es igual a 1.

B La media muestral es casi igual al centro de masa del histograma. La
aproximacion se hace mds cercana cuando se hacen rectangulos mas angostos.

B La varianza muestral es aproximadamente igual al momento de inercia del
histograma con respecto a su centro de masa. La aproximacién es mds cercana
cuando se hacen rectdngulos mas angostos.

Haciendo las alturas iguales a las frecuencias

En este libro se usa el término “histograma” para referirse a una grafica en la que las alturas
de los rectangulos representan las densidades (asi las dreas representan las frecuencias relati-
vas). Sin embargo, algunas personas dibujan histogramas con las alturas de los rectangulos
iguales a las frecuencias. En efecto, éste es el método usual en muchos software. El hacer las
alturas iguales a las frecuencias (o a las frecuencias relativas) puede producir una imagen dis-
torsionada de los datos. Por ejemplo, la figura 1.13 presenta un histograma para los datos de
EP en los que las alturas son iguales a las frecuencias, usando los mismos intervalos de clase
que se muestran en el histograma de la figura 1.8. Este histograma exagera visualmente la
proporcioén de vehiculos en las dos clases mas grandes. La razén de esto es que dichos inter-
valos de clase son mds amplios que el resto y el histograma no se ajusta a ese dato.

20

Frecuencia
—_
IS
I

1 3 5 7 911 15 25
Emisiones (g/galon)

FIGURA 1.13 Histograma para la muestra de la tabla 1.4, con las alturas iguales a las frecuen-
cias. El rectdngulo grande sobre el intervalo 15-25 es engafioso; en efecto, solamente 6.5% de la
muestra estd en ese intervalo. Compdrelo con el histograma dibujado correctamente en la figura
1.8 de la pagina 28.
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Si todos los intervalos de clase tienen el mismo ancho, entonces el histograma tendra la
misma forma si las alturas representan las densidades o las frecuencias. En este caso, hacer
las alturas iguales a las frecuencias no es engafioso. Sin embargo, cuando se desea hacer in-
tervalos de clase de anchos diferentes, es importante que las alturas de los rectangulos sean
iguales a las densidades y no a las frecuencias o las frecuencias relativas.

Por dltimo, se indica que cuando las alturas sean iguales a las frecuencias o a las fre-
cuencias relativas, el drea total de los rectingulos no es en general igual a 1. Si todos los in-
tervalos de clase tienen el mismo ancho, entonces la media muestral estard aproximadamente
en el centro de masa; de otra forma generalmente no estara.

Diagramas de caja

Un diagrama de caja constituye una grafica que incluye la mediana, el primero y el tercer
cuartil y cualquier dato atipico que se presente en una muestra. Los diagramas de caja son fa-
ciles de comprender, pero hay una pequefia terminologia asociada con ellos. El rango inter-
cuartil es la diferencia entre el tercer y el primer cuartil. Observe que debido a que 75% de los
datos son menores que el tercer cuartil y que 25% de los datos son menores que el primer cuar-
til, la mitad de los datos estd entre el primero y el tercer cuartil. Por tanto, el rango intercuartil
representa la distancia necesaria para atravesar la mitad de los datos de en medio.

Se ha definido a los datos atipicos como puntos que son inusualmente grandes o peque-
fios. Si denota IQR el rango intercuartil, entonces con el propdsito de dibujar diagramas de
caja, cualquier punto que estd a mds de 1.5 IQR por arriba del tercer cuartil, o que estd a mas
de 1.5 IQR por debajo del primer cuartil, se considera un dato atipico. Algunos textos defi-
nen a un punto que estd a mas de 3 IQR del primero o del tercer cuartil como un dato atipi-
co extremo. Estas definiciones de datos atipicos son s6lo convenciones para el dibujo de los
diagramas de caja y no se necesitan usar en otras situaciones.

La figura 1.14 presenta un diagrama de caja para algunos datos hipotéticos. El diagra-
ma consta de una caja cuyo lado inferior es el primer cuartil y el lado superior es el tercer
cuartil. La mediana se dibuja como una linea horizontal. Los datos “atipicos” se grafican por
separado y se indican con cruces en la figura. Los que se extienden desde la parte superior a
la inferior de la caja son lineas verticales llamadas “bigotes”. Estos terminan en los puntos
mds extremos que no son atipicos.

X+

Punto de datos mas
grandes a una distacia de ——
1.5 IQR del tercer cuartil

Tercer cuartil _l

Mediana

Primer cuartil —1

Punto de datos mds
pequiios a una distancia d¢ —————
1.5 IQR del primer cuartil X

X

Atipicos

FIGURA 1.14 Anatomia de un diagrama de caja.
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Ademas de cualquier dato atipico, un diagrama de caja estd formado por cuatro partes:
las dos partes de la caja separadas por la linea de la mediana y los dos “bigotes”. Nuevamen-
te, aparte de los datos atipicos, cada una de estas cuatro partes representa una cuarta parte de
los datos. Por tanto, el diagrama de caja indica la longitud de un intervalo para cada cuarta
parte de datos y de esta manera se puede usar para determinar las regiones en las que hay ma-
yor y menor densidad de valores de la muestra.

Pasos para la construccion de un diagrama de caja

B Calcule la mediana, el primero y tercer cuartil de la muestra. Indique éstos con
lineas horizontales. Dibuje lineas verticales para completar la caja.

B Encuentre el valor de la muestra mas grande que no esté a mas de 1.5 IQR arriba
del tercer cuartil y el valor de la muestra mas pequefio que no esté a mas de 1.5
IQR debajo del primer cuartil. Extienda lineas verticales (‘“bigotes”) desde las
lineas de los cuartiles a estos puntos.

B Puntos a més de 1.5 IQR arriba del tercer cuartil, o a méds de 1.5 IQR por debajo
del primer cuartil, se denominan datos atipicos. Dibuje cada dato atipico por
separado.

La figura 1.15 presenta un diagrama de caja para los datos del géiser que se presentd en
la tabla 1.5. Primero observe que no hay ningtin dato atipico en estos datos. Al comparar las
cuatro partes del diagrama de caja, se puede decir que los valores de la muestra tienen casi la
misma densidad de valores entre la mediana y el tercer cuartil y menos densidad entre la me-
diana y el primer cuartil. El “bigote” mds bajo es un poco mds largo que el superior, lo que
indica que los datos tienen la cola inferior ligeramente mds larga que la cola superior. Como
consecuencia de que la distancia entre la mediana y el primer cuartil es mas grande que la que
existe entre la mediana y el tercer cuartil y debido a que la cuarta parte inferior de los datos
produce un “bigote” mds largo que la cuarta parte superior, este diagrama de caja indica que
los datos estdn sesgados a la izquierda.
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FIGURA 1.15 Diagrama de caja para los datos de los periodos de inactividad del Old Faithful
que se presentaron en la tabla 1.5.
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Se presentd un histograma para estos datos en la figura 1.12a. El histograma presenta
una impresion mds general de la dispersion de los datos. En forma importante, el histograma
indica que los datos son bimodales, lo que un diagrama de caja no puede hacer.

Diagramas de caja comparativos

Una ventaja muy importante de los diagramas de caja es que se pueden presentar varios jun-
tos, ello permite la facil comparacion visual de las caracteristicas de varias muestras. Las ta-
blas 1.1 y 1.2 (en la seccién 1.2) presentan datos de emisiones de EP para vehiculos
conducidos en grandes y bajas altitudes. La figura 1.16 presenta una comparacion de los dos
diagramas de caja de estas dos muestras.
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FIGURA 1.16 Diagramas de caja comparativos para los datos de emisiones de EP para vehicu-
los conducidos en altitudes grandes contra bajas.

Los diagramas de caja comparativos en la figura 1.16 muestran que los vehiculos con-
ducidos a baja altitud tienden a tener emisiones inferiores. Ademds, hay algunos datos atipi-
cos entre los datos para los vehiculos en grandes altitudes, cuyos valores son superiores que
cualquiera de los valores para los vehiculos de baja altitud (también hay un valor de baja al-
titud que apenas retine las condiciones necesarias para considerarlo un dato atipico). Se con-
cluye que a grandes altitudes, los vehiculos tienen emisiones mayores en general y que
cuando consideramos los datos atipicos es mucho mayor. La caja para vehiculos a grandes al-
titudes es un poco mas grande y el “bigote” inferior es un poco mds largo que para vehiculos
a baja altitud. Se concluye que ademds de los datos atipicos, la dispersién en los valores es li-
geramente mds grande para los vehiculos a grandes altitudes y mucho mds grande cuando se
considera a los datos atipicos.

En la figura 1.4 (en la seccién 1.2) se comparan los valores de algunos estadisticos des-
criptivos numéricos para estas dos muestras y se obtienen algunas conclusiones similares a
las anteriores. La naturaleza visual de los diagramas de caja de la figura 1.16 hace las com-
paraciones de las caracteristicas de las muestras mucho mas fécil.
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Se ha mencionado que es importante examinar a los datos atipicos para determinar si
son resultado de errores y, en tal caso, eliminarlos. Para identificar a los datos atipicos, pue-
den ser utiles los diagramas de caja. El siguiente ejemplo proporciona un caso.

El articulo “Virgin Versus Recycled Wafers for Furnace Qualification: Is the Expense
Justified?” (V. Czitrom y J. Reece, en Statistical Case Studies for Industrial Process Impro-
vement, ASA 'y SIAM, 1997:87-104) describe un proceso para el crecimiento de una capa del-
gada de dioxido de silicio sobre placas de silicio que se usan en la fabricacién de semicon-
ductores. La tabla 1.6 presenta las mediciones del espesor, en angstroms (A), de la capa de
6xido para 24 placas. Se hicieron nueve mediciones en cada placa. Las placas se fabricaron
en dos corridas distintas, con 12 placas por cada corrida.

TABLA 1.6 Espesor de las capas de 6xido de silicio en placas de silicio

Placa Espesor (A)

Corridal 1 90.0 92.2 94.9 92.7 91.6 88.2 82.0 98.2 96.0
2 91.8 94.5 93.9 77.3 92.0 89.9 87.9 92.8 93.3
3 90.3 91.1 933 93.5 87.2 88.1 90.1 91.9 94.5
4 92.6 90.3 92.8 91.6 92.7 91.7 89.3 95.5 93.6
5 91.1 89.8 91.5 91.5 90.6 93.1 88.9 92.5 92.4
6 76.1 90.2 96.8 84.6 93.3 95.7 90.9 100.3 95.2
7 92.4 91.7 91.6 91.1 88.0 92.4 88.7 92.9 92.6
8 91.3 90.1 95.4 89.6 90.7 95.8 91.7 97.9 95.7
9 96.7 93.7 93.9 87.9 90.4 92.0 90.5 95.2 94.3

10 92.0 94.6 93.7 94.0 89.3 90.1 91.3 92.7 94.5
11 94.1 91.5 95.3 92.8 93.4 92.2 89.4 94.5 95.4
12 91.7 97.4 95.1 96.7 77.5 91.4 90.5 95.2 93.1

Corrida2 1 93.0 99.9 93.6 89.0 93.6 90.9 89.8 92.4 93.0
2 91.4 90.6 92.2 91.9 92.4 87.6 88.9 90.9 92.8
3 91.9 91.8 92.8 96.4 93.8 86.5 92.7 90.9 92.8
4 90.6 91.3 94.9 88.3 87.9 92.2 90.7 91.3 93.6
5 93.1 91.8 94.6 88.9 90.0 97.9 92.1 91.6 98.4
6 90.8 91.5 91.5 91.5 94.0 91.0 92.1 91.8 94.0
7 88.0 91.8 90.5 90.4 90.3 91.5 89.4 93.2 93.9
8 88.3 96.0 92.8 93.7 89.6 89.6 90.2 95.3 93.0
9 94.2 92.2 95.8 92.5 91.0 91.4 92.8 93.6 91.0

10 101.5 103.1 103.2 103.5 96.1 102.5 102.0 106.7 105.4
11 92.8 90.8 92.2 91.7 89.0 88.5 87.5 93.8 91.4
12 92.1 93.4 94.0 94.7 90.8 92.1 91.2 92.3 91.1

Las 12 placas en cada corrida eran de varios tipos y se procesaron en diferentes posi-
ciones en el horno. El propdsito en la recopilacién de datos fue determinar si el espesor de la
capa de 6xido se afectaba ya sea por el tipo de placa o por la posicidn en el horno. Por tanto,
éste fue un experimento factorial, con los factores, tipo de placa y posicién en el horno y co-
mo resultado el espesor de la capa de 6xido. El experimento se diseié de tal manera que no
se supuso ninguna diferencia sistemdatica entre las capas de una corrida a otra. El primer pa-
so en el andlisis fue construir un diagrama de caja para los datos de cada corrida con el pro-
pésito de ayudar a determinar si esta condicién se satisfacia realmente y si ninguna de las
observaciones se debia eliminar. Los resultados se presentan en la figura 1.17.
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FIGURA 1.17 Diagramas de caja comparativos para los datos del espesor de la capa de 6xido.

Los diagramas de caja muestran que habia algunos datos atipicos en cada corrida. Ob-
serve que, aparte de estos datos atipicos, no hay ninguna diferencia sorprendente entre las
muestras y, por tanto, ninguna prueba de alguna diferencia sistematica entre las corridas. La
siguiente tarea es inspeccionar los datos atipicos, para determinar cudl, si hay alguno, se de-
be eliminar. Al examinar los datos de la tabla 1.6, se observa que las ocho mediciones mas
grandes en dos corridas ocurrieron en una sola placa: la nimero 10.

Se determiné entonces que esta placa se habia contaminado con un residuo de la peli-
cula, lo que ocasioné grandes mediciones del espesor. Por tanto, seria apropiado eliminar es-
tas mediciones. En el experimento real, los ingenieros tenfan a su disposicién datos de algunas
otras corridas y, por razones técnicas, decidieron eliminar toda la corrida, en vez de analizar
una corrida a la que le faltaba una placa. En la corrida 1 se encontr6 que las tres mediciones
mds bajas se habfan dado por un calibrador descompuesto y, por tanto, se eliminaron adecua-
damente. No se pudo determinar ninguna causa para los dos datos atipicos restantes de la co-
rrida 1, asi que permanecieron en el andlisis.

Datos multivariados

A veces los elementos de una poblacién pueden tener algunos valores asociados entre si. Por
ejemplo, imagine que elige una muestra aleatoria de dias y determine el promedio de la tem-
peratura y de la humedad para cada dia. Cada dia la poblacién proporciona dos valores, la
temperatura y la humedad. Por tanto, la muestra aleatoria constarfa de pares de niimeros. Si
las precipitaciones también se midieran todos los dias, la muestra constaria de tripletes. En
principio, se podria medir todos los dias cualquier niimero de cantidades, lo que produciria
una muestra en la que cada elemento representa una lista de ndmeros.

Los datos para cada elemento que constan de mas de un valor se llaman datos multi-
variados. Cuando cada elemento es un par de valores, se dice que los datos son bivariados.
Uno de los resimenes graficos mds ttiles por los datos bivariados numéricos es el diagrama
de dispersion. Si los datos constan de pares arreglados (x;, y;), . . . , (x,, y,,), entonces un dia-
grama de dispersion se construye sélo al trazar cada punto en un sistema coordenado bidi-
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mensional. Los diagramas de dispersion también se pueden usar para resumir los datos mul-
tivariados cuando cada elemento consta de mas de dos valores. Simplemente se construirian
diagramas de dispersién distintos para cada par de valores.

El siguiente ejemplo muestra la utilidad de los diagramas de dispersién. El articulo “Ad-
vances in Oxygen Equivalence Equations for Predicting the Properties of Titanium Welds”
(D. Harwig, W. Ittiwattana y H. Castner, The Welding Journal, 2001:126s-136s) presenta los
datos con respecto a la composicién quimica y las caracteristicas de la intensidad de diferen-
tes soldaduras de titanio. La figura 1.18 presenta dos diagramas de dispersion. La figura 1.18a
constituye un diagrama de la intensidad producida [en miles de libras por pulgada cuadrada
(ksi)] contra el contenido de carbono (en %) para algunas de estas soldaduras. La figura 1.18b
representa un diagrama de la intensidad producida (en ksi) contra el contenido de nitrégeno
(en %) para las mismas soldaduras.
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FIGURA 1.18 @) Un diagrama de dispersion que muestra que no existe mucha relacién entre el contenido de carbono y la
intensidad producida para determinado grupo de soldaduras. ) Un diagrama de dispersién que muestra que para estas mis-
mas soldaduras el contenido de nitrégeno mds alto estd relacionado con la mayor intensidad producida.

La gréfica de la intensidad producida contra contenido de nitrégeno (figura 1.18b)
muestra con cierta claridad la estructura, los puntos parecen estar siguiendo una recta desde
la parte izquierda mas baja a la parte derecha superior. De este modo, la grafica muestra una
relacion entre el contenido de nitrégeno y la intensidad producida: las soldaduras con mas al-
to contenido de nitrégeno tienden a tener una mayor intensidad producida. Este diagrama de
dispersion podria conducir a que los investigadores intenten predecir la intensidad a partir del
contenido de nitrégeno o que traten de aumentar el contenido de nitrégeno para incrementar
la intensidad. (El hecho de que exista una relacién en la grafica de dispersion no garantiza que
estos intentos tengan éxito, como se analizard en la seccidn 7.1.) Por otra parte, no parece ha-
ber mucha estructura en la gréfica de dispersion de la intensidad producida contra el conteni-
do de carbono y, por tanto, no hay evidencia de que exista una relacién entre estas dos
cantidades. Esta gréfica de dispersién desanimaria a los investigadores a tratar de predecir la
intensidad a partir del contenido de carbono.
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Ejercicios para la secciéon 1.3

1. Parte de un estudio de control de calidad tuvo como objeti- parte de proteina recuperada para cada corrida. Los resulta-

vo mejorar una linea de produccién, se midieron los pesos
(en onzas) de 50 barras de jabon. Los resultados son los si-
guientes, ordenados del mds pequefio al més grande.

11.6 12.6 12.7 12.8 13.1 13.3 13.6 13.7 13.8 14.1
14.3 14.3 14.6 14.8 15.1 15.2 15.6 15.6 15.7 15.8
158 159 159 16.1 16.2 16.2 16.3 16.4 16.5 16.5
16.5 16.6 17.0 17.1 17.3 17.3 17.4 17.4 17.4 17.6
17.7 18.1 18.3 18.3 18.3 18.5 18.5 18.8 19.2 20.3

a) Construya un diagrama de tallos y hojas para estos da-
tos.

b) Construya un histograma para estos datos.
c) Construya un diagrama de puntos para estos datos.

d) Construya un diagrama de caja para estos datos. ¢ El dia-
grama de caja indica datos atipicos?

. Siguiendo una lista del nimero de sitios de residuos peli-
grosos en cada uno de los 50 estados federales de los Esta-
dos Unidos en abril de 1995. Los datos se tomaron de The
World Almanac and Book of Facts 1996 (World Almanac
Books, Mahwah, NJ, 1996). La lista se ha ordenado numé-
ricamente.

1 23 445628 8 9
10 10 10 11 11 11 12 12 12 12
13 13 14 1516 17 17 18 18 19
19 20 22 23 24 25 29 30 33 37
38 39 40 55 58 77 81 96 102 107

a) Construya un diagrama de tallos y hojas para estos da-
tos.

b) Construya un histograma para estos datos.
¢) Construya un diagrama de puntos para estos datos.

d) Construya un diagrama de caja para estos datos. ¢ El dia-
grama de caja muestra algtin dato atipico?

. Con referencia a la tabla 1.2 (p. 20). Construya un diagra-
ma de tallos y hojas con uno de los digitos como tallo (pa-
ra valores iguales o superiores a 10, el tallo tendrd dos
digitos) y el digito de las decenas como hoja. ;Cudntos ta-
llos hay (asegirese de incluir tallos deshojados)? ;Cudles
son algunas de las ventajas y desventajas de este diagrama,
comparado con el de la figura 1.6 (p. 26 )?

. Se estudiaron dos métodos de recuperacion de proteina. Se
hicieron trece corridas usando cada método y se registro la

dos son los siguientes:

Método 1 Método 2
0.32 0.25
0.35 0.40
0.37 0.48
0.39 0.55
0.42 0.56
0.47 0.58
0.51 0.60
0.58 0.65
0.60 0.70
0.62 0.76
0.65 0.80
0.68 0.91
0.75 0.99

a) Construya un histograma para los resultados de cada
método.

b) Construya diagramas de caja para comparar los dos mé-
todos.

¢) Usando los diagramas de caja, ;qué diferencias se ob-
servan entre los resultados de los dos métodos?

. Cada uno de los 32 estudiantes, que forman dos secciones

de laboratorio con 16 estudiantes cada una, calculd la cir-
cunferencia de una pelota de tenis a simple vista. Aqui se
muestran los resultados, en centimetros. (Los resultados pa-
ra el primer grupo de estudiantes también se muestran en el
ejercicio 12 de la seccion 1.2.)

Grupo 1 Grupo 2
18.0 15.0
18.0 18.0
18.0 18.0
20.0 19.0
22.0 19.0
22.0 19.0
22.5 19.0
23.0 19.5
24.0 20.0
24.0 20.0
25.0 20.0
25.0 20.0
25.0 20.0
25.0 22.0
26.0 24.0
26.4 25.0
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7.

Densidad

8.

CAPITULO 1

a) Construya un histograma para cada grupo.

b) Construya diagramas de caja comparativos para los dos
grupos.

¢) Usando diagramas de caja, ;qué diferencias se pueden
ver entre los resultados del primero y del segundo grupo?

. Dibuje un histograma para el cual:

a) La media es mas grande que la mediana.
b) La media es menor que la mediana.

¢) La media es aproximadamente igual a la mediana.

El siguiente histograma presenta la distribucién de la pre-
sion sanguinea sist6lica para una muestra de mujeres. Use
éste para responder las siguientes preguntas:

a) (Es el porcentaje de mujeres con presion sanguinea su-
perior a 130 mm cercano a 25, 50 0 75%?

b) (En qué intervalo hay mas mujeres: 130-135 o 140-150
mm?

¢) En el intervalo 125-130 mm, la altura del histograma es
de 0.024. ;Qué porcentaje de mujeres tenia presién san-
guinea en este intervalo?

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01 -
0.005
0

90 100

-

150

110 120 130 140 160

Presion sanguinea (mm)

El siguiente histograma presenta las cantidades de plata [en
partes por millon (ppm)] encontradas en una muestra de ro-
cas. Falta un rectangulo del histograma. ;Cual es su altura?

Densidad

10.
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0.4
035 -
0.3

0.25 -
0.2

0.15
0.1 —

0.05 —

Plata (ppm)

. Una muestra de 100 hombres tiene una estatura promedio

de 70 pulgadas y una desviacion estandar de 2.5 pulgadas.
Una muestra de 100 mujeres tiene una estatura promedio de
64 pulgadas y desviacién estdndar de 2.5 pulgadas. Si se
combinan ambas muestras, la desviacién estandar de la es-
tatura de las 200 personas sera

i) menor que 2.5 pulgadas
ii) mayor que 2.5 pulgadas
iii) igual a 2.5 pulgadas

iv) no se puede decir a partir de la informacién dada.

(Sugerencia: No realice ningin célculo. Sélo trate de dibu-
jar histogramas para cada muestra por separado, y después
para la muestra combinada.)

Los siguientes son diagramas de caja que comparan la car-
ga [en coulombs entre mol (C/mol) x 107> a pH 4.0y a
pH 4.5 para un conjunto de proteinas (del articulo “Optimal
Synthesis of Protein Purification Processes”, E. Vasquez-
Alvarez, M. Leinqueo y J. Pinto, en Biotechnology Progress
2001:685-695). Verdadero o falso:

a) La mediana de la carga para el pH 4.0 es mayor que el
75avo. percentil de la carga para el pH 4.5.

b) Aproximadamente 25% de las cargas para el pH 4.5 son

menores que la carga mas pequena en el pH 4.0.

)

Cerca de la mitad de los valores de la muestra para el pH
4.0 estdn entre 2 y 4.

d) Hay una proporcién mayor de valores fuera de la caja

para el pH 4.0 que para el pH 4.5.
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Ambas muestras estdn sesgadas a la derecha. 11. Los siguientes son restimenes estadisticos para dos conjun-

Ambas muestras contienen datos atipicos. tos de datos, A y B.

A B
Minimo 0.066 —2.235
ler. cuartil 1.42 5.27
- - Mediana 2.60 8.03
3er. cuartil 6.02 9.13
Maiximo 10.08 10.51

a) Calcule los rangos intercuartiles tanto para A como pa-
o - ra B.

b) (Los restimenes estadisticos para A proporcionan sufi-
a ciente informacion para construir un diagrama de caja?
Si es asi, construya el diagrama de caja. Si no, explique
- i por qué.

c) (Los restimenes estadisticos para B proporcionan la su-

I ficiente informacion para construir un diagrama de caja?
pH=4.0 pH=45 Si es asi, construya el diagrama de caja. Si no, explique
por qué.

12. Relacione cada histograma con el diagrama de caja que representa el mismo conjunto de datos.

o ol Aﬁwm‘
c)

a) b) d)
| |
X |
(1) 2) 3) “

13. Refiérase a los datos de asfalto en el ejemplo 1.12 (p. 17).

a)
b)
c)
d)

Construya un diagrama de caja para los datos de asfalto.

(Qué valores, si los hay, son atipicos?

Construya una grafica de puntos para los datos de asfalto.

Con el fin de construir diagramas de caja, se define un dato atipico como un punto cuya distancia al cuartil mas cercano es
mayor a 1.5 IQR. Una definicién mas general y menos precisa es que un dato atipico es cualquier punto que esta separado
de la mayor parte de los datos. ;Hay puntos en el conjunto de datos del asfalto que son datos atipicos bajo esta definicion
mds general, pero no bajo la definicion del diagrama de caja? ;Si es asi, cudles son?



44 CAPITULO 1 Muestreo y estadistica descriptiva

14. Relacione cada diagrama de dispersion con el enunciado que lo describa mejor.
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i) La relacion entre x y y es casi lineal.

ii) La relacion entre x y y no es lineal.

iii) No hay mucho que relacione a x con y.

iv) La relacion entre x y y es casi lineal, menos un dato atipico.

15. Para los siguientes datos:

x|1.4 24404957 63 78 90 93110
y|2.3 37579969 158 154 369 34.6 53.2

a) Realice una grafica de dispersién de y contra x. (Es la relacién entre x y y casi lineal, o no lo es?

b) Calcule el logaritmo natural de cada valor de y. Esto se conoce como hacer una transformacion de log de y. Realice una
grafica de dispersion de In y contra x. ;La relacién entre x y In y es casi lineal, o no lo es?

¢) En general, es mas facil trabajar con cantidades que tienen una relacion lineal aproximada que con cantidades que no tie-
nen una relacién lineal. ;Para estos datos, pensaria que es mas fécil trabajar con x y y o con x y In y? Explique.



Ejercicios adicionales para el capitulo 1

1. Una vendedora convierte los pesos de los paquetes que ven-

de de libras a kilogramos (1 kg = 2.2 Ib).

a) (Como afecta esto la media del peso de los paquetes?

b) (Coémo afecta esto la desviacién estdndar de los pesos?

. Con referencia al ejercicio 1. La vendedora empieza a usar
un empaquetado mds pesado, lo que aumenta el peso de ca-
da paquete en 50 gramos.

a) (Como afecta esto a la media del peso de los paquetes?

b) (Co6mo afecta esto a la desviacion estandar de los pesos?

. Los circuitos integrados constan de canales eléctricos que
estdn grabados en placas de silicio. Cierta proporciéon de
circuitos esta defectuosa debido al “corte sesgado”, lo que
sucede cuando se graba demasiado material lejos de los ca-
nales, ello da como resultado partes no grabadas en las pla-
cas, que son demasiado angostas. Se estd investigando un
proceso rediseiiado que implica presion mas baja en la ca-
mara de grabado. El objetivo es reducir la tasa de corte sesga-
do a menos de 5%. De los primeros 100 circuitos fabricados
por el nuevo proceso, solamente cuatro indican evidencias
de corte sesgado. Verdadero o falso:

a) Debido a que solamente 4% de los 100 circuitos tenian
corte sesgado, se puede concluir que se ha alcanzado el
objetivo.

b) Aunque los porcentajes de la muestra estan debajo de
5%, esto podria representar la variacion del muestreo, asi
que es posible que el objetivo atin no se ha alcanzado.

¢) No hay caso en evaluar el nuevo proceso, porque no im-
porta cual es el resultado, podia sélo atribuirse a la va-
riacién del muestreo.

d) Si muestreamos un nimero lo suficientemente grande
de circuitos y si los porcentajes de circuitos defectuosos
estdn suficientemente por abajo de 5%, entonces es ra-
zonable concluir que se ha alcanzado el objetivo.

. Se lanza una moneda dos veces y cae “cara” ambas veces.
Alguien dice: “Hay algo deshonesto en esta moneda. Se su-
pone que una moneda cae cara sélo la mitad de las veces y
no siempre.”

a) (Es razonable concluir que la moneda es deshonesta?
Explique.
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b) Si al lanzar la moneda caen 100 “caras” consecutivas,
(es razonable concluir que la moneda es deshonesta?
Explique.

. El nimero mds pequefio en una lista se cambia de 12.9 a

1.29.

a) (Es posible determinar cudnto cambia la media? Si es
asi, jen cuanto cambia?

b) (Es posible determinar cudnto cambia la mediana? Si es
asi, ;en cudnto cambia? ;Qué pasa si la lista consta de
solamente dos nimeros?

¢) (Es posible determinar cudnto cambia la desviacion es-
tandar? Si es asi, ;cuanto cambia?

. Hay 15 ndmeros en una lista y el nimero mds pequefio se

cambia de 12.9 a 1.29.

a) (Es posible determinar cudnto cambia la media? Si es
asi, jcuanto cambia?

b) (Es posible determinar el valor de la media después del
cambio? Si es asf, (cudl es el valor?

¢) (Es posible determinar cuanto cambia la mediana? Si es
asi, jcuanto cambia?

d) (Es posible determinar cudnto cambia la desviacion es-
tandar? Si es asi, jcuanto cambia?

. Hay 15 ndmeros en una lista y la media es 25. El nimero

mds pequefio en la lista se cambia de 12.9 a 1.29.

a) (Es posible determinar cudnto cambia la media? Si es
asi, jcuanto cambia?

b) (Es posible determinar el valor de la media después del
cambio? Si es asi, (cual es el valor?

¢) (Es posible determinar cuanto cambia la mediana? Si es
asi, jcuanto cambia?

d) (Es posible determinar cudnto cambia la desviacion es-
tandar? Si es asi, jcuanto cambia?

. El articulo “The Selection of Yeast Strains for the Produc-

tion of Premium Quality South African Brandy Base Pro-
ducts” (C. Steger y M. Lambrechts, Journal of Industrial
Microbiology and Biotechnology, 2000:431-440) presenta
informacién detallada acerca de la composicién compuesta
volatil de la base de vinos hechos para cada una de las 16
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clases de levadura seleccionadas. Las siguientes son las
concentraciones de ésteres totales (en mg/L) en cada uno de
los vinos.

284.34 173.01 229.55 312.95 21534 188.72
144.39 172.79 139.38 197.81 303.28 256.02
658.38 105.14 29524 170.41

a) Calcule la media de la concentracion.

b) Calcule la mediana de la concentracion.

¢) Calcule el primer cuartil de las concentraciones.

d) Calcule el tercer cuartil de las concentraciones.

e) Construya un diagrama de caja para las concentracio-
nes. ;Qué caracteristicas revela?

. Con respecto a los datos que se representan en el siguiente

diagrama de caja, ;cual de los enunciados siguientes es ver-
dadero?

i) La media es mds grande que la mediana.
ii) La media es menor que la mediana.

iii) La media es aproximadamente igual a la mediana.

X

Verdadero o falso: en cualquier diagrama de caja,

a) La longitud de los “bigotes” es igual a 1.5 IQR, donde
el IQR es el rango intercuartil.

b) La longitud de los “bigotes” podria ser mds grande que
1.5 IQR, donde el IQR es el rango intercuartil.

c) La longitud de los “bigotes” podria ser menor que 1.5
IQR, donde el IQR es el rango intercuartil.

d) Los valores en los extremos de los “bigotes” son siem-
pre valores del conjunto de datos que se usan para cons-
truir el diagrama de caja.

Para cada uno de los histogramas siguientes, determine si el
eje vertical ha sido etiquetado correctamente.
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13.

14.

En el articulo “Occurrence and Distribution of Ammonium
in Iowa Groundwater” (K. Schilling, Water Environment
Research, 2002:177-186), se midieron concentraciones de
amonio (en mg/L) en un total de 349 pozos aluviales en el
estado de Towa. La media de la concentracion fue de 0.27,
la mediana fue de 0.10 y la desviacién estdndar fue de 0.40.
Si se dibujara un histograma con estas 349 mediciones,

i) estaria sesgado a la derecha.
i) estaria sesgado a la izquierda.
iii) seria aproximadamente simétrico.

iv) su forma no se podria determinar sin conocer las fre-
cuencias relativas.

En el articulo “Vehicle-Arrival Characteristics at Urban Un-
controlled Intersections” (V. Rengaraju y V. Rao, Journal of
Transportation Engineering, 1995:317-323) se presentan
los datos sobre las caracteristicas de trafico en diez cruceros
en Madras, India. Una de las caracteristicas medidas fueron
las velocidades de los vehiculos que se desplazaban por los
cruceros. La tabla siguiente da 15avo., 50avo. y 85avo. per-
centiles de la velocidad (en km/h) para dos cruceros.

Percentil
Interseccion 15avo. 50avo. 85avo.
A 27.5 37.5 40.0
B 24.5 26.5 36.0

a) Si se hubiera dibujado un histograma para las velocida-
des de vehiculos que pasan a través de la interseccion A,
,pensaria que estd sesgado a la izquierda, sesgado a la
derecha, o casi simétrico? Explique.

b) Si se hubiera dibujado un histograma para las velocida-
des de vehiculos que pasan a través de la interseccién B,
(pensaria que estd sesgado a la izquierda, sesgado a la
derecha, o casi simétrico? Explique.

La frecuencia acumulada y 1a frecuencia relativa acumulada
para un intervalo de clase dado son las sumas de las frecuen-
cias y las frecuencias relativas, respectivamente, sobre todas
las clases, incluyendo la clase dada. Por ejemplo, si hay cin-
co clases, con frecuencias 11, 7, 3, 14 y 5, las frecuencias
acumulativas serfan 11, 18, 21, 35y 40, y las frecuencias re-
lativas acumulativas serfan 0.275, 0.450, 0.525, 0.875 y
1.000. Construya una tabla para presentar las frecuencias,
las frecuencias relativas y las frecuencias relativas acumula-
das, para los datos del ejercicio 1 de la seccién 1.3, usando
los intervalos de clase 11 —< 12,12 —< 13, ...,20 —<21.
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15. El articulo “Computing and Using Rural versus Urban

16.

Measures in Statistical Applications” (C. Goodall, K. Kafa-
dar y J. Tukey, The American Statistician, 1998:101-111)
analiza los métodos para medir el grado a los cuales los
condados de los Estados Unidos son urbanos mds que rura-
les. La siguiente tabla de frecuencias presenta las frecuen-
cias de poblacion de los condados de los Estados Unidos.
Las poblaciones estan en la escala log,; por consiguiente, el
primer intervalo contiene condados cuyas poblaciones son
al menos de 2° = 64, pero menores que 2'** = 5 404 y asi
sucesivamente.

log, de la Num. de
poblacion condados
6.0-< 124 305
124-< 13.1 294
13.1-< 13.6 331
13.6-< 14.0 286
14.0-< 14.4 306
14.4-< 14.8 273
14.8-< 15.3 334
15.3-< 16.0 326
16.0-< 17.0 290
17.0-< 23.0 323

a) Construya un histograma a partir de la tabla de frecuen-
cias.

b) Calcule la proporcion de condados cuyas poblaciones
son mayores a cien mil.

¢) (Esté el histograma sesgado a la izquierda, a la derecha,
o casi simétrico?

d) Construya un histograma usando las poblaciones reales
en vez de su logaritmo. ;Por qué piensa usted que el ar-
ticulo transformo las poblaciones a la escala logaritmi-
ca?

El articulo “Hydrogeochemical Characteristics of Ground-
water in a Mid-Western Coastal Aquifer System” (S. Jeen,
J. Kim y colaboradores, Geosciences Journal, 2001:339-348)
presenta las mediciones de las propiedades de algunas
aguas subterrdneas poco profundas en cierto sistema de
acuifero de Corea. Las siguientes son las mediciones de la
conductividad eléctrica (en microsiemens por centimetro)
para 23 muestras de agua.

2099 528 2030 1350 1018 384 1499
1265 375 424 789 810 522 513
488 200 215 486 257 557 260
461 500

a) Encuentre la media.

b) Encuentre la desviacion estandar.
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¢) Encuentre la mediana.

d) Construya una gréfica de puntos.

¢) Encuentre la media recortada a 10%.

/) Encuentre el primer cuartil.

g) Encuentre el tercer cuartil.

h) Encuentre el rango intercuartil.

i) Construya un diagrama de caja.

J) ¢(Cuales puntos, si los hay, son atipicos?

k) Si se hubiera construido un histograma, ;estaria sesga-
do ala izquierda, sesgado a la derecha, o casi simétrico?

La falta de agua ha sido tradicionalmente una preocupacion
muy importante en las Islas Canarias. Los derechos sobre el
agua se dividen en acciones, que son posesion privada. El
articulo “The Social Construction of Scarcity. The Case of
Water in Tenerife (Canary Islands)” (F. Aguilera-Klink, E.
Pérez-Moriana, y J. Sanchez-Garcia, Ecological Econo-
mics, 2000:233-245) analiza que la extensién de muchas de
las acciones estan concentradas entre pocos propietarios. La
tabla siguiente presenta el nimero de propietarios que po-
seen diferentes nimeros de acciones. (Habia 15 propietarios
que poseian 50 acciones 0 mds; que se han omitido.) Obser-
ve que es posible poseer un nimero no entero de acciones;
por ejemplo, el intervalo 2—< 3 contiene 112 personas que
poseian al menos dos pero menos de tres acciones.

Numero de Numero de
acciones propietarios
0-<1 18
I-<2 165
2-<3 112
3-<4 87
4-—<5 43
5-< 10 117
10-< 15 51
15-< 20 32
20-< 25 10
25-< 30 8
30-< 50 8

a) Construya un histograma para estos datos.

b) Aproxime la mediana del nimero de acciones poseidas
encontrando el punto para el cual las areas de cualquier
lado son iguales.

¢) Aproxime el primer cuartil del nimero de acciones po-
seidas encontrando el punto para el cual 25% del area
estd a la izquierda.

Muestreo y estadistica descriptiva

d) Aproxime el tercer cuartil del nimero de acciones po-
seidas encontrando el punto para el cual 75% del area
estd a la izquierda.

e) Aproxime la media del nimero de acciones poseidas
calculando el centro de masa del histograma.

/) Aproxime la varianza del nimero de acciones poseidas

calculando el momento de inercia con respecto a la me-
dia, bajo el supuesto de que toda la masa de un rectan-
gulo esta concentrada en su punto medio.

18. El informe del editor, en noviembre de 2003, de la edicién

de Technometrics proporciona la siguiente informacion res-
pecto de la cantidad de tiempo que le toma revisar articulos
que fueron presentados para su publicacién durante 2002.
Para propésitos computacionales, interprete la dltima cate-
goria (>9) como 9 —< 15.

Tiempo Numero de
(meses) articulos
0-—<1 45
1-<2 17
2-< 3 18
3—< 4 19
4-<5 12
5-< 6 14
6-<7 13
T-< 8 22
8-<9 11
>9 18

a) Construya un histograma para estos datos.

b) Aproxime la mediana del tiempo de revision encontran-
do el punto para el cual las dreas en cualquier lado son
iguales.

¢) Aproxime el primer cuartil de los tiempos de revision,
encontrando el punto para el cual 25% del drea estd a la
izquierda.

d) Aproxime el tercer cuartil del tiempo de revisién encon-
trando el punto para el que 75% del drea esta a la iz-
quierda.

e) Aproxime la media del tiempo de revision calculando el
centro de masa del histograma.

/) Aproxime la varianza del tiempo de revision, calculando

el momento de inercia con respecto a la media, supo-
niendo que toda la masa de un rectdngulo estd concen-
trada en su punto medio.
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19. En el articulo “The Ball-on-Three-Ball Test for Tensile
Strength: Refined Methodology and Results for Three Ho- Tipo de ceramica Cargas (kg)
hokam Ceramic Typeis (M. Beck,~ Amerzcan/Afmqmty, Sacaton 15. 30, 51, 20, 17. 19, 20,
2002:558-569) se analiza la resistencia de la ceramica anti-

. 34,17, 15, 23, 19, 15, 18,

gua. Se evaluaron algunas muestras de cada uno de tres ti- 16.22.29. 15. 13. 15
pos de cerdmica. Las cargas (en kg) requeridas para romper T T
las muestras son las que aparecen en la tabla de la siguiente

| Planicie del rio Gila 27, 18, 28, 25, 55, 21, 18,
cotumna. 34,23, 30, 20, 30, 31, 25,
28, 26, 17, 19, 16, 24, 19,
9,31, 19, 27, 20, 45, 15
a) Construya diagramas de caja comparativos para las tres
muestras. Casa Grande 20, 16, 20, 36, 27, 35,
b) (Cudntos datos atipicos contiene cada muestra? 66, 15, 18, 24, 21, 30,

. 20, 24, 23, 21, 13, 21
¢) Comente acerca de las caracteristicas de las tres muestras.




Capitulo

Probabilidad

Introduccion

El desarrollo de la teoria de la probabilidad fue financiada por apostadores en el siglo xvii,
quienes contrataron a algunos matematicos famosos para que calculasen la probabilidad co-
rrecta de ciertos juegos de azar. Con el tiempo, la gente se dio cuenta de que los procesos cien-
tificos también son azarosos y desde entonces se han empleado métodos de probabilidad para
estudiar el entorno fisico.

Actualmente, la probabilidad constituye una gran rama de las matematicas. Existen mu-
chos libros al respecto y numerosos investigadores han dedicado bastante de su tiempo con el
proposito de ampliar su desarrollo. En este capitulo se presenta una introduccién de los con-
ceptos de probabilidad mas relevantes para el estudio de la estadistica.

2.1 Ideas basicas

50

Para realizar un estudio sistematico de probabilidad, se necesita cierta terminologia. Un ex-
perimento constituye un proceso con un resultado que no se puede predecir certeramente con
anterioridad. El hecho de lanzar una moneda al aire, arrojar un dado, medir el didmetro de un
perno, pesar los contenidos de una caja de cereal, o medir la resistencia de una cuerda de pes-
car, son ejemplos de experimentos. Con la finalidad de analizar un experimento en términos
probabilisticos, se debe especificar sus posibles resultados.

Definicion

Al conjunto de todos los posibles resultados de un experimento se le llama espacio
muestral.

LEIT)

Al lanzar al aire una moneda se puede utilizar el conjunto {“caras”, “cruces”} como el
espacio muestral. Para arrojar un dado de seis caras, se puede usar al conjunto {1, 2, 3, 4, 5,
6}. Estos espacios muestrales son finitos. Algunos experimentos tienen espacios muestrales
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con un nimero infinito de resultados. Por ejemplo, imagine que un buril con didmetro de 10
mm hace perforaciones en una ldmina de metal. Debido a las variaciones en el angulo de la
perforacién y a los pequefios movimientos en la ldmina de metal, los didmetros de los aguje-
ros varfan entre 10 y 10.2 mm. Por tanto, para el experimento de perforacién seria razonable
un espacio muestral que esté en el intervalo (10.0, 10.2), o en notacién de conjuntos, {x | 10.0
< x < 10.2}. Obviamente, este conjunto contiene un nimero infinito de resultados.

En muchos experimentos se puede escoger entre diversos espacios muestrales. Por
ejemplo, suponga un proceso que produce clavos de acero cuyas longitudes varian entre 5.20
y 5.25 cm. Una opcién obvia para el espacio muestral de la longitud de un clavo seria el con-
junto {x|5.20 <x < 5.25}. Sin embargo, si el objetivo fuera simplemente determinar si el cla-
vo es demasiado corto, demasiado largo o estd dentro de ciertos limites especificos, una buena
eleccidn seria que el espacio muestral fuera {demasiado corto, demasiado largo, dentro de las
especificaciones}.

Con frecuencia, al estudiar experimentos, se estd interesado en un subconjunto particu-
lar de resultados. Por ejemplo, se puede tener interés en la probabilidad de que un dado cai-
ga en un numero par. El espacio muestral para el experimento es {1, 2, 3, 4, 5, 6} y el
correspondiente a que caiga en un nimero par es el subconjunto {2, 4, 6}. En el ejemplo del
buril usado para perforar, se puede tener interés en la probabilidad de que un hueco tenga un
didmetro menor a 10.1 mm. Esto dltimo corresponde al subconjunto {x | 10.0 < x < 10.1}.
Existe un nombre especial para el subconjunto de un espacio muestral:

Definicion

Un subconjunto de un espacio muestral se denomina evento.

Observe que para cualquier espacio muestral, el conjunto vacio () es un evento, como lo es
todo el espacio muestral. Se dice que un evento ocurrié si el resultado del experimento es al-
guno de los resultados en el evento. Por ejemplo, si un dado cae en el nimero 2, habran ocu-
rrido los eventos {2, 4, 6} y {1, 2, 3}, junto con cualquier otro evento que contenga el
resultado “2”.

Un ingeniero eléctrico tiene en su mano dos cajas de resistores, cada una con cuatro de éstos.
Los resistores de la primera caja estan etiquetados con 10 Q (ohms), pero, de hecho, sus re-
sistencias son de 9, 10, 11 y 12 Q. Los resistores de la segunda caja tienen la etiqueta de 20
Q, pero sus resistencias son de 18, 19, 20 y 21 Q. El ingeniero elige un resistor de cada caja
y determina la resistencia de cada uno.

Sea A el evento para el cual el primer resistor tiene una resistencia mayor a 10, sea B el
evento en el que el segundo resistor tiene una resistencia menor a 19 y sea C el evento en el cual
la suma de las resistencias es igual a 28. Determine un espacio muestral para este experimen-
to y especifique los subconjuntos que corresponden a los eventos A, By C.

Solucion

Un buen espacio muestral es el conjunto de pares ordenados en el que el primer elemento re-
presenta la resistencia del primer resistor y el segundo elemento constituye la del segundo resis-
tor. Se denotard a este espacio muestral con S.
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S = {(9,18), (9, 19), (9, 20), (9, 21), (10, 18), (10, 19), (10, 20), (10, 21),
(11, 18), (11, 19), (11, 20), (11, 21), (12, 18), (12, 19), (12, 20), (12, 21)}

Los eventos A, B'y C estan dados por

A={(11,18), (11, 19), (11, 20), (11, 21), (12, 18), (12, 19), (12, 20), (12, 21)}
B ={(9, 18), (10, 18), (11, 18), (12, 18)}
C ={(9,19), (10, 18)}

Combinaciéon de eventos

Con frecuencia se construyen eventos mediante la combinacién de eventos mas sencillos. De-
bido a que aquéllos son subconjuntos de espacios muestrales, es usual emplear la notacién de
conjuntos para describir los eventos construidos de esta forma. A continuacién se repasara la
notacion necesaria.

B La unién de dos eventos A y B, se denota por A U B, es el conjunto de resultados que
pertenecen ya sea a A o B, o a ambos. Esto es, A U B significa “A o B”. Por tanto, el even-
to A U B se presenta siempre que ocurre A o B (0 ambos).

B Lainterseccion de dos eventos A y B se denota como A N B; es decir, constituye el con-
junto de resultados que pertenece tanto a A como a B. Por consecuencia, A N B significa
“A'y B”. Por consiguiente, el evento A N B se presenta siempre que A y B ocurren.

B El complemento de un evento A se denota por A, es el conjunto de resultados que no
pertenecen a A. Es decir, A significa “no A”. Por consiguiente, el evento A se presenta
siempre que no ocurra A.

Los eventos se pueden mostrar graficamente con los diagramas de Venn. La figura 2.1
muestra los eventos A U B,A N By B N A".

a) b) c)

FIGURA 2.1 Diagramas de Venn que muestran varios eventos: a) A U B, b) A N B, ¢) B N A“.

Con referencia al ejemplo 2.1, determine a BU Cy A N B*.

Solucion
El evento B U C contiene todos los resultados que pertenecen a B o a C, o a ambos. Por tanto,
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BuU C = {09, 18), (10, 18), (11, 18), (12, 18), (9, 19)}

El evento B contiene los resultados en el espacio muestral que no pertenecen a B. De ahi que
el evento A N B contenga los resultados que pertenecen a A y no pertenecen a B. Por consi-
guiente,

AN BT {(11,19), (11, 20), (11, 21), (12, 19), (12, 20), (12, 21)}

Eventos mutuamente excluyentes

Existen ciertos eventos que nunca se presentan simultdneamente. Por ejemplo, es imposible
que una moneda que se arroje al aire caiga a la vez en “cruz” y “cara”, al igual que un clavo
de acero sea al mismo tiempo demasiado largo y corto. A eventos de este tipo se les llama
mutuamente excluyentes.

Definicion

B Se dice que los eventos A y B son mutuamente excluyentes si no tienen resulta-
dos en comuin.

B De forma mas general, se dice que una coleccién de eventos A, A,, . .., A, es
mutuamente excluyente si dos de ellos no tienen resultados en comun.

El diagrama de Venn en la figura 2.2 muestra eventos mutuamente excluyentes.

FIGURA 2.2 Los eventos A y B son mutuamente excluyentes.

Con referencia al ejemplo 2.1, si se realiza el experimento, ;es posible que los eventos A y B
ocurran al mismo tiempo? ;Qué pasa con By C? ;A 'y C? {Qué par de eventos es mutuamen-
te excluyente?

Solucién

Si el resultado es (11, 18) o (12, 18), entonces tanto el evento A como el B ocurren. Si el resul-
tado es (10, 18), entonces ocurren los eventos By C. Es imposible que ocurran al mismo tiem-
po Ay C, ya que estos eventos son mutuamente excluyentes al no tener ningin resultado en
comuin.
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Probabilidades

Todo evento en un espacio muestral tiene una probabilidad de ocurrir. Intuitivamente, la pro-
babilidad es una medida cuantitativa de qué tan probable es que ocurra un evento. Formal-
mente hablando, hay varias interpretaciones de la probabilidad; la primera que se adoptard es
que la probabilidad de un evento representa la proporcion de veces que se presentaria el even-
to a largo plazo, si el experimento se repitiera una y otra vez.

Con frecuencia se usa la letra P para representar la probabilidad. Por tanto, cuando se
lanza una moneda al aire la notacién “P(*‘cara”) = 1/2” significa que la probabilidad de que
la moneda caiga en “cara” es igual a 1/2.

Dado un experimento y cualquier evento A:

B La expresion P(A) denota la probabilidad de que ocurra el evento A.

B P(A) constituye la proporcién de veces que se presenta el evento A en el tiempo, si
es que el experimento se realizara una y otra vez.

En muchas situaciones, la tnica forma de calcular la probabilidad de un evento es re-
petir el experimento muchas veces y determinar la proporcion de veces que ocurre. Por ejem-
plo, si se deseara calcular la probabilidad de que un tablero de circuitos impresos fabricado
por cierto proceso esté defectuoso, usualmente se necesitaria producir cierta cantidad de ta-
bleros y probarlos para determinar la proporcion de los defectuosos. En algunos casos, las
probabilidades se pueden determinar si se conoce la naturaleza fisica del experimento. Por
ejemplo, si se sabe que la forma de un dado es casi igual a la de un cubo perfecto y que su
masa estd distribuida aproximadamente en forma homogénea, se puede suponer que cada una
de sus seis caras tiene la misma probabilidad de salir cuando se lanza el dado.

Una vez que se han encontrado las probabilidades de ciertos eventos mediante el cono-
cimiento cientifico o la experiencia, se puede calcular matematicamente las probabilidades de
otros eventos. Por ejemplo, si se ha calculado a través de la experimentacion que la probabi-
lidad de que un tablero de circuitos impresos esté defectuoso es de 0.10, se puede calcular que
la probabilidad de que un tablero no esté defectuoso es de 0.90. Como otro ejemplo, supon-
ga que los clavos de acero producidos por determinado proceso no cumplen con la longitud
especificada, ya sea porque son demasiado cortos o demasiado largos. Al medir gran cantidad
de clavos, se calculé que la probabilidad de que uno de ellos sea demasiado corto es de 0.02
y que la probabilidad de que otro sea demasiado largo es de 0.03. Entonces puede calcularse
que la probabilidad de que un clavo no cumpla con la especificacion es de 0.05.

En la practica, los cientificos e ingenieros calculan las probabilidades de ciertos even-
tos con base en el conocimiento cientifico y la experiencia, y posteriormente utilizan reglas
matematicas para calcular las estimaciones de las probabilidades de otros eventos. En el res-
to de esta seccidn y en la seccion 2.2, se explican algunas de estas reglas y se muestra coémo
utilizarlas.

Axiomas de la probabilidad

El tema de la probabilidad se basa en tres reglas de sentido comtin, conocidas como axiomas.
Estas son:
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Axiomas de la probabilidad

1. Sea & un espacio muestral. Entonces P(S) = 1.

2. Para cualquier evento A, 0 < P(A) < 1.

3. Si Ay B son eventos mutuamente excluyentes, entonces P(A U B) = P(A) + P(B).
De forma mas general, si A, A,, . . . son eventos mutuamente excluyentes, enton-
cesPALUAU---)=PA,) + PA,) +---

Si se piensa un poco, es facil ver que los tres axiomas en realidad concuerdan con el sentido
comun. El primero establece que el resultado de un experimento siempre estd en el espacio
muestral. Esto es obvio, puesto que, por definicidn, el espacio muestral contiene todos los re-
sultados posibles del experimento. El segundo dice que la frecuencia a largo plazo de cualquier
evento siempre se encuentra entre 0 y 100%. Un ejemplo que demuestra al tercer axioma, que
ya se analizé anteriormente, es el del proceso que produce clavos de acero, en donde la proba-
bilidad de que un clavo sea demasiado corto es de 0.02 y la de que un clavo es demasiado lar-
go es de 0.03. El tercer axioma establece que la probabilidad de que el clavo sea demasiado
corto o muy largo es 0.02 + 0.03 = 0.05.

Ahora se presentan dos reglas sencillas que son ttiles para calcular probabilidades. Es-
tas reglas son intuitivamente obvias y también pueden comprobarse a través de los axiomas.
Las demostraciones se encuentran al final de la seccién.

Para cualquier evento A,
P(AY) =1 — P(A) 2.1)
Si () denota el espacio vacio, entonces

P@® =0 (2.2)

La ecuacioén (2.1) establece que la probabilidad de que un evento no ocurra es igual a 1 me-
nos la probabilidad de que ocurra. Por ejemplo, si existe una probabilidad de 40% de que llue-
va, hay una probabilidad de 60% de que no llueva. La ecuacién (2.2) establece que es
imposible que un experimento no tenga ningtn resultado.

El objetivo de una prueba de tiro consiste de un blanco rodeado por dos anillos concéntricos.
Se dispara un proyectil hacia el objetivo. La probabilidad de que pegue en el blanco es de
0.10, la de que atine en el anillo interior es de 0.25 y la de que acierte en el anillo exterior es
de 0.45. ;Cual es la probabilidad de que el proyectil haga blanco en el objetivo? ;Cual es la
probabilidad de que no pegue en este tltimo?

Solucion

Pegar en el blanco, acertar en el anillo interior y atinar en el anillo exterior son eventos mu-
tuamente excluyentes, ya que es imposible que mas de uno de éstos ocurra a la vez. Por tan-
to, utilizando el axioma 3,
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P(pega en el objetivo) = P(blanco) + P(anillo interior) + P(anillo exterior)
=0.10 + 0.25 + 0.45
= 0.80

Ahora se puede calcular la probabilidad de que el proyectil no pegue en el objetivo utilizan-
do la ecuacion (2.1):

P(no pega en el objetivo) = 1 — P(pega en el objetivo)
=1-0.80
0.20

La siguiente tabla presenta las probabilidades del nimero de veces en que el sistema de cier-
ta computadora se “caerd” en el transcurso de una semana. Sea A el evento de que haya mas
de dos “caidas” durante la semana, y B el evento de que el sistema se “caerd” por lo menos
una vez. Determine el espacio muestral. Después precise los subconjuntos del espacio mues-

tral que corresponden a los eventos A y B. Posteriormente determine P(A) y P(B).

Numero de casos Probabilidad

0 0.60
1 0.30
2 0.05
3 0.04
4 0.01

Solucién

El espacio muestral del experimento es el conjunto {0, 1, 2, 3, 4}. Los eventos son A = {3,
4}y B = {1, 2, 3, 4}. Para encontrar P(A), advierta que A constituye el evento en que se pre-
senten tres “caidas” o que haya cuatro “caidas”. Los eventos “que se presenten tres caidas” y
“que ocurran cuatro caidas” son mutuamente excluyentes. Por tanto, mediante el axioma tres,
se concluye que

P(A) = P(ocurran tres “caidas” o se presenten cuatro “caidas”)
= P(ocurran tres “caidas”) + P(sucedan cuatro “caidas”)
= 0.04 + 0.01
= 0.05

Se calculard P(B) en dos formas. Primero, observe que B es el evento de que no haya ningu-
na caida. Por tanto, utilizando la ecuacién (2.1),

P(B) =1 — P(B°
= 1 — P(no ocurran “caidas”)
=1-0.60

0.40
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En la segunda forma para calcular P(B), observe que B es el evento de que haya una “caida”
o de que sucedan dos o que ocurran tres “caidas” o haya cuatro de éstas. Estos eventos son
mutuamente excluyentes. Por consiguiente, utilizando el axioma tres, se concluye que

P(B) = P(una “caida”) + P(dos “caidas”) + P(tres “caidas”) + P(cuatro “caidas”)
= 0.30 + 0.05 + 0.04 + 0.01
=040

En el ejemplo 2.5 se calcularon las probabilidades de los eventos A = {3,4} y B = {1,
2, 3,4} al sumar las probabilidades de los resultados de cada uno de los eventos: P(A) = P(3)
+ P(4)y P(B) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4). En general, este método funciona. Dado que
cualesquiera dos resultados en un espacio muestral son mutuamente excluyentes, la probabi-
lidad de que cualquier evento contenga un nimero finito de resultados se puede determinar
mediante la suma de las probabilidades de los resultados que incluyen al evento.

SiAesuneventoy A= {E, E,, ..., E,}, entonces

P(A) = P(E)) + P(E,) +---+ P(E) (2.3)

Espacios muestrales con resultados igualmente probables

En algunos experimentos se puede construir un espacio muestral en el cual todos los resulta-
dos sean igualmente probables. Un ejemplo sencillo es el lanzamiento de un dado, en el cual
el espacio muestral es {1, 2, 3,4, 5, 6} y cada uno de estos resultados tiene una probabilidad
de 1/6. Otro tipo de experimento que tiene resultados igualmente probables es la seleccion
aleatoria de un elemento a partir de una poblacién de elementos. Se puede suponer que los
elementos en la poblacion son los resultados en un espacio muestral y que cada elemento tie-
ne la misma probabilidad de ser seleccionado.

Una poblacién a partir de la cual se muestrea un elemento en forma aleatoria consti-
tuye un espacio muestral con resultados igualmente probables.

Si un espacio muestral contiene N resultados igualmente probables, la probabilidad de
cada resultado es 1/N. Esto es asi porque la probabilidad de todo el espacio muestral debe ser
1 y esta probabilidad se divide equitativamente entre los N resultados. Si A representa un
evento que contiene k resultados, entonces se puede determinar P(A) mediante la suma de las
probabilidades de los k resultados, de tal forma que P(A) = k/N.

Si S es un espacio muestral que contiene N resultados igualmente probables y si A
es un evento que contiene k resultados, entonces

PA) =k 2.4)
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Un troquel de extrusion se utiliza para producir varillas de aluminio. Existen ciertas especifi-
caciones para la longitud y didmetro de las varillas. Para cada una de éstas, la longitud puede
ser demasiado corta, demasiado larga o estar bien y el didmetro se puede clasificar en muy del-
gado, muy grueso o estar bien. En una poblacion de mil varillas, el nimero de ellas en cada
clase es:

Diametro
Longitud Muy delgado  Esta bien Muy grueso
Demasiado corta 10 3 5
Esta bien 38 900 4
Demasiado larga 2 25 13

Se toma una varilla aleatoriamente a partir de esta poblacién. ;Cudl es la probabilidad de que
sea demasiado corta?

Solucion

Se considera que cada una de las mil varillas representa un resultado en un espacio muestral.
Cada uno de los mil resultados tiene la misma probabilidad. Se resolverd el problema con-
tando el nimero de resultados que corresponde al evento. El nimero de varillas que son de-
masiado cortas es 10 + 3 + 5 = 18. Dado que el nimero total de varillas es mil,

P(demasiado corta) = _18

1 000

Regla de la suma

Si A y B son eventos mutuamente excluyentes, entonces P(A U B) = P(A) + P(B). Esta re-
gla se puede generalizar para abarcar el caso en el que A y B no sean mutuamente excluyen-
tes. En el ejemplo 2.7 se muestra este razonamiento.

Con referencia al ejemplo 2.6, si se selecciona aleatoriamente una varilla, ;cudl es la proba-
bilidad de que sea demasiado corta o demasiado gruesa?

Solucién

Primero, se resolverd este problema al contar el nimero de resultados que corresponde al
evento. En la siguiente tabla se circul6 la cantidad de varillas que son demasiado gruesas y el
nimero de varillas que son muy cortas aparecen en rectingulos. Observe que hay cinco vari-
llas que son muy cortas y demasiado gruesas.
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Diametro
Longitud Muy delgado  Esta bien Muy grueso
Demasiado corta
Esta bien 38 900 O
Demasiado larga 2 25 @

De los mil resultados, el nimero de varillas que son demasiado cortas o muy gruesas es 10 +
3+ 5+ 4 + 13 = 35. Por consiguiente,
35

P(demasiado corta o muy gruesa) = ————
( yg ) T

Abhora se resolverd el problema de tal forma que conduzca a un método mas general. En el es-
pacio muestral hay 10 + 3 + 5 = 18 varillas que son demasiado cortasy 5 + 4 + 13 = 22
varillas muy gruesas. Pero si se trata de encontrar el niimero de varillas que sean demasiado
cortas o muy gruesas al sumar 18 + 22, se obtiene un nimero muy grande (40 en vez de 35).
La razén es que hay cinco varillas que son demasiado cortas y muy gruesas y éstas se cuen-
tan dos veces. No obstante, se puede resolver el problema al sumar 18 y 22, pero entonces se
le debe restar cinco para corregir el doble conteo.
Se replantea este razonamiento al utilizar probabilidades:

P(demasiado _ 18 P(muy _ 22 P(demasiado corta _ 5
corta) 1000’ gruesa) 1000’ y muy gruesa) | 000
P(demasiado corta P(demasiado " P(muy  P(demasiado corta
0 muy gruesa) - corta) gruesa) y muy gruesa)
- 18 y 22 5
1 000 1 000 1 000
_ 35
1 000

El método del ejemplo 2.7 es valido para cualesquiera dos eventos en un espacio mues-
tral. En general, para determinar la probabilidad de que ocurran cualesquiera de los dos even-
tos, se suman las probabilidades de los eventos y después se resta la probabilidad de que ambos
ocurran.

Sean A y B cualesquiera eventos, entonces
P(A U B) = PA) + P(B) — P(AN B) 2.5

Una prueba de este resultado, basada en los axiomas, se encuentra al final de esta seccién. Ob-
serve que si A y B son mutuamente excluyentes, entonces P(A N B) = 0, por lo que, en este
caso, la ecuacioén (2.5) se reduce al axioma 3.
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En un proceso que fabrica latas de aluminio, la probabilidad de que una lata tenga alguna fisu-
ra en su costado es de 0.02, la de que otra la tenga en la tapa es de 0.03 y de que una més pre-
sente una fisura en el costado y en la tapa es de 0.01. ;Cudl es la probabilidad de que al elegir
una lata en forma aleatoria tenga una fisura? ;Cudl es la probabilidad de que no la tenga?

Soluciéon
Se tiene que P(fisura en el costado) = 0.02, P(fisura en la tapa) = 0.03 y P(fisura en el cos-
tado y en la tapa) = 0.01. Ahora P(fisura) = P(fisura en el costado o fisura en la tapa). Usan-
do la ecuacion (2.5),

P(fisura en el costado o fisura en la tapa) = P(fisura en el costado) + P(fisura en la tapa)
— P(fisura en el costado y fisura en la tapa)
= 0.02 + 0.03 — 0.01
=0.04

Para determinar la probabilidad de que una lata no tenga ninguna fisura, se calcula

P(ninguna fisura) = 1 —P(fisura) = 1 — 0.04 = 0.96

Demostracion de P(A) = 1 - P(A)

Sea S un espacio muestral y A un evento. Entonces A y A° son mutuamente excluyentes;
por tanto, por el axioma 3,

P(A U A°) = P(A) + P(A°)
Pero A U A° = S, y por el axioma 1, P(S) = 1. Por consiguiente,
PAUA) =P(S)=1
Se sigue que P(A) + P(A°) = 1, entonces P(A°) = 1 — P(A).

Demostracion de P(¢) = 0

Sea S un espacio muestral. Entonces ) = S°. Por consecuencia, P()) = 1 — P(S) =
1-1=0.

Prueba de P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B)

Sean A y B cualesquiera dos eventos. La clave de la demostracién es escribir A U B como
la unién de tres eventos mutuamente excluyentes: A N B, A N By A“N B.

AUB=(ANB)UANB)U(MA NB) (2.6)

La siguiente figura ilustra la ecuacion (2.6).
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Por el axioma 3,

P(AUB) = P(AN B + P(AN B) = PA°N B) Q2.7)

AhoraA = (AN B)Y)UANB)YB = (AN B) U (A N B). Por tanto,

P(A) = P(A N BY) + P(A N B) 2.8)

P(B) = P(A°N B) + P(AN B) 2.9)

Al sumar las ecuaciones (2.8) y (2.9) se obtiene

P(A) + P(B) = P(A N B°) + P(A° N B) + 2P(A N B) (2.10)

Al comparar las ecuaciones (2.10) y (2.7) se demuestra que

P(A) + P(B) = P(A U B) + P(A N B) @.11)

De ahi que P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Ejercicios para la seccion 2.1

1. La probabilidad de que un microcircuito esté defectuoso es

0.08. {Cual es la probabilidad de que no presente defectos?

. Un dado-octaedro (de ocho caras) tiene el nimero 1 pinta-
do en dos de sus caras, el 2 en tres de sus caras, el 3 en dos
de sus caras y el 4 en una cara. Se lanza el dado. Suponga
que cada cara tiene la misma probabilidad de salir.

a) Determine el espacio muestral de este experimento.
b) Determine P(nimero par).

¢) Siel dado estuviera cargado de tal forma que la cara con
el nimero 4 tuviera el doble de probabilidad de salir que
cada una de las otras siete caras, ;cambiaria esto al es-
pacio muestral? Explique.

d) Si el dado estuviera cargado de manera que la cara con
el nimero 4 tuviera el doble de probabilidad de salir que
cada una de las otras siete caras, ;cambiaria esto el va-
lor de P(ntimero par)? Explique.

3. Sesenta por ciento de las grandes compras hechas a un ven-

dedor de computadoras son PC, 30% son portitiles y 10%
son accesorios, como impresoras. Como parte de una audito-
ria, se elige una muestra aleatoria del registro de una compra.

a) Cudl es la probabilidad de que se trate de una compu-
tadora personal?

b) ;Cudl es la probabilidad de que se trate de una compu-
tadora personal o de una portétil?

. Una unidad producida en cierto proceso tiene una probabi-

lidad de 0.10 de que sea defectuosa. Verdadero o falso:

a) Si se toma una muestra de 100 unidades, exactamente
10 de ellas serdn defectuosas.

b) Si se toma una muestra de 100 unidades, el nimero de
unidades defectuosas serd aproximadamente 10, pero no
exactamente 10.

¢) A medida que se toman mds y mds unidades, la propor-
cién de unidades defectuosas se acercard a 10 por ciento.
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Un ingeniero que vigila el control de calidad toma una
muestra de 100 unidades fabricadas por determinado proce-
so y encuentra que 15 de ellas son defectuosas. Verdadero o
falso.

a) La probabilidad de que una unidad fabricada por este
proceso esté defectuosa es 0.15.

b) La probabilidad de que una unidad fabricada por este
proceso esté defectuosa se aproxima a 0.15, pero no es
exactamente igual a 0.15.

. Un sistema contiene dos componentes, A y B. El sistema

funcionaré siempre y cuando A o B funcionen. La probabili-
dad de que A funcione es 0.95, que B funcione es 0.90 y que
ambos funcionen es 0.88. ;Cudl es la probabilidad de que el
sistema funcione?

. Un sistema contiene dos componentes, A y B. El sistema s6-

lo funcionara si ambos funcionan. La probabilidad de que A
funcione es 0.98, que B funcione es 0.95 y que A o B fun-
cionen es 0.99. ;Cudl es la probabilidad de que el sistema
funcione?

2 Meétodos de conteo*

8. El cuerpo humano puede contener uno o dos antigenos, A y

B. A la sangre que contiene sélo el antigeno A se le denomi-
na tipo A, a la que contiene sélo el B se le conoce como tipo
B, a la que contiene a ambos se le llama tipo AB y a la san-
gre que no contiene ninguno se le denomina tipo O. En cier-
to banco de sangre, 35% de los donantes de sangre tiene el
tipo de sangre A, 10% el tipo B y 5% el tipo AB.

a) (Cudl es la probabilidad que se elija aleatoriamente a un
donante de sangre de tipo O?

b) Un receptor con sangre tipo A puede recibir sin ningtn pe-
ligro de un donante sangre que no tenga el antigeno B.
(Cual es la probabilidad de que un donante elegido alea-
toriamente pueda donar al receptor con sangre tipo A?

. Verdadero o falso: Si A y B son mutuamente excluyentes,

a) P(AUB)=0

b) P(ANB)=0

¢) P(AUB) = P(ANB)

d) P(AUB) = P(A) + P(B)

E jemplo

Cuando se calculan probabilidades, algunas veces se necesita determinar el nimero de resul-
tados en un espacio muestral. En esta seccién se describirdn diversos métodos con ese pro-
posito. La regla bésica, que se conoce como principio fundamental de conteo, se presenta

por medio del ejemplo 2.9.

moévil?

Solucion

Cierto tipo de automdvil se encuentra disponible en tres colores: rojo, azul o verde, y puede
tener un motor grande o pequefio. ;De cudntas maneras puede un comprador elegir un auto-

Hay tres opciones de color y dos opciones de motor. Una lista completa de las opciones se
muestra en la siguiente tabla de 3 X 2. El ntimero total de opciones es (3)(2) = 6.

Azul Verde

Azul, grande Verde, grande

Rojo
Grande Rojo, grande
Pequefio | Rojo, pequefio

Azul, pequeio | Verde, pequeiio

* Esta seccion es opcional.
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Al generalizar el ejemplo 2.9, si hay n; elecciones de color y n, elecciones de motor,
una lista completa de elecciones se puede escribir como una tabla n; X n,, por lo que el ni-
mero total de elecciones es n;n,.

Si una operacién se puede realizar en n; maneras y si para cada una de esas maneras
se puede realizar una segunda operacion en n, maneras, entonces el nimero total de
maneras en que se realizan las dos operaciones es n,n,.

Este razonamiento del principio fundamental del conteo de estados se puede ampliar
para cualquier nimero de operaciones.

El principio fundamental del conteo

Suponga que se pueden realizar k operaciones. Si hay n; maneras de realizar la pri-
mera operacion y si para cada una de esas maneras hay n, maneras de realizar la se-
gunda operacidn y si para cada una de esas elecciones de esas maneras de realizar las
dos primeras operaciones hay n; maneras de realizar la tercera operacion y asi suce-
sivamente, entonces el nimero total de maneras de realizar la secuencia de las k ope-
raciones es nn, . . . .

Cuando se hace un pedido de cierto tipo de computadora, hay tres elecciones de disco duro,
cuatro de la cantidad de memoria, dos de la tarjeta de video y tres de monitor. ;En cudntas
maneras se puede solicitar una computadora?

Solucion
El nimero total es (3)(4)(2)(3) = 72.

Permutaciones

Una permutacién constituye un ordenamiento de un conjunto de elementos. Por ejemplo, hay
seis permutaciones de las letras A, B, C: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB y CBA. Con solamen-
te tres elementos, es facil determinar el niimero de permutaciones, s6lo con hacer una lista de
todas ellas. Pero con un gran nimero de elementos esto dltimo no seria factible. El principio
fundamental del conteo se puede usar para determinar el nimero de permutaciones de cual-
quier conjunto de elementos. Por ejemplo, se puede determinar el niimero de permutaciones
de un conjunto de tres elementos de la siguiente manera. Hay tres elecciones para colocar el
primer elemento. Después de que se hace la eleccion, hay dos elecciones restantes para el ele-
mento del segundo lugar. Entonces queda una eleccion para el elemento del tltimo lugar. Por
tanto, el nimero total de maneras de ordenar tres objetos es (3)(2)(1) = 6. Este razonamien-
to se puede generalizar. El niimero de permutaciones de un conjunto de n elementos es

nn—1m—-2)---3)2)1)

Este es el producto de los enteros del 1 al n. Este producto se puede escribir con el simbolo
n!, que se lee “n factorial”.
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Definicion

Para cualquier entero positivo n, n! = n(n — D(n — 2) - - - (3)(2)(1).

También se define a 0! = 1.

El nimero de permutaciones de n objetos es n!

Cinco personas estdn en la hilera de un cine. ;En cudntas maneras diferentes se pueden or-
denar?

Solucion
El ndmero de permutaciones de un conjunto de cinco personas es 5! = (5)(4)(3)(2)(1) = 120.

A veces se estd interesado en contar el niimero de permutaciones de los subconjuntos de
cierto tamafio elegidos de un conjunto mds grande. Lo anterior se muestra en el ejemplo 2.12.

Cinco salvavidas estdn disponibles para la guardia de un sdbado por la tarde. Hay tres esta-
ciones salvavidas. ;| De cudntas maneras se pueden elegir y organizar los tres salvavidas entre
las estaciones?

Solucion

Se usa el principio fundamental del conteo. Hay cinco maneras de elegir a un salvavidas para
que ocupe la primera estacion, luego cuatro de elegir a un salvavidas para que ocupe la segun-
da estacién y por dltimo tres para elegir un salvavidas que ocupe la tercera estacion. El nime-
ro total de permutaciones de los tres salvavidas elegidos entre los cinco es (5)(4)(3) = 60.

El razonamiento usado para resolver el ejemplo 2.12 se puede generalizar. El nimero
de permutaciones de k objetos elegidos de un grupo de n objetos es

mymn—-0---m—k+1)
Esta expresion se puede simplificar utilizando la notacién factorial:

nn—1)---n—k+DHn—-kn—-k—-1)---3)(2)(1)
(n—=kn—k—=1)---3)2)1)

nmm—-—10---n—k+1) =

n!
(n—k)!
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El nimero de permutaciones de k objetos elegidos de un grupo de n elementos es

n!

(n—k)’

Combinaciones

En algunos casos, cuando se elige un conjunto de elementos de un conjunto mas grande, no
se tiene en cuenta el orden de los elementos elegidos; s6lo se consideran los elementos que se
eligen. Por ejemplo, puede que no importe qué salvavidas ocupe cada estacion; puede que s6-
lo sea importante la eleccion de tres salvavidas. A cada grupo distinto de elementos que se
puede seleccionar, sin importar el orden, se le llama combinacién. A continuacién se mostra-
rd como determinar el nimero de combinaciones de k elementos elegidos de un conjunto de
n objetos. Se mostrard el razonamiento con el resultado del ejemplo 2.12. En ese ejemplo se
mostré que hay 60 permutaciones de tres elementos elegidos entre cinco. Al denotar a los ele-
mentos por A, B, C, D, E, en la figura 2.3 se presenta una lista de las 60 permutaciones.

ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDE CDE
ACB ADB AEB ADC AEC AED BDC BEC BED CED
BAC BAD BAE CAD CAE DAE CBD CBE DBE DCE
BCA BDA BEA CDA CEA DEA CDB CEB DEB DEC
CAB DAB EAB DAC EAC EAD DBC EBC EBD ECD
CBA DBA EBA DCA ECA EDA DCB ECB EDB EDC

FIGURA 2.3 Las 60 permutaciones de tres elementos elegidos entre cinco.

Las 60 permutaciones de la figura 2.3 estdn ordenadas en diez columnas de seis permu-
taciones cada una. Dentro de cada columna, los tres elementos son los mismos y la columna
contiene las seis permutaciones diferentes de esos tres elementos. Por tanto, cada columna re-
presenta una combinacién distinta de tres elementos elegidos entre cinco y hay diez combi-
naciones de ese tipo. Por tanto, la figura 2.3 muestra que el niimero de combinaciones de tres
elementos elegido entre cinco se puede encontrar al dividir el nimero de permutaciones de
los tres elementos elegidos, o sea 5!/(5 — 3)!, por el nimero de permutaciones de los tres
elementos, que es 3! En resumen, el nimero de combinaciones de los tres elementos elegi-

5!

dos es 3G 3
Con frecuencia el nimero de combinaciones de k elementos elegidos de n se denota por

el simbolo (Z) . El razonamiento utilizado para deducir el nimero de combinaciones de los

. . . e n
tres elementos elegidos se puede generalizar para deducir una expresion para (k) .
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El niimero de combinaciones de k elementos elegidos de un grupo de n elementos es

n n!
(k) Tkl — k! 12

A cierto evento asisten 30 personas y se elegird aleatoriamente a cinco para recibir premios.
Estos dltimos son iguales, asi que el orden en que se elige a las personas no es importante.
(Cudntos grupos diferentes de cinco personas se puede elegir?

Solucién
En virtud de que el orden de las cinco personas elegidas no es importante, se tiene que calcu-
lar el nimero de combinaciones de cinco elegidas entre 30. Esto es

3 30!
(5) 51251
(30)(29)(28)(27)(26)
G HB) M)
= 142 506
Elegir una combinacién de k elementos de un conjunto de n divide a los n elementos en
dos subconjuntos: k que fueron elegidos y n — k que no fueron elegidos. A veces un conjun-
to se divide en mds de dos subconjuntos. Por ejemplo, suponga que en una clase de 12 estu-
diantes se asignard un proyecto a los estudiantes para trabajar en equipos. Se formaréan tres
equipos, que constardn de cinco, cuatro y tres estudiantes. Se puede calcular el nimero de ma-
neras en las que se formaran los equipos del siguiente modo. Se considera el proceso para di-
vidir la clase en tres equipos como una secuencia de dos operaciones. La primera operacion
es seleccionar una combinacién de cinco estudiantes para formar el equipo de cinco. La se-
gunda consiste en elegir una combinacién de cuatro estudiantes entre los siete restantes, para
formar el equipo de cuatro. El equipo de tres automaticamente constard de los tres estudian-
tes que quedan.
El nimero de maneras de realizar la primera operacion es

12y 12!
5) 5
Después de que se ha realizado la primera operacidn, el niimero de las maneras de realizar la

segunda operacion es
N 7!
4) 413!

Por tanto, el ndmero total de maneras de realizar la secuencia de las dos operaciones es

121 7! 12!
== =127 720
51714131 514131
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Observe que el numerador en la respuesta final es el factorial del tamaifio total del grupo,
mientras que el denominador constituye el producto de los factoriales de los tamafios de los
equipos elegidos de éste. Esto ultimo es valido en general.

El nimero de maneras de dividir un grupo de n elementos en grupos de &, . . . , k,.

elementos, donde k; + - - - + k, = n, es
n!

k!

Se lanza un dado 20 veces. En virtud de que en tres de las tiradas sali6 el nimero 1, en cinco
el 2, en cuatro el 3, en dos el 4 y en tres el 6, ;cudntos arreglos diferentes de resultados hay?

Solucion

Hay 20 resultados. Estan divididos en seis grupos; a saber, el grupo de tres resultados en los
que sali6 1, el de cinco en los que sali6 2 y asi sucesivamente. El nimero de maneras de di-
vidir los 20 resultados en seis grupos de tamafios especificos es

20!

—  —1.955x 10"
315141213131

Cuando un espacio muestral consta de resultados igualmente probables, la probabilidad
de un evento se puede encontrar al dividir el nimero de resultados en el evento entre el nu-
mero total de resultados en el espacio muestral. A veces se pueden usar las reglas de conteo
para calcular estos nimeros, como se muestra en el siguiente ejemplo:

En una caja de pernos se encuentran ocho gruesos, cinco medianos y tres angostos. Una caja
de tuercas contiene seis que ajustan con los pernos gruesos, cuatro que ajustan con los pernos
medianos y dos que ajustan con los pernos angostos. Se elige aleatoriamente un perno y una
tuerca, /cudl es la probabilidad de que la tuerca ajuste con el perno?

Solucion

El espacio muestral consta de todos los pares de tuercas y pernos y cada par es igualmente
probable de ser elegido. El evento de que la tuerca ajuste con el perno corresponde al conjun-
to de todos los pares que ajustan de tuercas y pernos. Por tanto,

nimero de pares de tuercas y pernos que se ajustan

P(tuerca ajusta con perno) = —
nimero de pares de tuercas y pernos

Hay 6 + 4 + 2 = 12 tuercas y 8 + 5 + 3 = 16 pernos. Por tanto,

Nuimero de pares de tuercas y pernos = (12)(16) = 192
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gostos. Estos nimeros son

Por tanto,

Ejercicios para la seccion 2.2

1.

Las moléculas de ADN constan de secuencias quimicamen-
te enlazadas a las bases adenina, guanina, citosina y tiami-
na, denotadas por A, G, C y T. Una secuencia de tres bases
se llama codon.

a) (Cuantos codones diferentes hay?

b) Las bases A y G son purinas, mientras que las C y T son
pirimidinicas. jCuantos codones hay cuya primera y
tercera bases son purinas y cuya segunda base es una pi-
rimidinica?

¢) (Cudntos codones constan de tres bases diferentes?

Un ingeniero quimico estd disefiando un experimento para
determinar el efecto de temperatura, la razén de activacién
y el tipo de catalizador en la produccioén de reaccion dada.
Quiere estudiar cinco temperaturas diferentes de reaccion,
dos razones de activacion distintas y cuatro catalizadores
diferentes. Si cada operacién del experimento implica la
eleccion de una temperatura, una razén de activacion y un
catalizador, ;cuantas operaciones diferentes son posibles?

Diez ingenieros han solicitado un puesto administrativo en
una gran empresa. Se seleccionard a cuatro de ellos como
finalistas para el puesto. {De cudntas maneras se puede ha-
cer esta seleccién?

Un comité de ocho personas debe elegir un presidente, un
vicepresidente y un secretario. {De cuantas maneras se pue-
de hacer esta seleccion?

Una prueba consta de 15 preguntas. Diez son preguntas ver-
dadero-falso y cinco son de eleccién miltiple que tienen
cuatro opciones cada una. Un estudiante debe seleccionar
una respuesta para cada pregunta. ;De cudntas maneras se
puede hacer esta prueba?

P(tuercas que ajustan a los pernos) =

6.

10.

El nimero de pares que se ajusta se encuentra al sumar el nimero de pares de tuercas y per-
nos gruesos, el de pares de tuercas y pernos medianos y el de pares de tuercas y pernos an-

Numero de pares de tuercas y pernos gruesos = (6)(8) = 48
Numero de pares de tuercas y pernos medianos = (4)(5) = 20
Numero de pares de tuercas y pernos angostos = (2)(3) = 6

48 +20 + 6
192

= 0.3854

En cierto estado, las placas constan de tres letras seguidas
de tres nimeros.

a) (Cudntas placas diferentes se pueden hacer?

b) (Cuantas placas diferentes se pueden hacer de tal forma
que ninguna letra o nimero aparezca mas de una vez?

¢) Una placa se elige aleatoriamente. ;Cudl es la probabi-
lidad de que ninguna letra o nimero aparezca mas de
una vez?

Una contrasefia de computadora consta de ocho caracteres.

a) ;Cuantas contrasefias diferentes son posibles si cada ca-
racter puede ser cualquier letra mintscula o digito?

b) ;Cuantas contrasefias diferentes son posibles si cada ca-
racter puede ser cualquier letra mintdscula o digito y al

menos un caracter debe ser un digito?

¢) Unsistema de computadora requiere que las contrasefias
contengan al menos un digito. Si se generan ocho carac-
teres aleatoriamente y cada uno es igualmente probable
de ser cualesquiera de las 26 letras o de los diez digitos,
(cudl es la probabilidad de que se genere una contrase-
fla valida?

Una compaiifa ha contratado a 15 nuevos empleados y debe
asignar seis al turno matutino, cinco al vespertino y cuatro al
nocturno. ;De cudntas maneras se puede hacer la asignacién?

Un cajon en un tocador contiene ocho calcetines azules y
seis blancos. Un segundo cajon contiene cuatro calcetines
azules y dos calcetines blancos. Se elige un calcetin de ca-
da cajon. ;Cual es la probabilidad de que combinen?

Un cajon contiene seis calcetines rojos, cuatro verdes y dos
negros. Se elige dos calcetines aleatoriamente. ;Cual es la
probabilidad de que combinen?
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2.3 Probabilidad condicional e independencia

Un espacio muestral contiene todos los resultados posibles de un experimento. A veces se ob-
tiene algo de informacion adicional acerca de un experimento que indica que los resultados
provienen de cierta parte del espacio muestral. En este caso, la probabilidad de un evento es-
t4 basada en los resultados de esa parte del espacio muestral. Una probabilidad que se basa en
una parte de un espacio muestral se llama probabilidad condicional. Se analizard esta idea
a través de algunos ejemplos.

En el ejemplo 2.6 (en la seccion 2.1) se analizé una muestra de mil varillas de alumi-
nio. Para cada varilla, la longitud se clasifica como demasiado corta, demasiado larga o esta
bien y el didmetro se clasifica como muy delgado, muy grueso o estd bien. Esas mil varillas
constituyen un espacio muestral en el que cada varilla tiene la misma probabilidad de ser se-
leccionada. El nimero de varillas en cada categoria se presenta en la tabla 2.1. De las mil va-
rillas, 928 satisfacen la especificacién de didmetro. Por tanto, si se selecciona una varilla,
P(didmetro estd bien) = 928/1 000 = 0.928. A esta circunstancia se le llama probabilidad
incondicional, ya que se basa en todo el espacio muestral. Ahora suponga que se toma una
varilla, se mide su longitud y se encuentra que satisface la especificacion. ;Cudl es la proba-
bilidad de que el didmetro también satisfaga la especificacion? La clave para calcular esta pro-
babilidad es darse cuenta de que el saber que la longitud satisface la especificaciéon reduce el
espacio muestral del que se selecciond la varilla. La tabla 2.2 presenta esta idea. Una vez que
se conoce que se satisface la especificacion de la longitud, se sabe que esa varilla serd una de
las 942 en el espacio muestral que se presenta en la tabla 2.2.

TABLA 2.1 Espacio muestral que contiene mil varillas de aluminio

Diametro
Longitud Muy delgado Esta bien Muy grueso
Demasiado corta 10 3 5
Esta bien 38 900 4
Demasiado larga 2 25 13

TABLA 2.2 Espacio muestral reducido que contiene 942 varillas
de aluminio que satisfacen la especificaciéon de la longitud

Diametro

Longitud Muy delgado  Esta bien Muy grueso

Demasiado corta — — _
Esta bien 38 900 4
Demasiado larga — — _

De las 942 varillas de este espacio muestral, 900 satisfacen la especificacion del didme-
tro. Por tanto, si se sabe que la varilla satisface la especificacion de longitud, la probabilidad
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de que la varilla satisfaga la especificacion del didmetro es: 900/942. Se dice que la probabili-
dad condicional de que la varilla satisfaga la especificacién de un didmetro dado que satisfa-
ce la especificacion de longitud es igual a 900/942 y se escribe P(didmetro esta bien | longitud
estd bien) = 900/942 = 0.955. Observe que la probabilidad condicional P(didmetro estd
bien | longitud esta bien) es diferente de la probabilidad incondicional P(didmetro esta bien),
que se calcul6 para todo el espacio muestral (tabla 2.1) de 0.928.

Calcule la probabilidad condicional P(didmetro estd bien | longitud demasiado larga). ;Esta es
la misma que la probabilidad incondicional P(didmetro estd bien)?

Solucion

La probabilidad condicional P(didmetro estd bien | longitud demasiado larga) se calcula bajo
la suposicion de que la varilla es demasiado larga. Esto tltimo reduce el espacio muestral a
los 40 elementos que se muestran en negritas en la tabla siguiente.

Diametro
Longitud Muy delgado  Esta bien Muy grueso
Demasiado corta 10 3 5
Esta bien 38 900 4
Demasiado larga 2 25 13

De los 40 resultados, 25 satisfacen la especificacién de didmetro. Por tanto
. - . . 25
P(didmetro estd bien | longitud demasiado larga) = 0= 0.625

La probabilidad incondicional P(didmetro estd bien) se calcula con base en todos los mil re-
sultados en el espacio muestral y es igual a 928/1 000 = 0.928. En este caso, la probabilidad
condicional es diferente de la probabilidad incondicional.

Se analizar4 la solucién del ejemplo 2.16 detenidamente. Se encuentra que
. oy . . 25
P(didmetro estd bien | longitud demasiado larga) = 20

En la respuesta 25/40, el denominador, 40, representa el nimero de resultados que satisfacen
la condicién de que la varilla es demasiado larga, mientras que el numerador, 25, representa el
nimero de resultados que satisfacen ambas condiciones, que la varilla es demasiado larga y
que su didmetro esté bien. Si dividimos tanto al numerador como al denominador de esta res-
puesta entre el nimero de resultados en todo el espacio muestral, que es de mil, se obtiene
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25/1 000

P(didmet t4 bi longitud d iado 1 =
( 1ametro e€sta bien | ongitu €masiado arga) 40/1 000

Ahora 40/1 000 representa la probabilidad de que se satisface la condicién de que la varilla
es demasiado larga. Esto es,

40
1 000
La cantidad 25/1 000 representa la probabilidad de que se satisfacen tanto la condicion de que
la varilla es demasiado larga y de que el didmetro estd bien. Esto es,

P(longitud demasiado larga) =

2
P(didmetro estd bien y longitud demasiado larga) = 7000

Ahora se puede expresar la probabilidad condicional como

P(diametro estd bien y longitud

. o . . demasiado larga)
P(didmetro esta bien | longitud demasiado larga) =

P(longitud demasiado larga)

Este razonamiento se puede ampliar para construir una definiciéon de la probabilidad
condicional que es valida para cualquier espacio muestral.

Definicion

Sean A y B eventos con P(B) # 0. La probabilidad condicional de A dado B es

P(ANB
P(A|B) = 7(}, (2) ) (2.14)

La figura 2.4 presenta diagramas de Venn para ilustrar la idea de la probabilidad condicional.

a) b)

FIGURA 2.4 q) El diagrama representa la probabilidad incondicional
P(A). P(A) se muestra al considerar el evento A en proporcién con to-
do el espacio muestral, el cual se representa por el rectangulo. b) El
diagrama representa la probabilidad condicional P(A|B). Puesto que se
sabe que ocurre el evento B, ahora éste serd el espacio muestral. Para
que el evento A ocurra, el resultado debe estar en la intersecciéon A N
B. Por tanto, la probabilidad condicional P(A|B) se muestra al conside-
rar la interseccién A N B en proporcién con todo el evento B.
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En referencia al ejemplo 2.8 de la seccidn 2.1, ;cudl es la probabilidad de que una lata tenga
una fisura en el costado, dado que tiene una fisura en la tapa?

Solucion
Se tiene que P(fisura en la tapa) = 0.03 y que P(fisura en el costado y fisura en la tapa) =
0.01, utilizando la ecuacidn (2.14),

P(fisura en el costado y fisura en la tapa)

P(fisura en el costado | fisura en la tapa) =
P(fisura en la tapa)

001
T 0.03

=0.33

Con referencia al ejemplo 2.8 (en la seccién 2.1), jcudl es la probabilidad de que una lata ten-
ga una fisura en la tapa, dado que tiene una fisura en el costado?

Solucion
Se tiene que P(fisura en el costado) = 0.02 y que P(fisura en el costado y fisura en la tapa)
= 0.01. Utilizando la ecuacién (2.14),

P(fisura en la tapa y fisura en el costado)

P(fisura en la tapa | fisura en el costado) = -
P(fisura en el costado)

_ 001
T 0.02
=05

Los resultados de los ejemplos 2.17 y 2.18 muestran que en general, P(A | B) # P(B |A).

Eventos independientes

Algunas veces el conocimiento de que un evento ha ocurrido no cambia la probabilidad de
que ocurra otro. En este caso las probabilidades condicional e incondicional son las mismas
y se dice que los eventos son independientes. A continuacion se presenta un ejemplo.

Si una varilla de aluminio se selecciona del espacio muestral que se presenta en la tabla 2.1,
determine P(demasiado larga) y P(demasiado larga | muy angosta). ;Estas probabilidades son
diferentes?
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Solucion

P(demasiado larga) = 40 0.040
1 000

P(demasiado larga y muy angosta)

P(demasiado larga | muy angosta) =
P(muy angosta)

~2/1000
~50/1 000
= 0.040

La probabilidad condicional y la probabilidad incondicional son las mismas. La informacién de
que la varilla es muy angosta no cambia la probabilidad de que la varilla es demasiado larga.

El ejemplo 2.19 muestra que el conocimiento de que un evento ocurre a veces no cam-
bia la probabilidad de que ocurra otro evento. En estos casos, se dice que los dos eventos son
independientes. El evento de que una varilla es demasiada larga y el evento de que una vari-
1la es muy angosta son independientes. A continuacién se presenta una definicién mas preci-
sa del término, tanto en palabras como en simbolos.

Definicién
Dos eventos A y B son independientes si la probabilidad de cada uno es la misma si
ocurren o no los demds eventos.
En simbolos: si P(A) # 0y P(B) # 0, entonces A y B son independientes si

P(B|A) = P(B) o, de manera equivalente,  P(A|B) = P(A) (2.15)

Si P(A) = 0 0 P(B) = 0, entonces A y B son independientes.

Si A y B son independientes, entonces los siguientes pares de eventos son también in-
dependientes: Ay B, Ay By A°y B°. La prueba de este hecho se deja como ejercicio.
El concepto de independencia se puede ampliar para mds de dos eventos:

Definicion

Los eventos Aj, A,, . . ., A, son independientes si la probabilidad de cada uno perma-
nece igual no importando lo que ocurre con los otros.

En simbolos: los eventos Aj, A,, . . ., A, son independientes si para cada A;, y cada
coleccion A, Ay, . . ., A;, de eventos con P(A; N --- N A;,) ¥ 0,

P(A; |Aﬂ N---NA;,)=PA) (2.16)
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La regla de la multiplicaciéon

Algunas veces se conoce P(A |B) y se desea encontrar P(A N B). Se puede obtener un resul-
tado que sea ttil para este propdsito al multiplicar ambos lados de la ecuacién (2.14) por P(B).
Esto conduce a la regla de la multiplicacién.

Si A y B son dos eventos con P(B) # 0, entonces

P(A N B) = P(B) PA | B) 2.17)
Si A y B son dos eventos con P(A) # 0, entonces

P(A N B) = P(A) PB | A) (2.18)

Si P(A) # 0y P(B) # 0, entonces tanto la ecuacién (2.17) como la (2.18) son validas.

Cuando dos eventos son independientes, entonces P(A ‘ B) = P(A)y P(A |B) = P(B),
asf la regla de la multiplicacién se simplifica:

Si A y B son eventos independientes, entonces
P(A N B) = P(A) P(B) (2.19)
Este resultado se puede ampliar para cualquier nimero de eventos. Si Aj, A,, ..., A,
son eventos independientes, entonces para cada coleccion Ap, Ap, ... Ajy de eventos
PA; NA, N - N A, = P(A;) P(Ap) - - - P(A;,) (2.20)
En particular,
PANA,N---NA,)=PA)PA,y - --PA) (2.21)

Un vehiculo tiene dos motores: uno principal y otro auxiliar. El componente del motor falla s6-
lo si fallan ambos motores. La probabilidad de que el motor principal falle es de 0.05 y la de
que el motor auxiliar falle es de 0.10. Suponga que los motores principal y auxiliar funcionan
de manera independiente. ;Cudl es la probabilidad de que el componente del motor falle?

Solucién
La probabilidad de que el componente del motor falle es la probabilidad de que ambos moto-
res fallen. Por tanto,

P(componente del motor falla) = P(motor principal falla y motor auxiliar falla)

Puesto que los motores son independientes, se puede usar la ecuacion (2.19):
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P(motor principal falla y motor auxiliar falla) = P(motor principal falla)P(motor auxiliar falla)
= (0.10)(0.05)
= 0.005

Un sistema contiene dos componentes, A y B. Ambos componentes deben funcionar para que
el sistema trabaje. La probabilidad de que el componente A falle es de 0.08 y de que el B lo
haga es de 0.05. Suponga que los dos componentes funcionan de manera independiente, ;cudl
es la probabilidad de que el sistema funcione?

Solucién
La probabilidad de que el sistema funcione es la probabilidad de que ambos componentes
funcionen. Por tanto,

P(funciona el sistema) = P(funciona A y funciona B)
Puesto que los componentes funcionan de manera independiente,

P(funciona A y funciona B) = P(A funciona)P(B funciona)
= [1 — P(falla A)][1 — P(falla B)]
= (1 — 0.08)(1 — 0.05)
= 0.874

De los microprocesadores fabricados mediante cierto proceso, 20% estd defectuoso. Se elige
aleatoriamente cinco de aquéllos. Suponga que funcionan independientemente, ;cudl es la
probabilidad de que todos funcionen?

Solucién
Parai = 1,...,5, sea que A, denote el evento de que el i-ésimo microprocesador funcione.
Entonces
P(los 5 funcionan) = P(A; N A; N A3 N Ay N As)
= P(A1)P(A2) P(A3) P(A4) P(As)
= (1 —0.20)°
= 0.328

En el ejemplo 2.22, ;cudl es la probabilidad de que al menos uno de los microprocesadores
funcione?

Solucion
La manera mas facil de resolver este problema es observar que

P(al menos uno funciona) = 1 — P(todos estidn defectuosos)

Ahora, denotando a D; como el evento que el i-ésimo microprocesador es defectuoso,
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P(todos estin defectuosos) = P(D; N D, N D;N D, N Ds)
= P(D)P(Dy)P(D3)P(D,)P(Ds)
= (0.20y°
= 0.0003

Por tanto, P(al menos uno funciona) = 1 — 0.0003 = 0.9997.

Las ecuaciones (2.19) y (2.20) indican cémo calcular las probabilidades cuando se sa-
be que los eventos son independientes, pero no son generalmente de mucha ayuda para deter-
minar si dos eventos son realmente independientes. En la mayoria de los casos, la mejor
manera de determinar si los eventos son independientes es comprendiendo el proceso que los
produce. He aqui algunos ejemplos:

B Se tira dos veces un dado. Es razonable creer que el resultado de la segunda tirada no
se vea afectado por el resultado de la primera. Por tanto, conocer el resultado de la pri-
mera tirada no ayuda a predecir el resultado de la segunda. Las dos tiradas son indepen-
dientes.

B Cierta reaccién quimica se realiza dos veces, utilizando equipos diferentes cada vez. Es
razonable creer que el producto de una reaccion no afectard la produccion de la otra. En
este caso los productos son independientes.

B Una reaccién quimica se realiza dos veces sucesivamente, utilizando el mismo equipo.
En este caso, no es sensato suponer que las producciones son independientes. Por ejem-
plo, una produccién baja en la primera realizacién podria indicar que hay mas residuos
de lo normal. Lo anterior podria tender a hacer que la produccién en la siguiente reali-
zacién fuese mads alta. Por tanto, conocer la primera produccién puede ayudar a prede-
cir la produccién en la segunda realizacién.

B Los elementos en una muestra aleatoria simple se pueden tratar como independientes,
a menos que la poblacién sea finita y la muestra consista de mds de 5% de la poblacién
(véase el andlisis de independencia en la seccién 1.1).

Ley de la probabilidad total

La ley de la probabilidad total se muestra en la figura 2.5. Un espacio muestral contiene los
eventos A, A,, A; y A,. Estos son mutuamente excluyentes, ya que dos no coinciden. Son tam-
bién exhaustivos, ello significa que su unién abarca todo el espacio muestral. Cada resultado
en este espacio pertenece a uno y sélo uno de los eventos A;, A,, As, A,.

El evento B es cualquier evento. En la figura 2.5, cada uno de los eventos A; que inter-
sectan a B, forman los eventos A; N B, A, N B, A; N By A, N B. Es obvio de la figura 2.5
que los eventos A; N B, A, N B, A; N By A, N B son mutuamente excluyentes y que abarcan
a B. Cada resultado en B pertenece a uno y sélo uno de los eventos A; N B, A, N B,A; N B
y A4 N B. Por lo que

B=(A,NB)U@A,NB)U @A, NB)U A, NB)
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FIGURA 2.5 Los eventos Aj, A,, A;, A, mutuamente excluyentes y exhaustivos dividen
al evento B en subconjuntos mutuamente excluyentes.

el cual es la unién de los eventos mutuamente excluyentes. Por tanto,
P(B) = P(A; N B)+ P(A,N B) + P(A;N B) + P(A; N B)
Debido a que P(A; N B) = P(B|A;)P(A)),

P(B) = P(B|A))P(A)) + P(B|Ay) P(Ay) + P(B|A3) P(A3) + P(B|Ag) P(Ay)  (2.22)

La ecuacién (2.22) es un caso especial de la ley de la probabilidad total, restringida al caso
donde hay cuatro eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos. La intuicién detras de la ley
de la probabilidad total es muy simple. Los eventos A;, A,, A3, A, parten al evento en B pie-
zas. La probabilidad de B se encuentra sumando las probabilidades de todas las piezas.

Se podria dibujar nuevamente la figura 2.5 para tener cualquier nimero de eventos A;.
Esto conduce al caso general de la ley de la probabilidad total.

Ley de la probabilidad total
Si A, ..., A, son eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos y B es cualquier
evento, entonces

P(B)=P(A\NB)+---+ P(A, N B) (2.23)
De manera equivalente, si P(A;) # O para cada A;,

P(B) = P(B|A)P(A1) +---+ P(B|A,) P(A)) (2.24)

Clientes que compran cierta marca de automévil pueden pedir un motor en cualquiera de tres
tamafos. De todos los automéviles vendidos, 45% tiene el motor mds pequefio, 35% tamafio
mediano y 20% mds grande. Los automdviles en una prueba de emisiones dentro de los dos
afios de su compra fallan 10% con el motor mds pequefio, mientras que 12% de los de tamafio
mediano y 15% de los de motor mds grande. ;Cudl es la probabilidad de que un automévil ele-
gido aleatoriamente pueda fallar en una prueba de emisiones dentro de los dos primeros afios?
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Solucién

Sea B el evento de que un automovil falle en una prueba de emisiones dentro de los dos pri-
meros afios. Sea A, el evento que es un automévil con un motor pequefio, A, el evento que un
automovil tiene un motor mediano y A; el evento que un automdvil tiene un motor grande.
Entonces

P(A)) =045 P(Ay) =0.35 P(A3) =0.20

La probabilidad de que un automdvil falle una prueba, dado que tiene un motor pequefio, es
de 0.10. Es decir, P(B|A,) = 0.10. De manera similar, P(B|A,) = 0.12 y P(B|A;) = 0.15.
Por la ley de probabilidad total (ecuacion 2.24).

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(Ay) + P(B|A3)P(A3)
= (0.10)(0.45) + (0.12)(0.35) + (0.15)(0.20)
=0.117

A veces problemas como los del ejemplo 2.24 se resuelven con el uso de diagramas de 4r-
bol. La figura 2.6 presenta un diagrama de arbol para el ejemplo 2.24. Hay tres ramas principa-
les en el 4rbol, que corresponde a los tres tamafios de motor. Las probabilidades de los tamafios
de motor se colocan en sus ramas respectivas. Al final de cada rama principal estdn dos ramas
secundarias, que representan los eventos de falla y no falla. Las probabilidades condicionales de
falla y no falla, dado el tamafio del motor, se colocan en las ramas secundarias. Al multiplicar a
lo largo de cada una de las ramas que corresponden al evento B = falla, se obtienen las proba-
bilidades P(B |Ai)P(A,-). Al sumar estas probabilidades se obtiene P(B), como se queria.

Regla de Bayes

Si A y B son dos eventos, se ha visto que en general P(A |B) # P(B |A). La regla de Bayes
proporciona una férmula que permite calcular una de las probabilidades condicionales si se
conoce la otra. Para ver cémo funciona, suponga que se conoce P(B |A) y que se desea cal-
cular P(A |B). Se inicia con la definicién de probabilidad condicional (ecuacién 2.14):

P(AN B)

P(A|B) = P B)

Ahora se utiliza la ecuacién (2.18) en la que se sustituye P(B |A)P(A) por P(A N B):

P(AIB P(B|A)P(A)
(AlB) = P(B) (2.25)
La ecuacién (2.25) es esencialmente la regla de Bayes. Cuando se escribe la regla de Bayes, la
expresion P(B) del denominador se reemplaza con una expresion mds complicada obtenida
por lo general de la ley de la probabilidad total. De modo especifico, puesto que los eventos
Ay A° son mutuamente excluyentes y exhaustivos, la ley de la probabilidad total muestra que

P(B) = P(B|A)P(A) + P(BJ|A°)P(A°) (2.26)

Al sustituir en el lado derecho de la ecuacién (2.26) a P(B) de la ecuacion (2.25) se obtiene
la regla de Bayes. También se puede obtener una version mds general de la regla de Bayes al
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P(B N A,)=P(BIA)P(A,) = 0.045

P(B " Ay = P(BIA)P(A,) = 0.042

P(A) =035

Mediano

P(B N A3) = P(BIA3)P(A3) = 0.030

FIGURA 2.6 Diagrama de drbol para la solucién del ejemplo 2.24.

considerar una coleccion A; . . ., A, de eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos y uti-
lizando la ley de la probabilidad total sustituyendo a P(B) con la expresién del lado derecho
de la ecuacion (2.24).

La regla de Bayes
Caso especial: Sean A y B eventos con P(A) # 0, P(A°) # 0y P(B) # 0. Entonces

P(A|B) = P(B|4)P(4) 2.27)
P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°) '

Caso general: Sean A, . . . , A, eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos con
P(A;) # 0 para cada A;. Sea B cualquier evento con P(B) # 0. Entonces

P(B|Ay) P(Ar)

P(A¢|B) = S P(BIA)P(A)

(2.28)

En el ejemplo 2.25 se muestra cémo se puede usar la regla de Bayes para descubrir un
importante y sorprendente resultado en el campo de las pruebas médicas.
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La proporcion de personas en una comunidad que tienen cierta enfermedad es 0.005. Est4 dis-
ponible una prueba para diagnosticar la enfermedad. Si una persona la padece, la probabilidad
de que la prueba dé una sefial positiva es 0.99. Si una persona no estd enferma, la probabili-
dad de que la prueba dé una sefial positiva es 0.01. Si una persona sale positiva en la prueba,
(cudl es la probabilidad de que la persona realmente esté enferma?

Solucion
Sea D el evento de que la persona realmente estd enferma y sea + el evento que la prueba sa-
le positiva. Se desea encontrar P(D | +). Se dan las probabilidades siguientes:

P(D)=0.005 P(+|D)=099  P(+|D) =0.01

Al utilizar la regla de Bayes (ecuacion 2.27),

P(+|D)P(D)

PO = 5Dy P(D) + P1D9) P DY)

B (0.99)(0.005)
~ (0.99)(0.005) + (0.01)(0.995)

= 0.332

En el ejemplo 2.25 s6lo aproximadamente un tercio de las personas que resulta positi-
vo en el examen, realmente padece la enfermedad. Observe que la prueba es bastante exacta;
clasifica correctamente a 99% de las personas tanto enfermas como no enfermas. La razén por
la que una proporcién grande de pruebas resulta positiva cuando en realidad se esta libre de la
enfermedad es que la enfermedad es rara: s6lo 0.5% de la poblacién la padece. Debido a que
cierta cantidad de enfermedades son raras, muchas pruebas médicas resultardn positivas cuan-
do en realidad son falsos positivos, aun cuando la prueba es bastante exacta. Por esta razon,
cuando una prueba sale positiva se hace generalmente una segunda prueba antes de que se
confirme el diagnéstico.

Con referencia al ejemplo 2.24, se elige aleatoriamente un registro de una prueba de emisio-
nes con falla. ;Cuadl es la probabilidad de que éste sea un automdvil con un motor pequefio?

Solucién

Sea B el evento que un automovil falla en una prueba de emisiones. Sea A; el evento que un
automovil tiene un motor pequefio, A, el evento de que lo tiene mediano y A3 que su motor
es grande. Se desea encontrar P(A, |B). Las siguientes probabilidades estdn dadas en el ejem-
plo 2.24:

P(A)) = 0.45 P(Ay) =0.35 P(A3) =0.20
P(B|A;) =0.10  P(B|As) =0.12 P(B|A3) = 0.15
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Por la regla de Bayes,

P(B|A1)P(A))
P(B|A1)P(A1) + P(B|Ay) P(A2) + P(B|A3) P(A3)
B (0.10)(0.45)
~ (0.10)(0.45) + (0.12)(0.35) + (0.15)(0.20)

P(A(|B) =

= 0.385

Aplicacion al analisis de confiabilidad

El andlisis de confiabilidad constituye la rama de la ingenieria que se dedica al cdlculo de las
tasas de fallas de los sistemas. Mientras que algunos problemas en el andlisis de confiabilidad
requieren de métodos matematicos avanzados, hay muchos problemas que se pueden resolver
con los métodos que se han aprendido hasta ahora. Se inicia con un ejemplo que muestra el
célculo de confiabilidad de un sistema que consiste de dos componentes conectados en serie.

Un sistema contiene dos componentes, A y B, conectados en serie como se muestra en el dia-
grama siguiente.

(A F——s]

El sistema funcionara s6lo si ambos componentes funcionan. La probabilidad de que A fun-
cione estd dada por P(A) = 0.98 y la probabilidad de que B funciona estd dada por P(B) =
0.95. Suponga que A y B funcionan de manera independiente. Determine la probabilidad de
que el sistema funciona.

Solucion
Debido a que el sistema funcionara s6lo si ambos componentes funcionan, se tiene que

P(sistema funciona) = P(A N B)
= P(A)P(B) por la suposicién de independencia
= (0.98)(0.95)
= 0.931

El ejemplo 2.28 muestra el calculo de confiabilidad de un sistema que consta de dos
componentes conectados en paralelo.

Un sistema contiene dos componentes, C'y D, conectados en paralelo como se muestra en el
diagrama siguiente.
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El sistema funcionard si alguno, C o D funcionan. La probabilidad de que C funcione es 0.90
y la de que D lo haga es 0.85. Suponga que C y D funcionan de manera independiente. De-
termine la probabilidad de que el sistema funcione.

Solucién
Debido a que el sistema funcionard mientras que cualesquiera de los dos componentes fun-
cione, se tiene que

P(sistema funciona) = P(C U D)
= P(C)+ P(D)— P(CND)
= P(C)+ P(D)— P(C)P(D)
por la suposicién de independencia
= 0.90 + 0.85 — (0.90)(0.85)
= 0.985

Con frecuencia la confiabilidad de sistemas mds complejos se puede determinar al des-
componer al sistema en una serie de subsistemas, cada uno contiene componentes conectados
en serie o en paralelo. El ejemplo 2.29 muestra el método.

La tesis “Dynamic, Single-stage, Multiperiod, Capacitated Production Sequencing Problem
with Multiple Parallel Resources” (D. Ott, tesis de maestria, Escuela de Minas, de Colorado,
1998) describe un método de produccion utilizado en la fabricacion de latas de aluminio. El
siguiente diagrama esquematico, ligeramente simplificado, muestra el proceso.

_Elp

Llenado

Taza  Lavado .
E
Impresion Despaletizado Llenado

La entrada inicial al proceso consta de hojas de aluminio enrolladas, aproximadamente 0.25
mm de espesor. En un proceso que se conoce como “hacer formas de taza”, se desenrollan es-
tas hojas y se les da forma, en cuerpos de lata, que son cilindros cerrados en la parte inferior
y abiertos en la parte superior. Después, estos cuerpos de lata se lavan y se envian a la impre-
sién, donde se imprime la etiqueta sobre la lata. En la practica hay varias impresoras en una
linea; el diagrama presenta una linea con tres de aquéllas. El impresor deposita las latas en
paletas, que son estructuras de madera que sostienen 7 140 latas cada una. El siguiente paso
es llenar las latas. Algunas lineas de llenado pueden aceptar latas directamente de las paletas,
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pero otras sélo las aceptan de los recipientes de las latas, que son grandes contenedores que
tienen aproximadamente cien mil latas cada uno. Para usar estas lineas de llenado, las latas se
deben transportar de las paletas a los recipientes de las latas, en un proceso que se llama des-
paletizado. En la practica hay varias lineas de llenado; el diagrama presenta un caso donde
hay dos lineas de llenado, una que aceptara latas de las paletas y la otra aceptard latas que no
provienen de las paletas. En el proceso de llenado de latas, éstas se llenan y se les coloca la
tapa. Después se empaquetan las latas y se envian a los distribuidores.

Se desea calcular la probabilidad de que el proceso funcione un dia sin falla. Suponga
que el proceso de hacer la lata tiene una probabilidad de 0.995 de funcionar con éxito en un
dia. Puesto que este componente se denota por “A” en el diagrama, se expresa esta probabi-
lidad como P(A) = 0.995. Suponga que las otras componentes del proceso tienen las siguien-
tes probabilidades de funcionar con éxito durante un periodo de un dia: P(B) = 0.99, P(C) =
P(D) = P(E) = 0.95, P(F) = 0.90, P(G) = 0.90, P(H) = 0.98. Suponga que los componen-
tes funcionan de manera independiente. Determine la probabilidad de que el proceso funcio-
ne con éxito en un dia.

Solucién
Es posible resolver este problema observando que todo el proceso se puede descomponer en
subsistemas, cada uno de éstos consta de sistemas compuestos sélo en serie o en paralelo. Es-
pecificamente, el subsistema 1 consiste de los componentes hacer la lata y lavar, que estin co-
nectadas en serie; el subsistema 2 consiste de las impresoras que estdn conectadas en paralelo;
el subsistema 3 consiste de lineas de llenado, que estan conectadas en paralelo, con una de las
dos lineas que consta de dos componentes conectados en serie.

Se calculan las probabilidades del funcionamiento con éxito para cada subsistema, de-
notando las probabilidades con p,, p, y ps.

P (subsistema 1 funciona) = p; = P(AN B)
= P(A)P(B)
= (0.995)(0.990)
= 0.985050

P (subsistema 2 funciona) = p, = 1 — P (subsistema 2 falla)
=1—-P(C°ND°NE)
=1—P(C)P(D°)P(E°)
=1-(0.05)
= 0.999875

El subsistema 3 funciona si F funciona, o si tanto G como H funcionan. Por tanto,

P (subsistema 3 funciona) = p3; = P(F U (G N H))
=P(F)+ P(GNH)—P(FNGNH)
= P(F)+ P(G)P(H)— P(F)P(G)P(H)
= (0.90) + (0.90)(0.98) — (0.90)(0.90)(0.98)
= 0.988200
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Todo el proceso consta de tres subsistemas conectados en serie. Por tanto, para que el proce-
so funcione, los tres subsistemas deben funcionar. Se concluye que

P(funciona el sistema) = P(los sistemas 1, 2 y 3 todos funcionan)
= P1P2P3
= (0.985050)(0.999875)(0.988200)
=0.973

Se advierte que la suposicién de que los componentes funcionan independientemente es
crucial en las soluciones de los ejemplos 2.27, 2.28 y 2.29. Cuando no se satisface esta supo-
sicién, puede ser muy dificil hacer que los cédlculos tengan una precision confiable. Si se usa
la suposicion de independencia sin justificacidn, los cdlculos pueden tener una confiabilidad

engafosa.

Ejercicios para la seccion 2.3

1.

4.

Una caja contiene diez fusibles. Ocho de ellos estdn tasados
en 10 amperes (A) y los otros dos estdn tasados en 15 A. Se
seleccionan dos fusibles aleatoriamente.

a) (Cudl es la probabilidad de que el primer fusible esté ta-
sado en 15 A?

b) (Cudl es la probabilidad de que el segundo fusible esté
tasado en 15 A, dado que el primer fusible esté tasado en
10 A?

¢) (Cual es la probabilidad de que el segundo fusible esté ta-
sado en 15 A, dado que el primer fusible lo esté en 15 A?

. Con referencia al ejercicio 1, se seleccionan aleatoriamente

fusibles de la caja, uno tras otro, hasta que se selecciona uno
de 15 A.

a) (Cudl es la probabilidad de que los primeros dos fusi-
bles sean ambos de 10 A?

b) (Cudl es la probabilidad de que un total de dos fusibles
sean elegidos de la caja?

¢) (Cudl es la probabilidad de que mas de tres fusibles sean
elegidos de la caja?

. Un dia de graduacién de una gran universidad, se seleccio-

na aleatoriamente a un graduado. Sea A el evento que el es-
tudiante estd por terminar la carrera de ingenieria y sea B el
evento que el estudiante tomé un curso de cédlculo en la uni-
versidad. ;Qué probabilidad es mayor, P(A | B) o P(B |A)?
Explique.

En el articulo “Integrating Risk Assessment and Life Cycle
Assessment: A Case Study of Insulation” (Y. Nishioka, J.

Levy y colaboradores, Risk Analysis, 2002:1003-1017) se
calcula que 5.6% de cierta poblacion tiene asma y que un as-
matico tiene 0.027 probabilidad de sufrir un ataque en un dia
dado. Se elige aleatoriamente a una persona de esta pobla-
cion. ;Cudl es la probabilidad de que esta persona tenga un
ataque asmatico en ese dia?

. Los pozos de petréleo perforados en la region A tienen una

probabilidad de 0.2 de producir. Los pozos perforados en la
region B tienen una probabilidad de 0.09. Se perfora un po-
zo en cada region. Suponga que los pozos producen de ma-
nera independiente.

a) (Cudl es la probabilidad de que ambos pozos produzcan?
b) (Cual es la probabilidad de que ninguno produzca?

c¢) (Cudl es la probabilidad de que al menos uno produzca?

. De todas las fallas de un tipo determinado de unidad de dis-

co duro de computadora, se determina que 20% de éstos tie-
ne daflado sélo el sector que contiene la tabla de asignacién
de archivos, en 70% sélo los sectores no esenciales estan
danados y en 10% tanto el sector de asignacién como uno o
mds sectores no esenciales estdn dafiados. Se selecciona
aleatoriamente una unidad de disco dafiada y se examina.

a) (Cudl es la probabilidad de que el sector de asignacién
esté daflado?

b) ;Cudl es la probabilidad de que un sector no esencial es-
té danado?

¢) Si se encuentra que la unidad de disco tiene un sector de
asignacién dafiado, jcudl es la probabilidad de que algu-
nos sectores no esenciales también estén dafiados?



d) Si se encuentra que la unidad de disco tiene un sector no
esencial dafiado, ;cudl es la probabilidad de que el sec-
tor de asignacién también esté dafado?

e) Sise encuentra que la unidad de disco tiene un sector de
asignacién dafiado, ;cudl es la probabilidad de que nin-
gin sector no esencial esté dafiado?

/) Sise encuentra que la unidad de disco tiene un sector no
esencial dafiado, jcudl es la probabilidad de que el sec-
tor de asignacion no estd danado?

. En el proceso de produccion de vélvulas de motor, éstas se
someten a un primer rectificado. Las vdlvulas cuyos espe-
sores estdn dentro de la especificacién se encuentran listas
para la instalacion. Las valvulas cuyos espesores estdn arri-
ba de la especificacion se rectifican, mientras que aquellas
cuyos espesores estan por debajo se desechan. Suponga que
después del primer rectificado, 70% de las vdlvulas satisfa-
ce la especificacion, 20% es nuevamente rectificado y 10%
se desecha. Ademas, suponga que de las vdlvulas que son
nuevamente rectificadas, 90% satisface la especificacién y
10% se desecha.

a) Determine la probabilidad de que una valvula se rectifi-
que sélo una vez.

b) Dado que una valvula se hace sélo una vez, ;cudl es la
probabilidad de que se deseche?

¢) Determine la probabilidad de que se deseche una valvula.

d) Dado que una vélvula se desecha, ;cudl es la probabili-
dad de que se rectifique dos veces?

e) Determine la probabilidad de que la véalvula satisfaga la
especificacion (después de la primera o de la segunda
rectificacion).

/) Dado que una vélvula satisface la especificacién (des-
pués de la primera o segunda rectificacion), ;cudl es la
probabilidad de que se haya rectificado dos veces?

g) Dado que una vilvula satisface la especificacion, jcuél
es la probabilidad de que se haya rectificado una vez?

. Sarah y Thomas tiran un dado cada uno. Quien obtenga el
ndmero mas alto gana; si ambos tiran el mismo nimero de
veces, ninguno gana.

a) (Cual es la probabilidad de que Thomas gane?

b) Si Sarah tira un 3, ;cudl es la probabilidad de que gane?

c¢) Si Sarah tira un 3, ;qué probabilidad hay de que Thomas
gane?

d) Si Sarah gana, ;cudl es la probabilidad de que Thomas
haya tirado un 3?

e) Si Sarah gana, ;cudl es la probabilidad de que Sarah ha-
ya tirado un 3?

2.3 Probabilidad condicional e independencia
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10.

11.
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Un sistema de aspersion automadtico especial tiene dos tipos
diferentes de dispositivos de activacion para cada regadera.
Un tipo tiene una confiabilidad de 0.9; es decir, la probabi-
lidad de que se active cuando debe el aspersor es 0.9. El otro
tipo, que opera independientemente del primer tipo, tiene
una confiabilidad de 0.8. Si se dispara cualquier dispositivo,
el aspersor se activard. Suponga que empieza un fuego cer-
ca de una regadera.

a) Cudl es la probabilidad de que la regadera se active?

b) (Cudl es la probabilidad de que la regadera no se active?

c) (Cudl es la probabilidad de que ambos dispositivos de
activacion trabajen adecuadamente?

d) (Cudl es la probabilidad de que sélo el dispositivo con
0.9 de confiabilidad trabaje adecuadamente?

Una cadena de restaurantes de comida rapida tiene 600 ne-
gocios en los Estados Unidos. En la tabla siguiente se clasi-
fican las ciudades por el tamafio y la ubicacion y presenta el
nimero de restaurantes en ciudades para cada categoria. Se
elige aleatoriamente un restaurante de los 600 para hacer
una prueba de mercado de un nuevo estilo de pollo.

Region
Poblacién de la ciudad NE SE SO NO
Debajo de 50 000 30 35 15 5
50 000-500 000 60 90 70 30

Arriba de 500 000 150 25 30 60

a) Si el restaurante estd ubicado en una ciudad con una po-
blacién de arriba de 500 000, ;cudl es la probabilidad de
que esté en el noreste?

b) Si el restaurante esta ubicado en el sureste, jcual es la
probabilidad de que esté en una ciudad que tenga una
poblacién debajo de 50 000?

¢) Si el restaurante estd ubicado en el suroeste, ;cudl es la
probabilidad de que esté en una ciudad que tenga una
poblacion de 500 000 o menos?

d) Si el restaurante estd ubicado en una ciudad con una po-
blacién de 500 000 o menos, ¢cudl es la probabilidad
que esté en el suroeste?

e) Si el restaurante estd ubicado en el sur (ya sea en el SE
o en el SO), ;cudl es la probabilidad de que esté en una
ciudad con una poblacién de 50 000 o mas?

Las centrales nucleares tienen componentes superfluos en
sistemas importantes para reducir la probabilidad de fallas
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catastréficas. Suponga que una planta tiene dos sistemas de
medicion del nivel de refrigerante en el nicleo del reactor y
que cada sistema de medicién tiene una probabilidad de
0.01 de fallar. Suponga que una causa potencial para que el
sistema de medicion falle es que los cables eléctricos que
conducen del centro a la sala de control donde se ubican los
sistemas de medicién podrian quemarse. Alguien desea cal-
cular la probabilidad de que ambos sistemas fallen y hace el
calculo siguiente:

P(ambos sistemas ~ _
de medicion fallan)

P(el primer sistema
de medicion falla)

P(el segundo sistema
de medicion falla)

= (0.01)(0.01)
= 0.0001

a) (Qué suposicion se debe hacer en este calculo?

b) Explique por qué esta suposicién probablemente no es-
td justificada en este caso.

¢) (Es la probabilidad 0.0001 posiblemente demasiado al-
ta o demasiado baja? Explique.

Con referencia al ejercicio 11, jes posible que la probabili-
dad de que fallen ambos sistemas de medicién sea mas
grande de 0.01? Explique.

Un lote de diez componentes contiene tres que estan defec-
tuosos. Se extraen aleatoriamente dos componentes y se
evaldan. Sea A el evento de que el primer componente ex-
traido esté defectuoso y sea B el evento de que el segundo
también lo esté.

a) Determine P(A).

b) Determine P(BJA).

¢) Determine P(A N B).
d) Determine P(A° N B).
e) Determine P(B).

) (Son Ay B independientes? Explique.

Un lote de mil componentes contiene 300 que estdn defec-
tuosos. Se sacan aleatoriamente dos componentes y se eva-
Idan. Sea A el evento de que el primer componente extraido
esté defectuoso y sea B el evento de que el segundo también
lo esté.

a) Determine P(A).

b) Determine P(BJ|A).
¢) Determine P(A N B).

15.

16.

17.

18.

d) Determine P(A° N B).
e) Determine P(B).
f) Determine P(A|B).

g) (Son Ay Bindependientes? ;Es razonable tratara A y a
B como si fueran independientes? Explique.

En un lote de n componentes, 30% estd defectuoso. Se ex-
traen aleatoriamente dos componentes y se evaldan. Sea A
el evento de que el primer componente extraido esté defec-
tuoso y sea B el evento de que el segundo también lo esté.
(Para qué tamaio de lote n serdn A y B cercanamente inde-
pendientes: n = 10 o n = 10 000? Explique.

Dos inspectores de calidad supervisan fallas en articulos. Si
se encuentra una, serd detectada por el primer inspector con
una probabilidad de 0.9 y por el segundo con probabilidad
0.7. Suponga que los inspectores trabajan en forma inde-
pendiente.

a) Siun articulo tiene una falla, ;cudl es la probabilidad de
que la detecten ambos inspectores?

b) Si un articulo tiene una falla, ;cuadl es la probabilidad de
que la detecte al menos uno de los dos inspectores?

¢) Suponga que el segundo inspector revisa solamente los
articulos que han sido aprobados por el primer inspec-
tor. Si un articulo tiene una falla, ;cudl es la probabili-
dad de que el segundo inspector la detecte?

Con referencia al ejercicio 16, suponga que ambos inspec-
tores supervisan cada articulo y que si uno no tiene falla,
entonces ningtin inspector la detectara.

a) Suponga que la probabilidad de que un articulo tenga fa-
lla es 0.10. Si un articulo es aprobado por el primer ins-
pector, ;cudl es la probabilidad de que tenga en realidad
falla?

b) Suponga que la probabilidad de que un articulo tenga fa-
lla es 0.10. Si un articulo es aprobado por ambos inspec-
tores, /cudl es la probabilidad de que tenga en realidad
una falla?

Un programa de control de calidad en una linea de montaje
de botellas de plastico implica inspeccionar botellas termi-
nadas para detectar fallas, como huecos microscépicos. La
proporcién de botellas que tiene tal falla en realidad es de s6-
lo 0.0002. Si una botella tiene una falla, la probabilidad es
0.995 de que no pasard la inspeccion. Si una botella no tie-
ne falla, la probabilidad es 0.99 de que pasara la inspeccion.

a) Si una botella no pasa la inspeccion, jcudl es la proba-
bilidad de que tiene falla?
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20.

b) (Cuadl de las siguientes es la interpretacion mds correcta
de la respuesta del inciso a)?

i) La mayoria de las botellas que no pasan la inspeccion
no tienen falla.

ii) La mayoria de las botellas que pasan la inspeccion
tienen falla.

¢) Si una botella pasa la inspeccién, ¢cudl es la probabili-
dad de que no tenga falla?

d) ;Cual de las siguientes es la interpretacién mas correcta
de la respuesta del inciso ¢)?

i) La mayoria de las botellas que no pasan la inspeccion
tienen falla.

ii) La mayoria de las botellas que aprueban la inspec-
cién no tienen falla.
e) Explique por qué una probabilidad pequeifia en el inciso
a) no es un problema, tan grande como una gran proba-
bilidad del inciso c).

Con referencia al ejemplo 2.25 (p. 80).

a) Si a un hombre le sale la prueba negativa, ;cudl es la
probabilidad de que en realidad esté enfermo?

b) Para muchas pruebas médicas, es un procedimiento
usual repetir la prueba cuando sale positiva. Si las prue-
bas que se repiten son independientes, ;cual es la proba-
bilidad de que a un hombre le resulten positivas dos
pruebas sucesivas si €l estd enfermo?

¢) Suponiendo que las pruebas repetidas son independien-
tes, (cudl es la probabilidad de que a un hombre le sal-
gan positivas dos pruebas sucesivas si no tiene la
enfermedad?

d) Siaun hombre le salen positivas dos pruebas sucesivas,
(cudl es la probabilidad de que tenga la enfermedad?

Un sistema contiene dos componentes, A y B, conectados
en serie, como se muestra en el diagrama.

N

N (5]

L=

Suponga que A y B funcionan de manera independiente. Pa-
ra que el sistema funcione, ambos componentes deben fun-
cionar.

a) Si la probabilidad de que A falle es 0.05 y la probabili-
dad de que B falle es 0.03, determine la probabilidad de
que el sistema funcione.

b) Sitanto A como B tienen probabilidad p de fallar, ;cudl
debe ser el valor de p para que la probabilidad de que el
sistema funcione sea 0.90?

2.3 Probabilidad condicional e independencia
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¢) Si tres componentes estdn conectados en serie y cada
uno tiene probabilidad p de fallar, ;cudl debe ser el va-
lor de p para que la probabilidad de que el sistema fun-
cione sea 0.90?

Un sistema contiene dos componentes, C y D, conectados
en paralelo como se muestra en el diagrama.

o]

Suponga que C y D funcionan de manera independiente.
Para que el sistema funcione, deben funcionar C o D.

a) Si la probabilidad de que C falle es 0.08 y la probabili-
dad de que D falle es 0.12, encuentre la probabilidad de
que el sistema funcione.

b) Si tanto C como D tienen probabilidad p de fallar, ;cudl
debe ser el valor de p para que la probabilidad de que el
sistema funcione sea 0.99?

¢) Si tres componentes estdn conectados en paralelo, fun-
cionan de manera independiente y cada uno tiene una
probabilidad p de fallar, ;cudl debe ser el valor de p pa-
ra que la probabilidad de que el sistema funcione sea
0.99?

d) Silos componentes funcionan independientemente y ca-
da componente tiene una probabilidad de fallar de 0.5,
;cudl es el nimero minimo de componentes que se de-
be conectar en paralelo para que la probabilidad de que
el sistema funcione sea de al menos 0.99?

Un sistema consta de cuatro componentes conectados, co-
mo se muestra en el diagrama siguiente.

Al— 151
A—18B]

B

Suponga que A, B, C'y D funcionan de manera independien-
te. Si las probabilidades de que A, B, C'y D fallen son 0.10,
0.05, 0.10 y 0.20, respectivamente, ;cual es la probabilidad
de que el sistema funcione?

Si A y B son eventos independientes, pruebe que los si-
guientes pares de eventos son independientes: A“y B, A y B
y Ay B
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2.4 \Variables aleatorias

En muchos casos es deseable asignar un valor numérico a cada resultado de un experimento.
Esta asignacion se llama variable aleatoria. Para aclarar la idea se presenta un ejemplo. Su-
ponga que un ingeniero eléctrico tiene seis resistores a la mano. Tres de ellos tienen etiqueta
de 10 Q y los otros tres tienen etiqueta de 20 Q. El ingeniero quiere conectar un resistor de
10 Q y un resistor de 20 €2 en serie, para crear una resistencia de 30 €. Ahora se supone que,
en efecto, los tres resistores etiquetados con 10 € tienen las resistencias reales de 9, 10y 11 Q
y que los tres resistores etiquetados con 20 € tienen las resistencias reales de 19, 20 y 21 Q.
El proceso para seleccionar un resistor de cada tipo es un experimento cuyo espacio muestral
consta de nueve resultados igualmente probables. El espacio muestral se presenta en la tabla
siguiente.

Resultado Probabilidad
9,19) 1/9
9, 20) 1/9
9, 21) 1/9
(10, 19) 1/9
(10, 20) 1/9
(10, 21) 1/9
(11, 19) 1/9
(11, 20) 1/9
(11, 21) 1/9

Ahora lo que es importante para el ingeniero de este experimento es la suma de las dos
resistencias, en vez de sus valores individuales. Por tanto, se asigna a cada resultado un nu-
mero igual a la suma de las dos resistencias seleccionadas. Esta asignacion se representa por
la letra X y se presenta en la tabla siguiente.

Resultado X Probabilidad
9, 19) 28 1/9
9, 20) 29 1/9
9, 21) 30 1/9
(10, 19) 29 1/9
(10, 20) 30 1/9
(10, 21) 31 1/9
(11, 19) 30 1/9
(11, 20) 31 1/9
(11, 21) 32 1/9

La funcién X, que asigna un valor numérico a cada resultado en el espacio muestral, es
una variable aleatoria.
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Una variable aleatoria asigna un valor numérico a cada resultado en un espacio
muestral.

Se acostumbra denotar a las variables aleatorias con letras maytsculas. Las letras X, Yy Z se
usan con mas frecuencia.

Se puede calcular las probabilidades para las variables aleatorias de una manera obvia.
En el ejemplo anterior, el evento X = 29 corresponde al evento {(9, 20), (10, 19)} del espa-
cio muestral. Por tanto, P(X = 29) = P [{(9, 20), (10, 19)}] = 2/9.

Haga una lista de los valores posibles de la variable aleatoria X y determine la probabilidad
para cada uno de ellos.

Solucion

Los valores posibles son 28, 29, 30, 31 y 32. Para encontrar la probabilidad de uno de estos
valores, se suman las probabilidades de los resultados en el espacio muestral que correspon-
den al valor. Los resultados estdn en la tabla siguiente.

X P(X = x)
28 1/9
29 2/9
30 3/9
31 2/9
32 1/9

La tabla de probabilidades del ejemplo 2.30 contiene toda la informacién necesaria pa-
ra calcular cualquier probabilidad que considere a la variable aleatoria X. Observe que los re-
sultados del espacio muestral no se presentan en la tabla. Cuando se conocen las probabilidades
en relacién con una variable aleatoria, generalmente no se piensa en el espacio muestral: s6-
lo se concentra uno en las probabilidades.

Hay dos tipos importantes de variables aleatorias: discretas y continuas. Una variable
aleatoria discreta es aquella cuyos valores posibles forman un conjunto discreto; en otras pa-
labras, los valores se pueden ordenar y existen separaciones entre los valores adyacentes. La
variable aleatoria X, que se acaba de describir, es discreta. En contraparte, los valores posi-
bles de una variable aleatoria continua siempre estdn contenidos en un intervalo; es decir, son
todos los puntos entre dos nimeros. Se proporcionan definiciones precisas de estas clases de
variables aleatorias posteriormente en esta seccion.

A continuacidn se presentan mas ejemplos de variables aleatorias.

Con frecuencia los chips de computadora tienen imperfecciones en su superficie. Para cierto
tipo de chip de computadora, 9% no tiene imperfecciones, 22% contiene una imperfeccion,
26% presenta dos imperfecciones, 20% contiene tres imperfecciones, 12% tiene cuatro im-
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perfecciones y 11% presenta cinco imperfecciones. Sea Y el nimero de imperfecciones en un
chip elegido aleatoriamente. ;Cuéles son los valores posibles de Y? ;Y es discreto o continuo?
Determine P(Y = y) para cada valor posible y.

Solucion

Los valores posibles para Y son los enteros 0, 1, 2, 3, 4 y 5. La variable aleatoria Y es discre-
ta, ya que solamente toma valores enteros. A 9% de los resultados en el espacio muestral se
le asigna el valor 0. Por tanto, P(Y = 0) = 0.09. Similarmente P(Y = 1) = 0.22, P(Y = 2) =
0.26, P(Y =3) = 0.20, P(Y =4) = 0.12y P(Y = 5) = 0.11.

Cierto tipo de disco magnético debe funcionar en un ambiente donde estd expuesto a gases
corrosivos. Se sabe que 10% de estos discos tiene tiempos de vidas menores que o iguales a
100 horas, 50% lo tiene mayor a 100 horas, pero menor o igual a 500, y 40% incluye tiem-
pos superiores a 500 horas. Sea Z el nimero de horas en tiempo de vida de un disco elegido
aleatoriamente. ;Z es continua o discreta? Determine P(Z < 500). ;Se pueden calcular todas
las probabilidades para Z? Explique.

Solucion

El tiempo de vida de un componente no estd limitado a una lista de valores discretamente es-
paciados; Z es continua. De todos los componentes, 60% tiene vidas menores o iguales a 500
horas. Por tanto, P(Z < 500) = 0.60. No se tiene la informacidn suficiente para calcular todas
las probabilidades para Z. Se pueden calcular algunas de ellas; por ejemplo, P(Z < 100) =
0.10, P(100 < Z < 500) = 0.50 y P(Z > 500) = 0.40. Pero no se sabe, por ejemplo, la propor-
cién de componentes que tiene tiempos de vida entre 100 y 200 horas, o entre 200 y 300 horas,
asi que no se puede encontrar la probabilidad de que la variable aleatoria Z tenga cualquiera
de estos intervalos. Para calcular todas las probabilidades de Z, se necesitaria calcular la pro-
babilidad para cada intervalo posible; por ejemplo, P(200 < Z < 300), P(200 < Z<201), P(200
< Z <200.1) y asi sucesivamente. Se verd como se puede hacer lo anterior en esta seccidn,
cuando se analicen las variables aleatorias continuas.

Variables aleatorias y poblaciones

Con frecuencia es titil pensar en un valor de una variable aleatoria como que se ha seleccio-
nado de una poblacién. Por ejemplo, considere la variable aleatoria Y descrita en el ejemplo
2.31. Observar un valor para esta variable aleatoria es como seleccionar un valor de una po-
blacién que consta de los enteros 0, 1, 2, 3,4 y 5, en las proporciones siguientes: 0’s, 9%; 1’s,
22%;5 2’s, 26%; 3’s, 20%;, 4’s, 12%; y 5’s, 11%. Para una variable aleatoria continua es ade-
cuado imaginar una poblacidn infinita que contiene a todos los valores posibles de la variable
aleatoria. Por ejemplo, para la variable aleatoria Z del ejemplo 2.32 se podria imaginar una
poblacién que contenga a todos los nimeros positivos, con 10% de los valores de poblacién
menores o iguales a 100, 50% superiores a 100 pero menores o iguales a 500, y 40% mayo-
res a 500. La proporcién de valores de la poblacién en cualquier intervalo seria igual a la pro-
babilidad de que la variable Z estd en ese intervalo.

Los métodos para trabajar con variables aleatorias son diferentes para variables aleato-
rias discretas y continuas. Se inicia con las variables aleatorias discretas.
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Variables aleatorias discretas
Se inicia con la definicién de una variable aleatoria discreta.

Definicion

Una variable aleatoria es discreta si sus valores posibles constituyen un conjunto dis-
creto. Lo anterior significa que si los valores posibles se ordenan, hay una separacién en-
tre cada valor y el préximo. El conjunto de valores posibles podria ser infinito; por ejem-
plo, el conjunto de todos los enteros o el conjunto de todos los enteros positivos.

Es comun que los valores posibles de una variable aleatoria discreta sean un conjunto
de enteros. Para cualquier variable aleatoria discreta, si se especifica la lista de sus valores po-
sibles junto con la probabilidad que tiene la variable aleatoria en cada uno de estos valores,
entonces se ha descrito completamente a la poblacién a partir de la cual se seleccioné a la va-
riable aleatoria. Esto se ilustra con un ejemplo.

El nimero de fallas en un alambre de cobre de 1 pulg de longitud, fabricado en proce-
so especifico, varfa de alambre en alambre. En conjunto, 48% de los alambres producidos no
tiene falla, 39% presenta una, 12% fue detectado con dos y 1% tiene tres. Sea X el nimero de
fallas en una pieza de alambre seleccionada aleatoriamente. Entonces

P(X=0)=048 P(X=1)=039 P(X=2)=0.12 P(X=23)=0.0l

La lista de valores posible 0, 1, 2, 3, junto con las probabilidades para cada uno, proporciona
una descripcién completa de la poblacidn de la que se tomé a X. Esta descripcion se conoce
como funcién de masa de probabilidad.

Definicion

La funcion de masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta X es la funcién
p(x) = P(X = x). A veces a la funcién de masa de probabilidad se le llama distribucion
de probabilidad.

Por tanto, para la variable aleatoria X que representa el nimero de fallas en una longi-
tud de alambre, p(0) = 0.48, p(1) = 0.39, p(2) = 0.12, p(3) = 0.01 y p(x) = O para cualquier
valor de x diferente de O, 1, 2 o 3. Observe que si se suman los valores de la funcién de ma-
sa de probabilidad sobre todos los valores posibles de X, la suma es igual a 1. Esto es cierto
para cualquier funcién de masa de probabilidad. La razén es que al sumar los valores de una
funcién de masa de probabilidad sobre todos los valores posibles de la variable aleatoria co-
rrespondiente, se obtiene la probabilidad de que la variable aleatoria es igual a uno de sus va-
lores posibles y esta probabilidad es siempre igual a 1.

La funcién de masa de probabilidad se puede representar por un diagrama en el cual se
dibuja una recta vertical para cada uno de los valores posibles de la variable aleatoria. Las al-
turas de las rectas son iguales a las probabilidades de los valores correspondientes. La inter-
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pretacion fisica de este diagrama es que cada recta representa una masa igual a su altura. En
la figura 2.7 se muestra un diagrama de la funcién de masa de probabilidad de la variable alea-
toria X.

0.6

04+

0.3

Probabilidad

02}

0.1

0 1 2 3
Numero de fallas

FIGURA 2.7 Funcién de masa de probabilidad de X, el nimero de fallas en una eleccién aleato-
ria de una pieza de alambre.

Funcion de distribucion acumulativa
de una variable aleatoria discreta

La funcién de masa de probabilidad especifica la probabilidad de que una variable aleatoria
sea igual a un valor determinado. La funcién de distribucion acumulativa especifica la pro-
babilidad de que una variable aleatoria sea menor o igual a un valor dado. La funcién de dis-
tribucién acumulativa de la variable aleatoria X es la funcién F(x) = P(X < x).

Sea F(x) la funcién de distribucién acumulativa de la variable aleatoria X que representa el
nimero de fallas en un alambre elegido aleatoriamente. Determine F(2) y F(1.5).

Solucién
Puesto que F(2) = P(X < 2) se necesita encontrar P(X < 2). Con dicho propdsito se suman las
probabilidades de los valores de X que son menores o iguales a 2, a saber, 0, 1 y 2. Por tanto,

F2)=P(X <2)
=PX=0+PX=1+PX=2)
= 0.48 4+ 0.39 + 0.12
= 0.99

Ahora F(1.5) = P(X < 1.5). Por tanto, para calcular F(1.5) se debe sumar las probabi-
lidades para los valores de X que son menores o iguales a 1.5, que son 0 y 1. Por lo que,
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F(15) = P(X < 1.5)
=PX=0+PX=1)
=0.48 4+ 0.39
=0.87

En general, para cualquier variable aleatoria discreta X, la funcién de distribucién acu-
mulativa F(x) se puede calcular sumando las probabilidades de todos los valores posibles de
X que son menores o iguales a x. Observe que F(x) estd definido para cualquier nimero x, no
exactamente para los valores posibles de X.

Sea X una variable aleatoria discreta. Entonces

B La funcién de masa de probabilidad de X es la funcién p(x) = P(X = x).

La funcién de distribucion acumulativa de X es la funcién F(x) = P(X < x).

B rx)= Zp(t) = Z P(X =1).

t<x t<x
| Z px) = Z P(X = x) = 1, donde la sumatoria se realiza sobre todos los valo-

res posibles de X.

Dibuje la funcién de distribuciéon acumulativa F(x) de la variable aleatoria X que representa
el nimero de fallas en un alambre elegido aleatoriamente.

Solucion
Primero se calcula F(x) para cada uno de los valores posibles de X, que son 0, 1, 2y 3.

F(0)=P(X <0)=048

F()=P(X <1)=048+0.39 =0.87
F(2)=P(X<2)=048+0.39+0.12=0.99
F(3)=P(X<3)=048+039+0.124+0.01 =1

Para cualquier valor x, se calcula a F(x) sumando las probabilidades de todos los valores po-
sibles de X que son menores o iguales a x. Por ejemplo, si 1 < x < 2, los valores posibles de
X que son menores o iguales a x son 0y 1, por lo que F(x) = P(X =0) + PX = 1) = F(1)
= 0.87. Por tanto,
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0 x <0

0.48 O0<x<l1
F(x) =< 0.87 1<x<2

0.99 2<x<3

1 x>3

En la figura siguiente se presenta una grafica de F(x).

oo

0o

[0
I

048 ——°

Para una variable aleatoria discreta, la grafica de F(x) consta de una serie de rectas ho-
rizontales (llamadas “pasos’) con saltos en cada uno de los valores posibles de X. Observe
que el tamaiio del salto en cualquier punto x es igual al valor de la funcién de masa de proba-
bilidad p(x) = P(X = x).

Media y varianza para variables aleatorias discretas

En la seccién 1.3 se vio que la media de una muestra es aproximadamente igual a la compo-
nente horizontal del centro de masa de un histograma de la muestra, que es el punto en el eje
x en el cual el histograma mantendria el equilibrio si se sostuviera de alli. Por analogia, se de-
fine a la media poblacional como la componente horizontal del centro de masa de la grafica
de su funcién de masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta. La media poblacio-
nal de una variable aleatoria X que también se puede llamar esperanza, o valor esperado, de
Xy que se denota por [y, por E(X), o simplemente por . A veces se puede eliminar la pala-
bra “poblacional” y sélo se hara referencia a la media poblacional como la media.

Determine la media de la variable aleatoria X que representa el nimero de fallas en una pie-
za de alambre elegida aleatoriamente.

Solucion

La media es el centro de masa de la grafica de la funcién de masa de probabilidad (figura 2.7).
El centro de masa se calcula multiplicando la altura de cada recta por su valor en el eje hori-
zontal y después se suman los productos. Los valores son 0, 1, 2 y 3. Las alturas son P(X =
0)=048, PX=1)=0.39,P(X=2) =0.12y P(X = 3) = 0.01. La media es, por tanto,
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px =0-P(X=0)+1.P(X =1)+2-P(X =2) +3-P(X = 3)
= (0)(0.48) + (1)(0.39) + (2)(0.12) + (3)(0.01)
= 0.6600

En general, la media de una variable aleatoria discreta se encuentra al multiplicar cada
valor posible de la variable aleatoria por su probabilidad y después se suman.

Definicion
Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de masa de probabilidad
p(x) = P(X = x).

La media de X estd dada por
ux =Y xP(X =x) (2.29)

donde la sumatoria se hace sobre todos los valores posibles de X.
A veces la media de X se llama esperanza, o valor esperado, de X y también se de-
nota por E(X) o por .

En la seccién 1.3 se mostré que la varianza de una muestra es aproximadamente igual
al momento de inercia del histograma de la muestra alrededor de la media de la muestra. Se
define a la varianza poblacional de una variable aleatoria discreta como el momento de iner-
cia de la grifica de su funcion de masa de probabilidad con respecto a la media poblacional
. La varianza poblacional de una variable aleatoria X con frecuencia se denomina simple-
mente varianza de X. Se puede denotar por 63, por V(X), o simplemente por ¢°. Para calcu-
larla se multiplica la altura de cada recta del diagrama de la funcion de masa de probabilidad
por el cuadrado de su distancia horizontal a la poblacional y después se suman los productos.
Es maés facil de comprender esto cuando se presenta en una férmula:

ox =Y (x—pux)’P(X =x)
X
Realizando un poco de dlgebra se puede obtener una férmula alternativa

0)2( = szP(X =x)— /,Li,
X
Al final de esta seccién se presenta una deduccién de esta férmula.

También se define la desviacion estandar poblacional como la raiz cuadrada de la va-
rianza poblacional. Se denota a la desviacion estdndar de la poblacién de una variable aleato-
ria X por oy o simplemente por 6. Como con la media, a veces se eliminard la palabra
“poblacional” y sélo se denominard a la poblacional y la desviacion estdndar poblacional co-
mo la varianza y la desviacion estandar, respectivamente.
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Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de masa de probabilidad
p(x) = P(X = x). Entonces

B La varianza de X estd dada por
of =) (x—px)’P(X =x) (2.30)
X
B Una férmula alternativa para la varianza estd dada por

o =) XP(X =x) -y (2.31)

B La varianza de X también se puede denotar por V(X) o por .

B La desviacion estdndar es la raiz cuadrada de la varianza: oy = \/o7.

Determine la varianza y la desviacion estdndar para la variable aleatoria X que representa el
nimero de fallas de una pieza de alambre elegida aleatoriamente.

Solucion
En el ejemplo 2.35 se calcul6 la media de X con un valor de py = 0.6600. Se encuentra la va-
rianza utilizando la ecuacion (2.30):

oz = (0 —0.6600)>P(X = 0) + (1 — 0.6600)P(X = 1) + (2 — 0.6600)> P(X = 2)
+ (3 - 0.6600)>P(X = 3)

= (0.4356)(0.48) + (0.1156)(0.39) + (1.7956)(0.12) + (5.4756)(0.01)
=0.5244

La desviacion estandar es oy =+/0.5244 = 0.724.

Use la férmula alternativa, ecuacion (2.31), para calcular la varianza de X, del nimero de fa-
llas de un alambre elegido aleatoriamente.

Solucion
En el ejemplo 2.35 se calcul6 que la media tenfa un valor de py = 0.6600. La varianza es, por
tanto,
0} =0*P(X=0)+1?P(X =1)+2?P(X =2) + 3*P(X = 3) — (0.6600)>
= (0)(0.48) + (1)(0.39) + (4)(0.12) + (9)(0.01) — (0.6600)>
= 0.5244
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Un resistor en un circuito dado tiene una resistencia en el rango de 99 Q-101 . Un ingenie-
ro obtiene dos resistores. La probabilidad de que ambos satisfagan la especificacion es 0.36,
la probabilidad de que exactamente uno de ellos satisfaga la especificacion es 0.48 y la pro-
babilidad de que ninguno de ellos lo haga es 0.16. Sea X el niimero de resistores que satisface
la especificacion. Determine la funcidon de masa de probabilidad, media, varianza y desvia-
cién estandar de X.

Solucion
La funcién de masa de la probabilidad es P(X = 0) = 0.16, P(X = 1) = 048, P(X = 2) =
036y P(X = x) =0 parax # 0, 1 0 2. La media es

ux = (0)(0.16) + (1)(0.48) + (2)(0.36)
= 1.200

La varianza es
o3 = (0 — 1.200)%(0.16) + (1 — 1.200)*(0.48) + (2 — 1.200)*(0.36)
= 0.4800
La desviacién estandar es oy =+/0.4800 = 0.693.

Histograma de probabilidad

Cuando los valores posibles de una variable aleatoria discreta estdn espaciados uniformemen-
te, la funcién de masa de probabilidad se puede representar por medio de un histograma, con
rectangulos centrados en los valores posibles de la variable aleatoria. El drea de un rectangulo
centrado en un valor x es igual a P(X = x). Este histograma se llama un histograma de pro-
babilidad, ya que las areas representan probabilidades. En la figura 2.7 se presenta el diagra-
ma de la funcién de masa de probabilidad de una variable aleatoria X que representa el nimero
de fallas en un alambre. La figura 2.8 presenta un histograma de probabilidad para esta varia-
ble aleatoria.

La probabilidad de que el valor de una variable aleatoria esté en un intervalo especifi-
co estd dada por el 4rea bajo el histograma de probabilidad. En el ejemplo 2.39 se ilustra la
idea.

Determine la probabilidad de que un alambre elegido aleatoriamente tenga mds de una falla.
Indique esta probabilidad como un 4rea bajo el histograma de probabilidad.

Solucion

Se desea encontrar P(X > 1). Puesto que ningiin alambre tiene mas de tres fallas, la propor-
cion de que los alambres tengan mas de una se puede encontrar al sumar la proporcién de que
tengan dos mas la proporcién de que tengan tres. Simbolicamente, P(X > 1) = P(X = 2) +
P(X = 3). La funcién de masa de probabilidad especifica que P(X = 2) = 0.12 y P(X = 3)
= 0.01. Por tanto, P(X > 1) = 0.12 + 0.01 = 0.13.
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FIGURA 2.8 Histograma de probabilidad para X, el nimero de fallas en una pieza de alambre
elegida aleatoriamente. Compdrela con la figura 2.7.

Esta probabilidad estd dada por el drea bajo el histograma de probabilidad que corresponde a
esos rectangulos centrados en valores superiores a 1 (véase la figura 2.9). Hay dos de estos
rectangulos; sus dareas son P(X = 2) = 0.12 y P(X = 3) = 0.01. Esta es otra manera de mos-
trar que P(X > 1) = 0.12 + 0.01 = 0.13.
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FIGURA 2.9 Histograma de probabilidad para X, el nimero de fallas en una pieza de alambre
elegida aleatoriamente. El drea que corresponde a valores de X mayores que 1 estd sombreada.
Esta drea es igual a P(X > 1).

En el capitulo 4 se verd que las probabilidades para las variables aleatorias discretas se
pueden aproximar a veces calculando el drea bajo una curva. Representar las probabilidades dis-
cretas con un histograma de probabilidad hard més facil comprender cémo se hace esto dltimo.
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Variables aleatorias continuas

En la tabla 1.4 (en la seccién 1.3) se presentaron intervalos de clase para las emisiones, en
gramos de particulas por galén de combustible consumido, de una muestra de 62 vehiculos.
Observe que las emisiones constituyen una variable continua, ya que sus valores posibles no
estdn restringidos a algiin conjunto discretamente espaciado. Los intervalos de clase son ele-
gidos para que cada intervalo contenga un nimero razonablemente grande de vehiculos. Si la
muestra fuera mds grande, se podrian hacer los intervalos mas angostos. En particular, si se
tuviera informacién sobre toda la poblacién, que contiene millones de vehiculos, se podrian
hacer los intervalos extremadamente angostos. El histograma pareceria entonces muy suave y
se podria aproximar con una curva, como la que se muestra en la figura 2.10.

FIGURA 2.10 Histograma para una gran poblacién continua que se podria dibujar con
rectdngulos extremadamente angostos y deberia parecerse a esta curva.

Si se hubiera elegido aleatoriamente un vehiculo de esta poblacién para medir sus emi-
siones, el nivel de emisiones X serfa una variable aleatoria. La probabilidad de que X esté en-
tre cualesquiera dos valores a y b es igual al drea bajo el histograma entre a y b. Debido a que
el histograma en este caso se representa por una curva, la probabilidad se encontraria median-
te el cdlculo de una integral.

La variable aleatoria X descrita aqui es un ejemplo de una variable aleatoria continua.
Esta se define como una variable aleatoria cuyas probabilidades se representan por 4reas bajo
una curva. Esta curva se llama funcién de densidad de probabilidad. Como consecuencia
de que la funcién de densidad de probabilidad es una curva, los cdlculos de las probabilidades
implican integrales, en vez de las sumatorias que se usan en el caso discreto.

Definicion
Una variable aleatoria es continua si sus probabilidades estdn dadas por 4reas bajo
una curva. La curva se llama funcién de densidad de probabilidad para la variable
aleatoria.

A veces la funcion de densidad de probabilidad se llama distribucién de proba-
bilidad.
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Calculo de probabilidades con la funcion
de densidad de probabilidad

Sea X una variable aleatoria continua. Sea la funcién f(x) la funcién de densidad de probabi-
lidad de X. Sean a y b cualesquiera dos nimeros, con a < b.

La proporcién de la poblacién cuyos valores de X estan entre a y b estdn dados por
fa b f(x)dx,y el drea bajo la funcién de densidad de probabilidad entre a y b. Esta es la pro-
babilidad de que la variable aleatoria X tome un valor entre a y b. Observe que el drea bajo la
curva no depende de si los puntos finales a y b estén incluidos en el intervalo. Por tanto, las
probabilidades que implican a X no dependen de si se incluyen a los puntos finales.

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f(x).
Sean a y b cualesquiera dos nimeros, con a < b. Entonces

b
P(a§X§b)=P(a§X<b)=P(a<X§b)=P(a<X<b)=/ f(x)dx

Ademas,

P(X<a)=P(X <a) = / f(x)dx (2.32)

P(X>a)=P(X >a) = /oo f(x)dx (2.33)

Si fix) es la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X, entonces
el drea bajo toda la curva desde —eo a oo es la probabilidad de que el valor de X esté entre —oo
y oo, Esta probabilidad debe ser igual a 1, ya que el valor de X siempre estd entre —oo y oo, Por
tanto, el drea bajo toda la curva f(x) es igual a 1.

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f{(x).
Entonces

/O<> fx)dx =1

Se perfora un hueco en un componente de una hoja de metal y después se inserta un eje a tra-
vés del hueco. La holgura del eje es igual a la diferencia entre el radio del hueco y el radio
del eje. Sea X la variable aleatoria que denota a la holgura, en milimetros. La funcién de den-
sidad de probabilidad de X es
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1.25(1 — x%) 0<x<l1
fx) =
0 de otro modo

Los componentes con holguras superiores a 0.8 mm se deben desechar. ;Cual es la propor-
cién de componentes que serdan desechados?

Solucién

Enla figura 2.11 se presenta la funcién de densidad de probabilidad de X. Observe que la den-
sidad f(x) es O para x <0y para x > 1. Esto indica que las holguras siempre estdn entre 0 y 1
mm. La proporcién de componentes que se debe desechar es P(X > 0.8), que es igual al drea
bajo la funcién de densidad de probabilidad a la derecha de 0.8.

14
1.2

1
0.8
0.6
0.4

0.2

0 \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURA 2.11 Grifica de la funcién de densidad de probabilidad de X, la holgura
de un eje. El 4rea sombreada es igual a P(X > 0.8).

Esta area estd dada por
o.¢]

P(X>08) = [ f(x)dx
J0.8

1
= / 1.25(1 — x*) dx
0

.8

5
= 1.25 (x _ x)
5

= 0.0819

1

0.8

Funcion de distribucion acumulativa
de una variable aleatoria continua

La funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria continua X es F(x) = P(X <
x), al igual que para una variable aleatoria discreta. Para esta dltima, F(x) se puede encontrar
al sumar los valores de la funcién de masa de probabilidad. Para una variable aleatoria conti-
nua, el valor de F(x) se obtiene al integrar la funcién de densidad de probabilidad. Puesto que
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F(x) = P(X < x) y usando la ecuacién (2.32) se tiene que F(x) = ffoo f(t)dt, donde f(¥) es
la funcién de densidad de probabilidad.

Definicion

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f(x). La
funcién de distribucién acumulativa de X es la funcién

F(x)= P(X <x) = / (6 dt (2.34)

Con referencia al ejemplo 2.40, determine la funcién de distribucién acumulativa F(x) y di-
bujela.

Solucion

La funcién de densidad de probabilidad X estd dada por f{(r) = 0si ¢ <0, f{r) = 1.25(1 — ) si
0<t<1yflry =0sit=1 La funcién de distribucién acumulativa estd dada por F(x) =
f foo f(t) dt. Puesto que f{(¢) estd definida por partes en tres intervalos diferentes, el cdlculo de

la funcién de distribucién acumulativa implica tres casos distintos.
Six <O0:

F(x):/x f(t)de

=/ 0dt
—00

=0

Si0<x < I:

0 X

=/ f(t)dt+/ f()dt
—00 0
0 X

:/ 0dt+/ 1.25(1 — t*) dt
—00 0

SN\
—04+125(r- L%
* ( 5>

e
=1.25 (x - )
5

F(x) = /x f@)dt

0 1 X
=/ f(t)dt+/ f(t)dt+/ f@)dt
—00 0 1

F(x) = /x f@)dt

0

Six > 1:
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0 1 X
=/ Odt+/ 1.25(1—t4)dt+/ 0dt
—o0 0 1

1

£
=04+1.25 <t—5) +0
0
=0+4+14+0
=1
Por tanto,
0 x <0
%3
F(x) = 1.25<x—5> 0<x<l1
1 x>1

Aqui se presenta una grafica de F(x).
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Observe que la funcion de distribucién acumulativa F(x) del ejemplo 2.41 representa
una funcién continua si su grafica no presenta ningtn salto. Esta es una caracteristica de las
variables aleatorias continuas. La funcién de distribucién acumulativa de una variable aleato-
ria continua serd continua siempre, mientras que la funcién de distribucién acumulativa de
una variable aleatoria no continua nunca sera continua.

Con referencia al ejemplo 2.40, use la funcién de distribucién acumulativa para encontrar la
probabilidad de que la holgura del eje es menor a 0.5 mm.

Solucién
Sea X la holgura del eje. Se tiene que encontrar P(X < 0.5). Este es equivalente a encontrar

F(0.5), donde F(x) es la funcién de distribucién acumulativa. Usando los resultados del ejem-
plo 2.41, F(0.5) = 1.25(0.5-0.5"/5) = 0.617.

Media y varianza para variables aleatorias continuas

La poblacional y la varianza de una variable aleatoria continua estdn definidas de la misma
forma que para una variable aleatoria discreta, excepto que se usa la funcién de densidad de
probabilidad en lugar de la funcién de masa. Especificamente, si X constituye una variable
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aleatoria continua, su poblacional se define como el centro de masa de su funcién de densi-
dad de probabilidad y su poblacional representa el momento de inercia con respecto a un eje
vertical que pasa a través del centro de masa. Las férmulas son andlogas a las ecuaciones de
la (2.29) ala (2.31), con las sumatorias reemplazadas por integrales.

Como en el caso de las variables aleatorias discretas, a veces se eliminard la palabra
“poblacional” y se hard referencia a la media poblacional, a la varianza poblacional y la des-
viacién poblacional sélo como la media, la varianza y la desviacién estandar, respectivamente.

Definicion
Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f(x).
Entonces la media de X esta dada por

Ux = /00 xf(x)dx (2.35)

—00
A la media de X algunas veces se le llama esperanza, o valor esperado, de X y se pue-
de denotar también por E(X) o por L.

Definicion

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f(x).
Entonces
B La varianza de X estd dada por

o0
o2 = / (x — ) F () dx (2.36)
—00
B Una férmula alternativa para la varianza estd dada por
o0
02 = / x2 f(x)dx — M§( (2.37)
—00

B La varianza de X también se puede denotar por V(X) o por 6™

B La desviacion estdndar es la raiz cuadrada de la varianza: ox = /o73.

Con referencia al ejemplo 2.40, determine la media y la varianza de la holgura.

Solucion
En la ecuacién (2.35), la media de la holgura estd dada por

Mx=/ xf(x)dx

oo

1
= / x[1.25(1 — x%H]dx
0
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1

.X2 X6
=125(= - =
(5-%)

= 0.4167

0

Una vez que se ha calculado 1ty = 0.4167, ahora se puede calcular o3. Es mds facil usar la
férmula alternativa, ecuacién (2.37):

oy =/ X f(x)dx — uk

o0

1
/ x2[1.25(1 — xH]dx — (0.4167)*
0

3 7
125 (2 -2
3 7

= 0.0645

1
—(0.4167)*
0

Mediana poblacional y percentiles

En la seccién 1.2 se defini6 la mediana de una muestra como el nimero de en medio, el pro-
medio de los dos nimeros intermedios, cuando los valores de la muestra estan ordenados del
mads pequefio al mds grande. Intuitivamente, la mediana de la muestra constituye el punto que
divide a la muestra por la mitad. La mediana poblacional se define en forma similar. En rela-
cion con la funcién de densidad de probabilidad, la mediana representa el punto para el que
la mitad del 4rea bajo la curva estd a la izquierda y la otra mitad a la derecha. En este contex-
to, si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f{x), la me-
diana de X es el punto x,, que resuelve la ecuacién P(X < x,,) = ff;o f(x)dx =0.5.

La mediana es un caso especial de un percentil. Sea 0 < p < 100. El p-€simo percentil de
una poblacion es el valor x, de forma que el p% de los valores de poblacion sean menores o
iguales a x,,. Por tanto, si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad de pro-
babilidad f(x), el p-€simo percentil de X es el punto x, que resuelve la ecuacién P(X < x,) =

fjéo f(x)dx = p/100. Observe que la mediana es el 50avo. percentil. La figura 2.12 mues-
tra a la mediana y al 90avo. percentil para una poblacion hipotética.

X90
a) b)

FIGURA 2.12 a) La mitad de los valores de la poblacién son menores que la mediana x,,.
b) 90% de los valores de poblacién que son menores que el 90avo. percentil xg,.
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Definicion
Sea X una variable aleatoria continua con funcién de masa de probabilidad f(x) y
funcién de distribucién acumulativa F(x).

B La mediana de X es el punto x,, que resuelve la ecuacién
F(x,) = P(X < x,) = [™ f(x)dx =0.5.

B Si p es cualquier nimero entre 0 y 100, el p-€simo percentil es el punto x, que
resuelve la ecuacién F(x,) = P(X < x,) = [ f(x)dx = p/100.

B La mediana es el 50avo. percentil.

Se observa que es posible construir variables aleatorias continuas para las cuales hay un
intervalo de puntos que satisfacen la definicién de la mediana o de un percentil. Tales varia-
bles aleatorias rara vez se encuentran en la prictica.

Cierta masa radiactiva emite particulas alfa periédicamente. El tiempo entre emisiones, en se-
gundos, es aleatorio, con funcién de densidad de probabilidad

0.1le 0 1x x>0
fx) = {0 <0

Determine la mediana del tiempo entre emisiones. Determine el 60avo. percentil de los tiempos.

Soluciéon
La mediana x,, es la solucion de ff’go f(x)dx = 0.5. Por tanto, se debe resolver

/ 0.1e " dx = 0.5

0 .
_e—O.lx 0 = 0.5
1 —e %l =05
e—O.lx,,, —-05
—0.1x,, = In0.5
0.1x,, = 0.6931
Xm = 6.931s

La mitad de los tiempos entre emisiones es menor a 6.931 s y la mitad es mas grande.

El 60avo. percentil x4, es la solucién de ffg‘; f(x)dx = 0.6. Al proceder como antes,

se sustituye x4, por x,, y 0.6 por 0.5. Con lo que se obtiene
1—e % =06
e 1 = 0.4
—0.1)660 =In0.4



2.4 \Variables aleatorias 107

0.1xg0 = 0.9163
X60 = 9.163s

Sesenta por ciento de los tiempos entre emisiones es menor a 9.163 s y 40% es mds grande.

Deduccion de la formula alternativa para la varianza

Para deducir la ecuacion (2.31) se inicia con la ecuacién (2.30).

of =) (—ux)’P(X =1x)

Al desarrollar el binomio al cuadrado (x — /.LX)2 se obtiene
0F = D (% — 2xtiy + HDPX = »)

Al distribuir el término P(X = x) sobre los términos entre paréntesis se tiene que

07 = S IWPP(X = x) - 2xpx P(X = x) + i3 P(X = x)]

X

Sumando los términos por separado,

ox = X¥P(X=x)—) 2xuxP(X=x)+» pxP(X=x) (2398

Ahora > 2xuxP(X = x) = 2ux > xP(X = x) = 2uxpux = 2u%,y
Y uxP(X =x)=p% >, P(X =x) = pi(1) = uy.

Sustituyendo en la ecuacion (2.38) se obtiene
0)2( = szP(X = i) = 2;1& + ,ugf
X

Se concluye que

0}% = Zx2P(X = 5) —[/L%(
X

Para obtener la formula alternativa (2.37) a partir de la ecuacion (2.36) para la varianza
de una variable aleatoria continua, se pueden usar los mismos pasos; reemplazando >«
con [~y P(X = x) con f(x)dx.

Ejercicios para la seccion 2.4

1. Determine si cada una de las siguientes variables aleatorias ¢) El puntaje del examen final de un estudiante elegido
es discreta o continua. aleatoriamente de la clase de estadistica de ingenieria

a) El nimero de caras en 100 lanzamientos a “cara” o del dltimo semestre.

“cruz” de una moneda. d) La edad de un estudiante elegido aleatoriamente de la

b) La longitud de una varilla elegida aleatoriamente de la Escuela de Minas, de Colorado.

produccién de un dia.
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¢) La edad que tendra un estudiante de la Escuela de Mi-
nas, de Colorado, elegida aleatoriamente en su proximo
cumpleaios.

2. La tabla siguiente presenta la funcién de masa de probabi-

lidad del nimero de defectos X en un tablero de circuitos
impresos elegido aleatoriamente.

x | 0 1 2 3
p(x) | 0.5 0.3 0.1 0.1

a) Determine P(X < 2).
b) Determine P(X 2> 1).
¢) Determine piy.

d) Determine 3.

. Una compaiiia de materiales quimicos envia cierto disolven-
te en tambores de diez galones. Sea X el nimero de tambo-
res pedidos por un cliente elegido aleatoriamente. Suponga
que X tiene la siguiente funcién de masa de probabilidad:

x |1 2 3 4 5
px) | 04 02 02 01 01

a) Determine la media del nimero de tambores ordenados.

b) Determine la varianza del nimero de tambores ordena-
dos.

¢) Determine la desviacién estandar del nimero de tambo-
res ordenados.

d) Sea Y el nimero de galones ordenados. Determine la
funcién de masa de probabilidad de Y.

e) Determine la media del nimero de galones ordenados.

/) Determine la varianza del nimero de galones ordena-
dos.

g) Determine la desviacion estdndar del nimero de galones
ordenados.

. Un automévil viejo con un motor de cuatro cilindros es lle-
vado a un taller para ajustarlo. Sea X el nimero de cilindros
con compresion baja.

a) (Cudl de las tres funciones dadas en la tabla siguiente es
una funcién de masa de probabilidad posible de X? Ex-
plique.

X
0 1 2 3 4

pi(x) 02 02 03 0.1 0.1
Ppa(x) 0.1 0.3 03 02 02
p3(x) 0.1 02 04 02 0.1

b) Para la funcién de masa de probabilidad posible, calcule
MHx 'y 0;2(~

. Cierto tipo de componente estd empaquetado en lotes de

cuatro. Sea X el nimero de componentes que funcionan
de modo adecuado en un lote elegido de manera aleatoria.
Suponga que la probabilidad de que exactamente x componen-
tes funcionen es proporcional a x; en otras palabras, supon-
ga que la funcién de masa de probabilidad de X es dada por

()_ cX
PeI=9,

donde ¢ es una constante.

x=12,3 04
de otro modo

a) Determine el valor de la constante ¢ para que p(x) sea
una funcién de masa de probabilidad.

b) Determine P(X = 2).

¢) Determine la media del nimero de componentes que
funcionan adecuadamente.

d) Determine la varianza del nimero de componentes que
funcionan adecuadamente.

e) Determine la desviacion estandar del nimero de compo-
nentes que funcionan adecuadamente.

. El producto de un proceso quimico se supervisa continua-

mente para asegurar que la concentracion permanezca den-
tro de los limites aceptables. Cada vez que la concentracion
se sale de los limites, el proceso se detiene y se calibra nue-
vamente. Sea X el nimero de veces en una semana dada que
el proceso se calibra nuevamente. La tabla siguiente presen-
ta los valores de la funcidn de distribucién acumulativa F(x)
de X.

X F(x)
0 0.17
1 0.53
2 0.84
3 0.97
4 1.00



a) ;Cual es la probabilidad de que el proceso se calibre
nuevamente menos de dos veces durante una semana?

b) (Cuadl es la probabilidad de que el proceso se calibre
nuevamente mas de tres veces durante una semana?

¢) (Cudl es la probabilidad de que el proceso se calibre de
nuevo exactamente una vez durante una semana?

d) (Cudl es la probabilidad de que el proceso no se calibre
nuevamente durante una semana?

e) (Cudl es el nimero més probable de que ocurran nuevas
calibraciones durante una semana?

. En 100 dias diferentes, un ingeniero especializado en el
transito de automdviles cuenta el nimero de éstos que pa-
san por cierto crucero entre las 5:00 y 5:05 p.m. Los resul-
tados se presentan en la tabla siguiente.

Numero de Numero Proporcién
automoviles  de dias de dias

0 36 0.36

1 28 0.28

2 15 0.15

3 10 0.10

4 7 0.07

5 4 0.04

a) Sea X el nimero de automéviles que pasan por el cruce-
ro entre las 5:00 y las 5:05 p.m. en un dia elegido alea-
toriamente. Alguien sugiere que para cualquier entero
positivo x, la de masa de probabilidad de X es p;(x) =
(0.2)(0.8)". Usando esta funcion, calcule P(X = x) para
valores de x de 0 a 5 inclusive.

b) Otra persona sugiere que para cualquier entero positivo
x, la funcién de masa de probabilidad es p,(x) =
(0.4)(0.6)". Usando esta funcion, calcule P(X = x) para
valores de x de 0 a 5 inclusive.

¢) Compare los resultados de los incisos a) y b) con los da-
tos de la tabla. ;Cudl funcién de masa de probabilidad
parece ser el mejor modelo? Explique.

d) Alguien dice que ninguna de las funciones es un buen
modelo ya que ninguna coincide exactamente con los
datos. ¢ Esto es correcto? Explique.

. Se seleccionan aleatoriamente chips de microprocesadores
uno tras otro de una gran poblacién y se prueban para deter-
minar si son aceptables para determinada aplicacion. E1 90%
de los chips en la poblacién es aceptable.

10.

11.
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a) (Cudl es la probabilidad de que el primer chip elegido
sea aceptable?

b) ;Cual es la probabilidad de que el primer chip sea in-
aceptable y que el segundo sea aceptable?

¢) Sea X el nimero de chips que se prueba hasta incluir el
primer chip aceptable. Determine P(X = 3).

d) Determine la funcién de masa de probabilidad de X.

. Con referencia al ejercicio 8, sea Y el nimero de chips pro-

bados hasta incluir el segundo chip aceptable.

a) Cudl es el valor mas pequeiio posible de Y?
b) ;Cudl es la probabilidad de que Y tome ese valor?

¢) Sea X el nimero de chips que se prueba hasta incluir el
primer chip aceptable. Determine P(Y = 3 |x = 1).

d) Determine P(Y = 3| X = 2).

e) Determine P(Y = 3).

Se seleccionan aleatoriamente tres componentes, uno a la
vez, de un gran lote. Cuando se selecciona cada componen-
te, se prueba. Si pasa la prueba, ocurre un éxito (S); si no
pasa la prueba, ocurre una falla (F). Suponga que 80% de
los componentes del lote conseguird pasar la prueba. Sea X
el nimero de éxitos entre los tres componentes selecciona-
dos.

a) (Cudles son los valores posibles para X?
b) Determine P(X = 3).

¢) Al evento de que falle el primer componente y que los
proximos dos pasen con €xito la prueba se denota por
FSS. Determine P(FSS).

d) Determine P(SFS) y P(SSF).

e) Use los resultados de los incisos ¢) y d) para encontrar
P(X =2).

f) Determine P(X = 1).
g) Determine P(X = 0).
h) Determine (L.
i) Determine oy.

Jj) Sea Y el nimero de éxitos si se seleccionan cuatro com-
ponentes. Determine P(Y = 3).

La hidrogenacién del benceno para el ciclohexano es pro-
movida con un catalizador de niquel dividido en poros fi-
nos. El catalizador de particulas se puede considerar como
esferas de diferentes tamafios. Todas las particulas tienen
masas entre 10y 70 ug. Sea X la masa de una particula ele-
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gida aleatoriamente. La funcién de densidad de probabili-
dad de X esta dada por

10 <x <70
de otro modo

x—10
f(x)Z{ 1 800
0

a) (Cudl es la proporcién de particulas que tiene una masa
menor a 50 ug?

b) Determine la media de las masas de las particulas.

¢) Determine la desviacion estandar de las masas de las
particulas.

d) Determine la funcion de distribucién acumulativa de las
masas de las particulas.

e) Determine la mediana de las masas de las particulas.

Las especificaciones piden que el espesor de las hojas de alu-
minio para hacer latas estén entre 8 y 11 milésimos de pul-
gada. Sea X el espesor de una hoja de aluminio. Suponga
que la funcion de densidad de probabilidad de X esta dada

por
x
fx) = { 54

0 de otro modo

6<x<12

a) (Qué proporcién de hojas cubrirdn con la especifica-
cién?

b) Determine la media del espesor de una hoja.

¢) Determine la varianza del espesor de una hoja.

d) Determine la desviacion estandar del espesor de una
hoja.

e) Determine la funcion de distribucion acumulativa del
espesor.

/) Determine la mediana el espesor.

g) Determine el décimo percentil del espesor.

h) Una hoja especial tiene 10 milésimos de pulgada de es-
pesor. ;Qué proporcion de hojas tiene mas espesor?

Una masa radiactiva emite particulas de tiempo periddica-
mente. El tiempo entre dos emisiones es aleatorio. Sea T el
tiempo en segundos entre dos emisiones. Suponga que la
funcion de densidad de probabilidad de 7' es dada por

0.2¢70 t>0
1) =
ro-{4 -

a) Determine la media del tiempo entre emisiones.

b) Determine la desviacién estdndar del tiempo entre emi-
siones.

14.

15.

16.

¢) Determine la funcién de distribucion acumulativa del
tiempo entre emisiones.

d) Determine la probabilidad de que el tiempo entre emi-
siones sea menor a diez segundos.

e) Determine la mediana del tiempo entre emisiones.

) Determine el 90avo. percentil de los tiempos entre emi-

siones.

Un proceso que fabrica anillos de pistén produce anillos cu-
yos didmetros (en centimetros) varian de acuerdo con la
funcién de densidad de probabilidad

F) = {3[1 —16(x —100]  9.75<x<10.25

0 de otro modo

a) Determine la media del didmetro de los anillos que se
fabrican mediante este proceso.

b) Determine la desviacion estindar de los diametros de
anillos fabricados por este proceso. (Sugerencia: La
ecuacion 2.36 puede ser mas facil de usar que la ecua-
cion 2.37.)

¢) Determine la funcién de distribuciéon acumulativa de los
didmetros de los anillos de pistén.

d) ;Qué proporcién de anillos de pistén tiene didmetros
menores a 9.75 centimetros?

e) (Qué proporcién de anillos de piston tiene didmetros en-
tre 9.75 y 10.25 centimetros?

Con referencia al ejercicio 14, un proceso competidor pro-
duce anillos cuyos didmetros (en centimetros) varian de
acuerdo con la funcion de densidad de probabilidad

15[1 — 25(x — 10.05)%]/4
9.85 <x < 10.25

0 de otro modo

fx) =

Las especificaciones pedidas para el diametro son 10.020.1
cm. (Qué proceso es mejor, éste o el del ejercicio 14? Ex-
plique.

Las particulas son un componente muy importante de la
contaminacién atmosférica en muchas dreas. Es interesante
estudiar los tamanos de las particulas contaminantes. Sea X
el didmetro, en micrometros, de una particula elegida alea-
toriamente. Suponga que en cierta drea, la funcién de den-
sidad de probabilidad de X es inversamente proporcional al
volumen de la particula; es decir, suponga que
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x3

c g) (Qué proporcion de particulas PM;, son PM, 5?
fx) =
x <1

17. Un cientifico ecologista estd preocupado por la tasa a la que
se absorbe cierta solucion téxica en la piel. Sea X el volu-
men en microlitros de la solucién absorbida por 1 pulg® de
piel en 1 min. Suponga que la funcién de densidad de pro-
babilidad de X se aproxima bien por la funcion f(x) =
(2V2m) e 1% Gefinida de —oo < x < oo,

donde ¢ es una constante.

a) Determine el valor de ¢ para que f(x) sea una funcién de
densidad de probabilidad.

b) Determine la media del diametro de la particula.

¢) Determine la funcién de distribucién acumulativa del a) Determine la media del volumen absorbido en 1 min.

didmetro de la particula. b) (Dificil.) Determine la desviacion estandar del volumen

d) Determine la mediana del didmetro de la particula. absorbido en 1 min.
e) El término PM,, se refiere a particulas con didmetros

menores o iguales a 10 um. ;Qué proporcion de particu-

las contaminantes son PM,,?
/) El término PM, 5 se refiere a particulas con didmetros

menores o iguales a 2.5 um. ;Qué proporcién de particu-

las contaminantes son PM, 5?

2.5 Funciones lineales de variables aleatorias

En la prictica con frecuencia se construyen nuevas variables aleatorias realizando operacio-
nes aritméticas con otras variables aleatorias. Por ejemplo, se podria sumar una constante a
una variable aleatoria, multiplicar una variable aleatoria por una constante, o sumar dos o mas
variables aleatorias. En esta seccién se describe cémo calcular medias y varianzas de varia-
bles aleatorias construidas de esta manera y se presentan algunos ejemplos practicos. La pre-
sentacion en esta seccion es intuitiva. Una presentacién mds rigurosa se ofrece en la seccién
2.6. Quienes deseen este tipo de presentacion pueden cubrir la seccién 2.6 ademads de, o en
lugar de, esta seccion.

Sumando una constante

Cuando se suma una constante a una variable aleatoria, la media se aumenta por el valor de
la constante, pero la varianza y la desviacion estdndar son iguales. Por ejemplo, suponga que
las varillas de acero producidas por cierta maquina tienen una media de la longitud de 5.0 pul-
gadas y una varianza (¢* = 0.003 pulg?). Cada varilla se fija a una base que tiene exactamen-
te 1.0 pulg de longitud. La media de la longitud del montaje serd de 5.0 + 1.0 = 6.0 pulg.
Debido a que cada longitud se ha aumentado en la misma cantidad, la dispersién en las lon-
gitudes no cambia, por lo que la varianza es la misma. Para poner esto en términos estadisti-
cos, sea X la longitud de una varilla elegida aleatoriamente y sea Y = X + 1 la longitud del
montaje. Entonces puy = uxy; = ux + 1,y 0f =0y, = oy. En general, cuando se su-
ma una constante a una variable aleatoria, la media se desplaza en esa constante y la varian-
za no cambia.
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Si X es una variable aleatoria y b es una constante, entonces

Wxs = tx + b (2.39)

o2, =0l (2.40)

Multiplicando por una constante

Con frecuencia se tiene que multiplicar una variable aleatoria por una constante. Esto tltimo
se podria hacer, por ejemplo, al convertir a un sistema mds conveniente de unidades. Se con-
tinda con el ejemplo de la produccién de varillas de acero para mostrar cémo se afecta la me-
dia, la varianza y la desviacidén estandar de una variable aleatoria por la multiplicacién de una
constante.

Si medimos las longitudes de las varillas descritas anteriormente en centimetros en vez
de pulgadas, la media de longitud serd (2.54 cm/pulg)(5.0 pulg) = 12.7 cm. En términos es-
tadisticos, sea la variable aleatoria X la longitud en pulgadas de una varilla elegida aleatoria-
mente y sea Y = 2.54X la longitud en centimetros. Entonces (y = 2.54 uy. En general, cuando
una variable aleatoria se multiplica por una constante, su media se multiplica por la misma
constante.

Si X es una variable aleatoria y a es una constante, entonces

Hax = apx 241)

Cuando la longitud X de una varilla se mide en pulgadas, la varianza o' debe tener uni-
dades de pulg”. Si Y = 2.54X es la longitud en centimetros, entonces o debe tener unidades
de cm?. Por tanto, se obtiene o2 al multiplicar o por 2.54%, que es el factor de conversién de
pulg® a cm®. En general, cuando una variable aleatoria se multiplica por una constante, su va-
rianza se multiplica por el cuadrado de la constante.

Si X es una variable aleatoria y a es una constante, entonces

ol =a’oy (2.42)

Oux = |alox (2.43)

Si una variable aleatoria se multiplica por una constante y después se suma a otra cons-
tante, el efecto sobre la media y la varianza se puede determinar al combinar las ecuaciones
(2.39) y (2.41) y las ecuaciones (2.40) y (2.42). Los resultados se presentan en el resumen si-
guiente.
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Si X es una variable aleatoria y a y b son constantes, entonces
Max+b = aptx +b (2.44)
Olyip = a0y (2.45)
Oux+b = lalox (2.46)

Observe que las ecuaciones (2.44) a (2.46) son similares a los resultados para la media y la
desviacién estandar de una muestra que se presentaron en la seccién 1.2.

La molaridad de un soluto en una solucién se define como el nimero de moles de soluto por
litro de solucién (1 mol = 6.02 x 10> moléculas). Si la molaridad de una solucién existente
de 4cido sulftrico concentrado (H,SO,) es X y si una parte de la solucién se mezcla con N
partes de agua, la molaridad Y de la solucién diluida estd dada por ¥ = X/(N + 1). Suponga
que la solucidn existente se fabricd con un proceso que produce una molaridad con una me-
dia de 18 y con una desviacién estdndar de 0.1. Si a 100 ml de la solucién existente se le agre-
gan 300 ml de agua, determine la media y la desviacidn estdndar de la molaridad de la
solucién diluida.

Solucion
La molaridad de la solucién diluida es Y = 0.25X. La media y la desviacion estdndar de X son
Uy = 18 y oy = 0.1, respectivamente. Por tanto,

My = [M0.25X
=025uy (utilizando la ecuacién 2.41)
= 0.25(18.0)
=45

También,

Oy = 00.25x
= 0.250% (utilizando la ecuacién 2.43)
= 0.25(0.1)
= 0.025

Medias de combinaciones lineales de variables aleatorias

Considere el caso de sumar dos variables aleatorias. Por ejemplo, suponga que hay dos ma-
quinas que fabrican cierta pieza de metal. La media de la produccidn diaria de la maquina A
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es de 100 piezas y la media de la produccién diaria de la maquina B es de 150 piezas. Evi-
dentemente la media de la produccién diaria de las dos maquinas es de 250 piezas. Poniendo
esto en notacién matematica, sea X el nimero de piezas producidas en un dia dado por la ma-
quina A y sea Y el nimero de piezas producidas en el mismo dia por la maquina B. EI nime-
ro total de piezas es X + Yy se tiene que Uy + y = Uy T Uy

Esta idea se generaliza para cualquier nimero de variables aleatorias.

Si X, X,,. . ., X, son variables aleatorias, entonces la media de la suma X; + X, + - - -
+ X, estd dada por

MX\+Xo+ - +X, = MX, T Ux, + -+ WUx, (2.47)
Lasuma X, + X, + ... + X, es un caso especial de combinacién lineal:
Si Xy, ..., X, son variables aleatorias y ¢y, . . . , ¢, SOn constantes, entonces la varia-

ble aleatoria
X, + -+ X,

se denomina combinacién lineal de X, . . . , X,.

Para encontrar la media de una combinacién lineal de variables aleatorias, se puede
combinar las ecuaciones (2.41) y (2.47):

Si X'y Y son variables aleatorias y a y b son constantes, entonces

MaX+by = Max + Hpy = aitx + buy (2.48)

De forma més general, si X;,X,, . . ., X, son variables aleatorias y c{,c, . . . , ¢, sSon
constantes, entonces la media de la combinacion lineal ¢, X, + ¢, X, + - - - + ¢, X,, es-
ta dada por

i Xy +erXot—tenX, = Clibx, + Cofbx, + -+ + Calix, (2.49)

Variables aleatorias independientes

El concepto de independencia para variables aleatorias es exactamente como el concepto de in-
dependencia para eventos. Dos variables aleatorias son independientes si se sabe que una de
ellas no afecta las probabilidades de los demds. Cuando dos eventos son independientes, la
probabilidad de que ambos ocurran se encuentra multiplicando las probabilidades para cada
evento (véanse las ecuaciones 2.19 y 2.20 de la seccién 2.3). Hay férmulas similares para va-
riables aleatorias independientes. La notacion para estas férmulas es la siguiente. Sea X una
variable aleatoria y sea S un conjunto de nimeros. La notacién “X € S§” significa que el va-
lor de la variable aleatoria X estd en el conjunto S.
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Definicion
Si X'y Y son variables aleatorias independientes y Sy T son conjuntos de nimeros,
entonces

PXeSyYel)=PXeS)P(YeT) (2.50)
De forma mas general, si X;,X,, . . ., X,, son variables aleatorias independientes y
Si, ..., S, son conjuntos, entonces

PXi €S, yXo€8 y -y X, €8,) =
P(X, € S)P(X2 € 85) - P(X, € S,) (2.51)

Las bandejas de plastico rectangulares para un disco compacto (CD) tienen especificaciones
de longitud y de ancho, sea X la longitud y Y el ancho, cada una se mide al milimetro més cer-
cano, de una bandeja seleccionada aleatoriamente. La de masa de probabilidad de X estd da-
dapor P(X = 129) = 0.2, P(X = 130) = 0.7 y P(X = 131) = 0.1. La de masa de probabilidad
de Y estd dada por P(Y = 15) = 0.6 y P(Y = 16) = 0.4. El drea de una bandeja estd dada por
A=XY. S;lponga que X'y Y son independientes. Determine la probabilidad de que el 4rea sea
1935 mm™.

Solucion
El drea serdigual a 1 935si X = 129y Y = 15. Por tanto,

P(A=1935)=PX =129y Y =15)
=PX =129P =15) ya que X y Y son independientes
= (0.2)(0.6)
=0.12

Las ecuaciones (2.50) y (2.51) indican cémo calcular probabilidades para variables aleatorias
independientes, pero no son generalmente de mucha ayuda para determinar si las variables
aleatorias son en realidad independientes. En general, la mejor manera de determinar si las
variables aleatorias son independientes es entendiendo el proceso que las generd.

Varianzas de combinaciones lineales de variables
aleatorias independientes

Se ha visto que la media de una suma de variables aleatorias es siempre igual a la suma de las
medias (ecuacion 2.47). En general, la férmula para la varianza de una suma de variables alea-
torias es un poco mds complicada que esto ultimo. Pero cuando las variables aleatorias son
independientes, el resultado es simple: la varianza de la suma es la suma de las varianzas.
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Si X,,X,, . .., X, son variables aleatorias independientes, entonces la varianza de la
suma X; + X, + - - - + X, estd dada por

2 2 2 2
OX +X,+-+X, = Ox, T 0x, T -+ 0%, (2.52)

Para encontrar la varianza de una combinacién lineal de variables aleatorias, se puede
combinar las ecuaciones (2.52) y (2.42):

Si X;, X5, . . ., X,, son variables aleatorias independientes y c;,c,, - . . , C, SOn cons-
tantes, entonces la varianza de la combinacion lineal ¢, X; + ¢,X; + - - - + ¢, X, estad
dada por
2 — 202 + 262 4 ...+ 202
001X1+62X2+-~+C,,X,, - CIUX] CZGXZ CnGX,l (2.53)

Dos combinaciones lineales frecuentemente encontradas son la suma y la diferencia de
dos variables aleatorias. Curiosamente, cuando las variables aleatorias son independientes, la
varianza de la suma es igual a la varianza de la diferencia.

Si X y Y son variables aleatorias independientes con las varianzas o3 y o}, entonces
la varianza de la suma X + Y es

Oxiy =Ox + 0y (2.54)
La varianza de la diferencia X — Y es

or y =0+ 0} (2.55)

El hecho de que la varianza de la diferencia es la suma de las varianzas podria parecer con-
tradictorio. Sin embargo, se obtiene de la ecuacién (2.53) al hacerc; = ly ¢, = —1.

Un pistén se coloca dentro de un cilindro. La holgura es la distancia entre el borde del piston
y la pared del cilindro y es igual a la mitad de la diferencia entre el didmetro del cilindro y el
didmetro del pistén. Suponga que el didmetro del piston tiene una media de 80.85 cm con una
desviacién estdndar de 0.02 cm. Suponga que el didmetro del cilindro tiene una media de
80.95 cm con una desviacion estdndar de 0.03 cm. Determine la media de la holgura. Supo-
niendo que el pistén y el cilindro se eligen independientemente, determine la desviacién es-
tandar de la holgura.

Solucion
Sea X, el didmetro del cilindro y sea X, el didmetro del piston. La holgura estd dada por C =
0.5X; — 0.5X,. Usando la ecuacién (2.49), la media del perimetro es
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Mc = H0.5X,-0.5X>
=0.5ux, —0.5ux,
= 0.5(80.95) — 0.5(80.85)
= 0.050

Puesto que X y X, son independientes, se puede usar la ecuacién (2.53) para encontrar la des-

viacién estdndar o
oc =/op
c 0.5X,-0.5X,

_ \/ (0.5)202, + (~0.5702,
— /0.25(0.02)2 + 0.25(0.03)2
—0.018

Independencia y muestras aleatorias simples

Cuando se toma una muestra aleatoria simple de valores numéricos de una poblacién, a cada
elemento de la muestra se le puede pensar como una variable aleatoria. Los elementos en una
muestra aleatoria simple se pueden tratar como independientes, excepto cuando la muestra es
una proporcién grande (mayor a 5%) de una poblacién finita (véase el andlisis de indepen-
dencia en la seccion 1.1). De ahora en adelante, a menos que se indique explicitamente lo con-
trario, se supondrd que no ocurre esta excepcion, por lo que los valores en una muestra
aleatoria simple se pueden tratar como variables aleatorias independientes.

Si XX, . .., X, es una muestra aleatoria simple, entonces X,X», . . . , X, se puede
tratar como variables aleatorias independientes, todas con la misma distribucién.

A veces cuando X, . . ., X, son variables aleatorias independientes, todas con la misma dis-
tribucion, se dice que X, . . ., X, son independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d).

Media y varianza de una media de la muestra

La combinacion lineal frecuentemente encontrada es la media de muestra. Especificamente,
si X;, ..., X, es una muestra aleatoria simple de una poblacién con media i y varianza o7,
entonces la media muestral X es la combinacion lineal

—_ 1 1
X=-X+ +-X,
n n
A partir de lo anterior se puede calcular la media y la varianza de X .
Hx = Hixi+-+1x,

1 1
= —ux, +---+ —ux, (usando la ecuacion 2.49)
n n
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1
n
1
=(n)(—>u
n
= u

Como se analiz6 anteriormente, los elementos de una muestra aleatoria simple se pueden tra-
tar como variables independientes aleatorias. Por tanto

S5}

2

GY = G%X1+---+%Xn
L o2 L2 ilizando 1 i6n 2.53
= ;UXI + -4+ ;an (utilizando la ecuacién 2.53)
L, L,
= ﬁa + +ﬁ0'
(n) L) 52
=mn)|—=|o
n2
o?
T

Si X, ..., X, es una muestra aleatoria simple de una poblacién con media (t y va-
rianza 0'2, entonces la media muestral X es una variable aleatoria con

Uy = I (2.56)

oz = o (2.57)

X n :
La desviacién estdndar de X es
o
oy = - (2.58)

Un proceso que llena botellas de plastico con una bebida tiene una media de volumen de lle-
nado de 2.013 L y una desviacién estandar de 0.005 L. Una caja contiene 24 botellas. Supo-
niendo que las botellas en una caja son una muestra aleatoria simple de botellas llenadas con
este método, determine la media y la desviacién estandar del volumen promedio por botella
en una caja.

Solucion

Seaque V,, ..., V,, representen los volumenes en las 24 botellas en una caja. Esta es una mues-
tra aleatoria simple de una poblacién con media ¢ = 2.013 y desviacién estandar o = 0.005.
El volumen promedio es V = (Vi + - + Vay)/24. Utilizando la ecuacién (2.56),
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wy = pn =2.013

Usando la ecuacién (2.58),

0’7—

Ejercicios para la seccion 2.5

1.

Si X'y Y son variables aleatorias independientes con medias
Uy = 10.5y uy = 5.7 y desviaciones estdndares oy = 0.5y
oy = 0.3, determine las medias y las desviaciones estdnda-
res de las cantidades siguientes:

a) 2X
by X —Y
c) 3X +2Y

Si un resistor con resistencia R ohms lleva una corriente de
I amperes, la diferencia de potencial a través del resistor, en
volts, estd dada por V = [R. La resistencia de un resistor
elegido aleatoriamente que estd etiquetado con 100 €2 tiene
una media de 100 Q y una desviacion estandar de 10 Q. En
un resistor seleccionado aleatoriamente se establece una co-
rriente de 3 A.

a) Determine U,.

b) Determine o,.

El tiempo de vida de cierto foco en una aplicacién especifi-
ca tiene una media de 700 horas y una desviacion estandar
de 20 horas. Cuando se funde cada foco, se reemplaza con
un foco nuevo. Determine la media y la desviacion estandar
del tiempo que duraran cinco focos.

Dos resistores, con resistencias R, y R,, se conectan en se-
rie. La resistencia combinada R esta dada por R = R; + R,.
Suponiendo que R; tiene una media de 50 Q y una desvia-
cién estandar de 5 Q y que R, tiene una media de 100 Q y
una desviacion estandar de 10 Q.

a) Determine .

b) Suponiendo que R, y R, son independientes, determine
Op-

Una pieza de madera contrachapada estd compuesta de cin-
co capas. Las capas son una muestra aleatoria simple de una
poblacién cuyos espesores tienen una media de 0.125 pulg
y una desviacion estandar de 0.005 pulg.

a) Determine la media del espesor de una pieza de madera
contrachapada.

o
V24

= 0.001

b) Determine la desviacién estandar del espesor de una
pieza de madera contrachapada.

La fabricacion de cierto articulo requiere que dos maquinas
funcionen consecutivamente. El tiempo en la primera ma-
quina tiene una media de 10 min y desviacion estdndar de 2
min. El tiempo en la segunda maquina tiene una media de
15 min y una desviacién estdndar de 3 min. Suponga que
los tiempos invertidos en las dos maquinas son indepen-
dientes.

a) Determine la media del tiempo total invertido en las dos
maquinas.

b) Determine la desviacién estandar del tiempo total inver-
tido en las dos maquinas.

La molaridad de un soluto en una solucion esta definido co-
mo el nimero de moles de soluto por litro de solucién (1
mol = 6.02 x 10% moléculas). Si X es la molaridad de una
solucion de cloruro de magnesio (MgCl,) y Y es la molari-
dad de una solucién de cloruro férrico (FeClsy), la molaridad
del ion de cloro (C1 ) en una solucién hecha a partes igua-
les de la solucién, de MgCl, y FeCl; estda dada por M = X
+ 1.5Y. Suponga que X tiene una media de 0.125 y una des-
viacion estandar 0.05 y que Y tiene una media de 0.350 y
una desviacion estandar de 0.10.

a) Determine [ly,.

b) Suponiendo que X y Y son independientes, determine
O

Una mdquina que llena cajas de cartén con cereal tiene un
peso de llenado cuya media es 12.02 oz, con una desviacién
estandar de 0.03 oz. Una caja consta de 12 cajas selecciona-
das aleatoriamente del producto de la maquina.

a) Determine la media del peso total de cereal en la caja.

b) Determine la desviacion estdndar del peso total del ce-

real en la caja.

c)

Determine la media del peso promedio por caja del ce-

real en la caja.
d) Determine la desviacion estandar del peso promedio por

caja del cereal en la caja.
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10.

11.

e) (Cudntas cajas se deben incluir en una caja para que la
desviacion estandar del peso promedio de la caja sea
0.005 oz?

. Los cuatro lados de un marco de fotografia constan de dos

piezas seleccionadas de una poblaciéon cuya media de la
longitud es de 30 cm con desviacién estdndar de 0.1 cm y
dos piezas seleccionadas de una poblacién cuya media de la
longitud es de 45 cm con desviacién estandar de 0.3 cm.

a) Determine la media del perimetro.

b) Suponga que las cuatro piezas se eligen independiente-
mente. Determine la desviacion estdndar del perimetro.

Una estacion de gasolina percibe $1.60 en ingreso por cada
galén de gasolina regular que vende, $1.75 para cada galén
de gasolina de medio grado y $1.90 para cada galén de ga-
solina stper. Sea que X;, X, y X3 indiquen los nimeros de
galones de gasolina regular, de medio grado y stper que se
vendieron en un dia. Suponga que X, X, y X; tienen medias
uy = 1500, u, = 500y u3 = 300 y desviaciones estdnda-
res 07 = 180, 0, = 90 y o3 = 40, respectivamente.

a) Determine la media del ingreso diario.

b) Suponiendo que X;, X, y X3 son independientes. Deter-
mine la desviacién estandar del ingreso diario.

En el articulo “An Investigation of the Ca—CO;—CaF,—
K,Si0;—Si0,—Fe Flux System Using the Submerged Are
Welding Process on HSLA-100 and AISI-1018 Steels” (G.
Fredrickson, tesis de maestria, Escuela de Minas, de Colo-
rado, 1992), el carbono equivalente p de una soldadura de
metal se defini6 como una combinacién lineal de los por-

centajes de los pesos de carbono (C), manganeso (Mn), co-
bre (Cu), cromo (Cr), silicio (Si), niquel (Ni), molibdeno
(Mo), vanadio (V) y boro (B). El carbono equivalente esta
dado por

P_C Mn+Cu+Cr Si Ni Mo V sB

=& 20 METRRTMNTRAT
Las medias y las desviaciones estdndares de los porcentajes
de los pesos de estos elementos quimicos se calcularon de
las mediciones en 45 soldaduras de metales producidas con
el metal base de acero HSLA-100. Suponga que las medias
y las desviaciones estandares (DE) son como se muestran
en la tabla siguiente.

Media DE
C 0.0695 0.0018
Mn 1.0477 0.0269
Cu 0.8649 0.0225
Cr 0.7356 0.0113
Si 0.2171 0.0185
Ni 2.8146 0.0284
Mo 0.5913 0.0031
\" 0.0079 0.0006
B 0.0006 0.0002

a) Determine la media del equivalente de carbono de me-
tales de soldadura fabricados con el metal base de acero
HSLA-1000.

b) Suponiendo que los porcentajes de los peso sean inde-
pendientes, determine la desviacion estdndar del equiva-
lente de carbono de metales de soldadura fabricados con
el metal base de acero HSLA-1000.

2.6 Variables aleatorias con distribucion conjunta*

En esta seccién se presentan resultados de algunas variables aleatorias en un modo mas rigu-
roso que en la seccién 2.5. Para las personas que deseen este tipo de presentaciéon pueden cu-
brir esta seccién ademads, o en lugar, de la seccién 2.5.

Se ha dicho que observar un valor de una variable aleatoria es como seleccionar un va-
lor de una poblacién. En algunos casos, los elementos en la poblacién podrian tener algunas
variables aleatorias relacionadas con cada una de ellos. Por ejemplo, imagine elegir aleatoria-
mente un estudiante de una lista de todos los estudiantes inscritos en una universidad y tomar
datos de su estatura y peso. A cada persona de la poblacién de estudiantes le corresponden
dos variables aleatorias, la altura y el peso. Si también se determinara la edad del estudiante,

* Esta seccion es opcional.
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a cada persona le corresponderian tres variables. En principio, cualquier nimero de variables
aleatorias se puede relacionar con cada elemento en una poblacién.

Cuando dos o mas variables aleatorias estan relacionadas con cada elemento de una po-
blacién, se dice que aquéllas estdn con distribucién conjunta. Si todas son discretas, se di-
ce que son conjuntamente discretas. Si todas son continuas, entonces son conjuntamente
continuas. Se estudiardn estos dos casos por separado.

Variables aleatorias conjuntamente discretas

En el ejemplo 2.46 (de la seccion 2.5) se analizaron las longitudes y los anchos de la bande-
ja de plastico rectangular para un CD que estd instalada en una computadora personal. Las
mediciones se redondearon al milimetro mds cercano. Sean X la longitud medida y Y el an-
cho medido. Los valores posibles de X son 129, 130 y 131 y los valores posibles para Y son
15 y 16. Tanto X como Y son discretas, por lo que X y Y son conjuntamente discretas. Hay
seis valores posibles para el par ordenado (X, Y): (129, 15), (129, 16), (130, 15), (130, 16),
(131, 15) y (131, 16). Suponga que las probabilidades de cada uno de estos pares arreglados
son como se muestra en la tabla siguiente.

X y PX=xyY=y)
129 15 0.12
129 16 0.08
130 15 0.42
130 16 0.28
131 15 0.06
131 16 0.04

La funcién de masa de probabilidad conjunta representa la funcién p(x, y) = PX =xy Y
= y). Por lo que, por ejemplo, se tiene p(129, 15) = 0.12 y p(130, 16) = 0.28.

A veces se da una funcion de masa de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias,
pero se tiene interés en s6lo una de ellas. Por ejemplo, se podria tener interés en la funcién de
masa de probabilidad de X, la longitud de la bandeja del CD, pero no se tiene interés en el an-
cho Y. Se puede obtener la funcién de masa de probabilidad de una de las variables X o Y por
separado sumando los valores adecuados de la funcién de masa de probabilidad conjunta. Los
ejemplos 2.49 y 2.50 ilustran el método.

Determine la probabilidad de que la cubierta del CD tenga una longitud de 129 mm.

Solucion
Esta claro de la tabla anterior que 12% de las cubiertas del CD en la poblacién tiene una lon-
gitud de 129 y un ancho de 15 y que 8% tiene longitud de 129 y ancho de 16.
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Por tanto, 20% de los elementos en la poblacién tiene longitud de 129. La probabilidad de que
una cubierta de CD tenga longitud de 129 mm es de 0.20. Simbdlicamente, se tiene que

PX=129)=P(X =129 yY =15+ P(X =129 y Y = 16)
= 0.12+0.08
=0.20

Determine la probabilidad de que una cubierta de CD tenga ancho de 16 mm.

Solucidon
Se necesita encontrar P(Y = 16). Se puede encontrar esta cantidad sumando las probabilida-
des de todos los pares (x, y) para los cuales y = 16. Se obtiene que

PY=16=P(X=129 yY=16)+P(X =130 y Y = 16)
+P(X=131yY = 16)
= 0.08 +0.28 + 0.04
= 0.40

Los ejemplos 2.49 y 2.50 muestran que se puede encontrar la funcién de masa de pro-
babilidad de X (o Y) sumando la funcién de masa de probabilidad conjunta sobre todos los va-
lores de Y (o X). La tabla 2.3 presenta la funcién de masa de probabilidad conjunta de X'y Y.
La funcién de masa de probabilidad de X se presenta en la columna més a la derecha y se ob-
tiene sumando a lo largo de los renglones. La funcién de masa de probabilidad de Y se pre-
senta en el renglén inferior y se obtiene sumando abajo las columnas. Observe que las
funciones de masa de probabilidad de X y de Y se muestran en los margenes de la tabla. Por
esta razon con frecuencia son llamadas funciones de masa de probabilidad marginal.

TABLA 2.3 Funciones de masa de

probabilidad conjunta y marginal

para la longitud X y el ancho Y de
una cubierta de CD

y
X 15 16 px(x)
129 0.12 0.08 0.20
130 0.42 0.28 0.70
131 0.06 0.04 0.10
py(y) 0.60 0.40

Por ultimo, si se suman las funciones de densidad de probabilidad conjunta sobre todos
valores posibles de x y y, se obtiene la probabilidad de que X y Y tomen valores en algiin lu-
gar dentro de sus rangos posibles y esta probabilidad es igual a 1.
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Si X'y Y son variables aleatorias conjuntamente discretas:
B La funcién de masa de probabilidad conjunta de X y Y es la funcién
pxy) =PX=xyY=y)
B Las funciones de masa de probabilidad marginal de X y Y se pueden obtener a

partir de la funcién de masa de probabilidad conjunta como se muestra a
continuacion:

px()=P(X=x)=> pky) pr(»M=P¥=y=> py
y x

donde las sumatorias se toman sobre todos los valores posibles de Yy de X,
respectivamente.

B La funcién de masa de probabilidad conjunta tiene la propiedad de que
2. pry =1
x oy

donde la suma incluye a todos los valores posibles de X y Y.

Variables aleatorias conjuntamente continuas

Se ha visto que si X es una variable aleatoria continua, se pueden encontrar sus probabilida-
des al integrar su funcién de densidad de probabilidad. Se dice que las variables aleatorias X
y Y son conjuntamente continuas si se determinan sus probabilidades al integrar una fun-
cién con dos variables, denominada funcién de densidad de probabilidad conjunta de X y
Y. Para determinar la probabilidad de que X y Y tengan ciertos valores en una region, integra-
mos la funcién de densidad de probabilidad conjunta en esa regién tal y como lo muestra el
ejemplo 2.51.

Suponga que en cierto tipo de lavadora, tanto el espesor como el didmetro de la cavidad son
diferentes en cada unidad. X representa el espesor en milimetros y Y denota el didmetro de la
cavidad en milimetros, de una lavadora seleccionada aleatoriamente. Suponga que la funcién
de densidad de la probabilidad conjunta de X y Y estd dada por

1
-(x+y) sil<x<2yd4<y<5
fly)=4¢06

0 de otro modo

Determine la probabilidad de que una lavadora escogida aleatoriamente tenga un espesor en-
tre 1.0 y 1.5 mm y una cavidad con un didmetro entre 4.5 y 5 mm.

Solucion

Se necesita encontrar P(1 £ X < 1.5y 4.5 <Y <5). El rectdngulo grande en la figura muestra
la regidn en la cual la densidad conjunta es positiva. El rectdngulo sombreado indica la regién
enlaque 1 £x<1.5y4.5<y<5,enlacual se integrard a la densidad conjunta.
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55—

y 45

35 | | | J
0.5 1 1.5 2 2.5

Se integra a la funcién de densidad de probabilidad conjunta en la regién indicada:

1.5 5 1
P(1§X§1.5y4.5§Y§5)=/ / 8(x+y)dydx
1 4.5
15 2| =5
:/ xl+y— dx
| 6 12
y=4.5
1.5 19
:/ i+— dx
L \12 48

-

Observe que si se integrara una funcién de densidad de probabilidad conjunta en todo
el plano, es decir, si los limites fueran de —eo a oo tanto para x como para y, se obtendria la
probabilidad de que X y Y tuvieran valores entre —eo y oo, lo que es igual a 1.

Si X y Y son variables aleatorias conjuntamente continuas, con una funcién de densi-
dad de probabilidad conjunta f{x, y) y a < b, ¢ < d, entonces

b d
Pla<X<b yCSYSd)=//f(x,y)dydx

La funcién de densidad de probabilidad conjunta tiene la propiedad de que

/ / fl,y)dyde =1
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Se ha visto que si X y Y son variables conjuntamente discretas, la funcién de masa de
probabilidad de cualquier variable se puede encontrar al sumar la funcién de masa de proba-
bilidad conjunta en todos los valores de la otra variable. Cuando se calcula de esta forma, a
la funcién de masa de probabilidad se le llama funcién de masa de probabilidad marginal. Por
analogia, si X y Y son variables conjuntamente continuas, la funcién de densidad de probabi-
lidad de cualquier variable se puede determinar al integrar la funcién de densidad de proba-
bilidad conjunta con respecto a la otra variable. Cuando se calcula de esta manera, a la
funcién de densidad de probabilidad se le denomina funcion de densidad de probabilidad
marginal. El ejemplo 2.52 ilustra esta idea.

Con referencia al ejemplo 2.51, encuentre la funcién de densidad de probabilidad marginal
del espesor X de una lavadora. Determine la funcion de densidad de probabilidad marginal del
didmetro de la cavidad Y de una lavadora.

Solucion
Denote a la funcién de densidad de probabilidad marginal de X por medio de fy(x) y a la fun-
cién de densidad de probabilidad marginal de Y por f,(y). Entonces

Fe®) =/ Feoy)dy

1
= [gurna
4

1 +9 l<x<2
=5 x+5 paral <x <

fr(y) = / Sfx,y)dx

21
=/1 g(x—i-y)dx

1 3
=6<y+2> parad <y <5

Si X y Y son variables conjuntamente continuas con una funcién de densidad de pro-
babilidad conjunta f(x,y), entonces las funciones de densidad de probabilidad margi-
nal de X y Y estdn dadas, respectivamente, por

fx(x)=/ fx,y)dy fy(y)=/ Jx,y)dx
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El articulo “Performance Comparison of Two Location Based Routing Protocols for ad Hoc
Networks” (T. Camp, J. Boleng y colaboradores, en Proceedings of the Twenty-first annual
Joint Conference of IEEE Computer and Communications Societies, 2002:1678-1687) descri-
be un modelo del movimiento de una computadora mévil. Suponga que ésta se mueve dentro
de la regién A delimitada por el eje x, larectax = 1 y larecta y = x de tal forma que si (X,Y)
representa la posicién de la computadora en determinado momento, la funcién de densidad
conjunta de X y Y estd dada por

8xy  (x,y)eA

f(x’y):{o (r.y) ¢ A

Encuentre a P(X > 0.5y Y <0.5).

Solucién

La region A es el tridngulo que se muestra en la figura 2.13, donde la region X > 0.5y Y < 0.5
aparece sombreada. Para determinar a P(X > 0.5 y Y < 0.5), se integra a la densidad conjunta
en la regién sombreada.

1 05
P(X>05yY <0.)5) = / / 8xy dy dx
0.5 J0
1 y=0.5
=/ {4xy2 }dx
0.5 =0
1
= / x dx
0.5

= 0.375

y

0 0.5 1
X

FIGURA 2.13 El tridngulo representa la region en la cual la densidad conjunta de X y Y
es positiva. Al integrar la densidad conjunta en el cuadrado sombreado, se encuentra la
probabilidad de que el punto (X,Y) se encuentre en el cuadrado sombreado.
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Con referencia al ejemplo 2.53, encuentre las densidades marginales de X y de Y.

Solucion

Para calcular a fy(x), la densidad marginal de X, se mantiene constante a x y se integra a la
densidad conjunta a lo largo de la recta vertical que pasa por x, como se muestra en la figura
2.14. La integracidn se realiza con respecto a y, y los limites de integracion sony = 0ay = x.

ﬁm=A8w®

y=x
= 4xy2
y=0
= 4x° para0 < x < 1
1+
y=x /
y
0
0 X 1

X

FIGURA 2.14 La densidad marginal fy(x) se calcula al integrar la densidad conjunta
a lo largo de la recta vertical que pasa x.

Para calcular fi(y), la densidad marginal de Y se mantiene constante a y y se integra la densi-
dad conjunta a lo largo de la recta horizontal que pasa por y, como se muestra la figura 2.15.
La integracion es con respecto a x y los limites de integraciéon vande x = ya x = 1.

1
ﬂ®=/8w@
i

x=1

= 4x2y

x=y

=4y -4y’ para0 <y <1
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X

FIGURA 2.15 La densidad marginal f,(y) se calcula al integrar la densidad conjunta
a lo largo de la recta horizontal que pasa por y.

Mas de dos variables aleatorias

Los conceptos de funciones de masa de probabilidad conjunta y funciones de densidad de
probabilidad conjunta se amplian ficilmente a mds de dos variables aleatorias. Aqui se pre-
sentan las definiciones.

Definicion

B Si las variables aleatorias X, . . ., X, son conjuntamente discretas, la funcién de
masa de probabilidad es
pxi, ..., xy) = P(Xy=x1, ..., Xy =x,)
B Si las variables aleatorias X, . . . , X, son conjuntamente continuas, tienen una
funcion de densidad de probabilidad conjunta f{xi, . . ., x,), donde
by by
P(alfxlfbla '--aanfxnfbn)z/ f(xl,...,x,,)dxl-'-dx,,
an ay
para cualesquiera constantes a; < by, ..., a,<b,.

Medias de funciones de variables aleatorias

Algunas veces se da una variable aleatoria X y se necesita trabajar con una funcién de X. Si
X es una variable aleatoria y 4(X) es una funcién de X, entonces 2(X) es también una variable
aleatoria. Si se desea calcular la media de h(X), se puede hacer utilizando la funcién de masa
de probabilidad o la funcién de densidad de probabilidad de X. No es necesario conocer la
funcion de masa de probabilidad o la funcién de densidad de probabilidad de A(X).
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Sea X una variable aleatoria y sea A(X) una funcién de X, entonces

B Si X es discreta con una uncién de masa de probabilidad p(x), la media de h(X)
estd dada por

Mhx) = Z h(x)p(x) (2.59)

donde la suma incluye a todos los valores posibles de X.

B Si X es continua con una funcién de densidad de probabilidad f{x), la media de
h(X) esta dada por

—— / e 2.60)

Observe que si se sustituye h(X) = (X — ,ux)z ya sea en la ecuacion (2.59) o en la (2.60),
la parte derecha de la ecuacion se convierte en una expresion de la varianza de X. Por lo que
0} = Wix— )2+ S¢ puede obtener otra expresion de la varianza de X al sustituir 2(X) = Xy
restar ;% en ambos lados de la ecuacién. Se concluye que oF = px2 — 1%

Un motor de combustién interna contiene varios cilindros calibrados en el bloque del motor.
X representa el didmetro del calibre de un cilindro, en milimetros. Suponga que la funcién de
densidad de probabilidad de X es

10 80.5 < x < 80.6
fx) =
0 de otro modo

A = niX*/4 representa el drea del calibre. Encuentre la media de A.

Solucion

0 2
= [ rw

o0
80.6 2
- / T (10) dx
g5 4
= 5096

La media del 4rea es de 5 096 mm?>.

Si A(X) = aX + b es una funcién lineal de X, entonces la media y,x + , y la varianza
o’y ., se pueden expresar en términos de [y y o#. Estos resultados se presentaron en la sec-
cion 2.5 de la ecuacidn (2.44) a la (2.46); aqui se repiten nuevamente.
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Si X es una variable aleatoria, y a y b son constantes, entonces

MHax+b = aptx +b (2.61)
fo+b = azo)% (2.62)
Oux+b = lalox (2.63)

Las demostraciones de estos resultados se encuentran al final de esta seccion.

Si X y Y son variables aleatorias con distribucién conjunta y i(X,Y) es una funcién de
Xy Y, entonces se puede calcular la media de A(X,Y) a partir de la funcién de masa de proba-
bilidad conjunta o la funcién de densidad de probabilidad conjunta de X'y Y.

Si X'y Y son variables aleatorias con distribucién conjunta y 4(X,Y) es una funcién de
X'y Y, entonces

B Si Xy Y son conjuntamente discretas con una funcién de masa de probabilidad
conjunta p(x,y)

ey = > h(x,)p(x,y) (2.64)
x y

donde la sumatoria se realiza sobre todos los valores posibles de X y Y.

B Si Xy Y son conjuntamente continuas con una funcién de densidad de probabi-
lidad conjunta f(x,y)

mem::/‘!/ ) e ) Py (2.65)

El desplazamiento de un pistén en un motor de combustion interna se define como el volu-
men que la parte superior del piston mueve desde la parte superior hasta el fondo de su gol-
pe. X representa el didmetro del calibre del cilindro y Y representa la longitud del golpe del
pistén en milimetros. El desplazamiento estd dado por D = nX*Y/4. Suponga que X y Y se
distribuyen conjuntamente con una funcién de masa de probabilidad conjunta

100 80.5<x <80.6 y 651 <y<652
0 de otro modo

fx,y) = {

Determine la media de D.

Solucion

0 ge'e) TL’XZy
uD=/ / 2 fer) dedy

o0 J —00
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652  80.6 n,ny

- (100) dx dy
65.1 Jsos 4

= 331 998

La media del desplazamiento es de 331 998 mm3, 0=332mL.

Distribuciones condicionales

Si X y Y son variables aleatorias con distribucién conjunta, entonces conocer el valor de X
puede cambiar las probabilidades de la variable aleatoria Y. Por ejemplo, X representa la al-
tura en pulgadas y Y representa el peso en libras de un estudiante elegido aleatoriamente. Se
tiene interés en la probabilidad P(Y = 200). Si se conoce la densidad conjunta de X y Y, se
puede determinar esta probabilidad al calcular la densidad marginal de Y. Ahora se ha apren-
dido que la estatura del estudiante es X = 78. Evidentemente, saber lo anterior cambia la pro-
babilidad de que Y = 200. Para calcular esta nueva probabilidad, se necesita el concepto de
distribucién condicional.

Primero, se analiza el caso en el que X y Y son variables conjuntamente discretas. Sea
x cualquier valor para el cual P(X = x) > 0. Entonces, la probabilidad condicional de que Y
= ydado X = xes P(Y = y|X = x). Se expresa esta probabilidad condicional en términos de
las funciones de masa de probabilidad conjunta y marginal. Si p(x,y) representa la funcion de ma-
sa de probabilidad conjunta de X'y Y, y px(x) denota la funcién de masa de probabilidad mar-
ginal de X, entonces la probabilidad condicional

PX=xyY=y) _ p(x,y)
P(X =x) Dpx(x)

PY =y|X=1x) =

La funciéon de masa de probabilidad condicional de Y dado X = x es la probabilidad con-
dicional P(Y = y|X = x), considerada como una funcién de y y x.

Definicion
Sean X y Y variables aleatorias conjuntamente discretas, con una funcién de masa de
probabilidad conjunta p(x,y). Sea px(x) la de masa de probabilidad marginal de X y sea

x cualquier nimero para el cual py(x) > 0.
La funcién de masa de probabilidad condicional de Y dado X = x es

p(x.y) (2.66)
px(x)

prix(ylx) =

Observe que para cualesquiera valores particulares de x y y, el valor de pyy(ylx) es, de
hecho, la probabilidad condicional P(Y = y|X = x).
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La tabla 2.3 presenta la funcién de masa de probabilidad conjunta de la longitud X y ancho Y
de una cubierta de CD. Calcule la funcién de masa de probabilidad condicional pyx(y | 130).

Solucion
Los posibles valores de Ysony = 15y y = 16. De latabla 2.3, P(Y = 15y X = 130) = 0.42,
y P(X = 130) = 0.70. Por tanto,

prix(15]130) = P(Y = 15| X = 130)
_P(Y=15y X =130)
- P(X = 130)

042
070

= 0.60

El valor de pyx(16 | 130) se puede calcular con un célculo similar. Alternativamente observe
que pyx(16 | 130) = 1-pyx(15 | 130), puesto que y = 15y y = 16 son los dos tnicos valores
posibles de Y. Por tanto, pyx(16 | 130) = 0.4. La funcién de masa de probabilidad condicio-
nal de ¥ dado X = 130 es, por consiguiente, pyx(15 | 130) = 0.60, pyx(16 | 130) = 0.40, y
Pyx(y | 130) = 0 para cualquier valor de y diferente a 15 o 16.

La analogia de la funcién de masa de probabilidad condicional para variables aleatorias
conjuntamente continuas es la funcion de densidad de probabilidad condicional. La defi-
nicién de la funcién de densidad de probabilidad condicional es igual a la de la funcién de
masa de probabilidad condicional, sélo que las funciones de masa se reemplazan por funcio-
nes de densidad.

Definicion
Sean X y Y variables aleatorias conjuntamente continuas, con una funcién de densidad
de probabilidad conjunta f{x,y). Sea fx(x) la funcién de densidad de probabilidad mar-

ginal de X y x cualquier nimero para el que fx(x) > 0.
La funcién de densidad de probabilidad condicional de Y dado X = x es

fxy)
Sfx(x)

Srix(ylx) = (2.67)

(Continuacioén del ejemplo 2.51.) La funcién de densidad de probabilidad conjunta del espe-
sor X y del didmetro de la cavidad Y (ambos en milimetros) de una lavadora elegida aleato-
riamente es f{x,y) = (1/6)(x + y) para 1 <x <2y 4 <y <5. Encuentre la funcién de densidad
de probabilidad condicional de Y dado que X = 1.2. Determine la probabilidad de que el dia-
metro de la cavidad sea menor o igual a 4.8 mm dado que el espesor mida 1.2 mm.

Solucién
En el ejemplo 2.52 se calculan las funciones de densidad de probabilidad marginal
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1 1
fx(x) = 6()6 +4.5) para 1 <x <2 fr(y) :g(y +1.5) para 4 <y <5

La funcién de densidad de probabilidad condicional de Y dado que X = 1.2 es

f1.2,y)
12) = —-——=
Srix(y11.2) 7e(12)
1 1.2
(1/6)(1.2+y) sid<y<s
= (1/6)(1.2+4.5)
0 de otro modo
1.2
_ 5.47_ 4 sid<y<5
0 de otro modo

La probabilidad de que el didmetro de la cavidad sea menor o igual a 4.8 mm dado que el es-
pesor mide 1.2 mm es P(Y <4.8 | X = 1.2). Esto se determina al integrar fy(y | 1.2) en la re-
gién y < 4.8:

4.8
P(Y <48|X=1.2)= frix(y|1.2)dy
o0

4.8 1.2
. 57

= 0.786

Esperanza condicional

La esperanza es otro término para la media. Una esperanza condicional es una esperanza, o
media, que se calcula utilizando una funcién de masa de probabilidad condicional o funcién
de densidad de probabilidad condicional. La esperanza condicional de Y dado X = x se repre-
senta por £(Y | X = x) o Uyy. Lo anterior se ilustra en los ejemplos 2.59 a 2.61.

La tabla 2.3 presenta la funcién de masa de probabilidad conjunta de la longitud X y ancho Y
de una cubierta de CD. Calcule la esperanza condicional E(Y | X = 130).

Solucion

En el ejemplo 2.57 se calculd la funcién de masa de probabilidad condicional pyx(y | 130). La
esperanza condicional E(Y | X = 130) se calcula utilizando la definicién de la media de una
variable aleatoria discreta y la funcién de masa de probabilidad condicional. Especificamente,
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E(Y|X =130) =)y prix(y]130)
y

= 15 py)x (15[ 130) + 16 py x (16| 130)
= 15(0.60) + 16(0.40)
=154

Con referencia al ejemplo 2.58, determine la esperanza condicional de Y dado que X = 1.2.

Solucion
Ya que X y Y son conjuntamente continuas, utilizamos la definicién de la media de una varia-
ble aleatoria continua para calcular la esperanza condicional.

HNX=LD=/ Vrix (| 1.2) dy

S 124y
— d
/4 Y57 W

= 4.5146

Con referencia al ejemplo 2.58, determine el valor de iy (a la que se puede nombrar como
media incondicional de Y). ;Difiere ésta de E(Y | X = 1.2)?

Solucion
El valor de uy se calcula por medio de la funcién de masa de probabilidad marginal de Y. Por
tanto,

MY=/ yfr(y)dy

S
=/ y e+ 1.5)dy
4

=4.5139

En este caso, la esperanza condicional difiere ligeramente de la esperanza incondicional.

Variables aleatorias independientes

El concepto de independencia de variables aleatorias es muy parecido al de independencia de
eventos. Dos variables aleatorias son independientes si el conocimiento de una de ellas no
afecta las probabilidades de la otra. Aqui se presenta un concepto de independencia de varia-
bles aleatorias en términos de su funcién de masa de probabilidad conjunta o de su funcién
de densidad de probabilidad conjunta. Una definicién diferente, pero 16gicamente equivalen-
te, se presentd en la seccion 2.5.
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Definicion

Dos variables aleatorias X y Y son independientes, si se satisface que
B Si Xy Y son conjuntamente discretas, la funcién de masa de probabilidad conjun-
ta es igual al producto de las probabilidades marginales:
p(x,y) = px(x)pr(y)

B Si Xy Y son conjuntamente continuas, la funcién de densidad de probabilidad
conjunta es igual al producto de las probabilidades marginales:

f .y = fx(x) fr(y)

Las variables aleatorias X, . . . , X,, son independientes, si se satisface que
B SiX,...,X,son conjuntamente discretas, la funcién de masa de probabilidad
conjunta es igual al producto de las probabilidades marginales:
p(X1, ..oy X)) = px,(x1) - - px, (xn)

B SiX,...,X,sonconjuntamente continuas, la funcién de densidad de probabili-
dad conjunta es igual al producto de las probabilidades marginales:

J@n o x) = fx, () - fx, ()

Intuitivamente, cuando dos variables aleatorias son independientes, el conocer el valor
de una de ellas no afecta a la distribucién de probabilidad de la otra. En otras palabras, la dis-
tribucién condicional de Y dado X es la misma que la distribucién marginal de Y.

Si X'y Y son variables aleatorias independientes, entonces
B Si Xy Y son conjuntamente discretas y x es un valor para el cual py(x) > 0, entonces

prix(y1x) = py(y)

B Si Xy Y son conjuntamente continuas y x es un valor para el cual fy(x) > 0, entonces

Srix(y1x) = fr(y)

La funcién de masa de probabilidad conjunta de la longitud X y el ancho Y de una bandeja de
CD se encuentran en la tabla 2.3. ;X y Y son independientes?

Solucion
Se debe comprobar si P(X = xy Y =y) = P(X = x)P(Y = y) en cada valor de x y y. Se em-
pieza por verificar six = 129,y y = 15:

P(X =129 yY =15) =0.12 = (0.20)(0.60) = P(X = 129)P(Y = 15)
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Si se contintia de esta forma, se puede comprobar que P(X = xy Y =y) = P(X = x)P(Y =
y) para cada valor de x y y. Por consecuencia, X y Y son independientes.

(Continuacién del ejemplo 2.51.) La funcién de densidad de probabilidad conjunta del espe-
sor X y del didmetro de la cavidad Y de una lavadora elegida aleatoriamente es f{x,y) = (1/6)(x
+y)paral <x<2y4<y<5. ;Xy Ysonindependientes?

Solucion
En el ejemplo 2.52, se calculan las funciones de masa de probabilidad marginal

(9 13
fX(x)—g <x+2> fY()’)—g <J’+2)

Evidentemente f{x,y) # fx(x)fy(y). Por tanto, X y Y no son independientes.

Covarianza

Cuando dos variables aleatorias no son independientes, es ttil tener una medida de la inten-
sidad de la relacién entre ellas. La covarianza poblacional representa una medida de un cierto
tipo de relacién conocida como relacion lineal. Usualmente se quita el término “poblacional”
y se le llama simplemente covarianza.

Definicion
Sean X y Y variables aleatorias con medias iy y Uy. La covarianza de X y Y es
Cov(X,Y) = (X —px) (Y —py) (2.68)
Una férmula alternativa es

Cov(X,Y) = uxy — uxiy (2.69)

La demostracién de la equivalencia de estas dos férmulas se encuentra al final de la seccién.
Es importante observar que las unidades de Cov(X,Y) son las unidades de X multiplicadas por
las unidades de Y.

(Coémo mide la covarianza la intensidad de la relacion lineal entre X y Y? La covarian-
za es la media del producto de las desviaciones (X — tx)(Y — Uy). Si se construyera un siste-
ma cartesiano con el origen en (U, Lly), este producto seria positivo en el primero y tercer
cuadrantes y negativo en el segundo y cuarto cuadrantes (véase la figura 2.16). De ahi que si
Cov(X.,Y) es positiva, entonces los valores de (X,Y) en el primero y tercer cuadrantes seran
mds frecuentes que los valores en el segundo y cuarto cuadrantes. Por consiguiente, en una
muestra aleatoria de puntos, los grandes valores de X tienden a hacer pareja con valores gran-
des de Y, mientras que los valores pequefios de X se equiparan con valores pequefios de Y
(véase la figura 2.16a). De forma similar, si Cov(X,Y) es negativa, es mds probable que los
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puntos en una muestra aleatoria se encuentren en el segundo y cuarto cuadrantes, de tal for-
ma que los valores grandes de X tenderan a hacer pareja con los valores pequefios de Y (véa-
se la figura 2.16b). Por ultimo, si Cov(X,Y) se aproxima a 0, hay poca tendencia a que valores
grandes de X se equiparen con valores pequefios o grandes de Y (véase la figura 2.16¢).

= 0 —y<0 = 06— >0 = 00— <0 @x= 00— >0
M . 3 ‘oo
o, °, P ° .. ® eod®
° -..-0. ° ° " °
Y e & o o° v .ch:F; . o
(] o :Oo"
'0.. ° ¢ HD
= 06— >0 x= 0 — <0 = 00— >0 (= 0 — p<0
X X
a) b)

] % 0.0
, T °% ’o‘: . %
o ‘t.'..' °
. ® °®

@x= 0 — p>0 = 00— p<0

c)

FIGURA 2.16 a) Muestra aleatoria de puntos de una poblacién con covarianza positiva. b) Muestra aleatoria de puntos de
una poblacién con covarianza negativa. ¢) Muestra aleatoria de puntos de una poblacién con covarianza cercana a 0.

E jemplo

Continuando con el ejemplo 2.53, una computadora mévil se mueve en la regiéon A delimita-
da por el eje x, larectax = 1 y larectay = x (véase la figura 2.13). Si (X,Y) denota la posi-
cion de la computadora en cierto momento, la densidad conjunta de X y Y estd dada por

) 8xy (x,y) € A
f('x7y)_{0 (x,y)gA
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Determine a Cov(X.,Y).

Solucion
Se utilizard la férmula Cov(X,Y) = Uxy— Uxlly (ecuacién 2.69). Primero se calcula fiyy:

/ny=/ / xyf(x,y)dydx

Ahora la densidad conjunta es positiva en el tridngulo que se muestra

1
)’=x/

X

Para calcular la integral en esta regidn, se fija un valor de x, como se muestra a continuacién.
Se calcula la integral interior integrando con respecto a y a lo largo de la recta vertical que pa-
sa por x. Los limites de integracién a lo largo de esta recta son de y = 0 a y = x. Posterior-
mente se calcula la integral exterior integrando con respecto a x todos los valores posibles de
x, de manera que los limites de integracién en la integral exterior sonde x = 0 a x = 1.

Por tanto,

1 X
HUxy =/ / xy(8xy) dy dx
0 0

1
:/ (/ 8x2y2dy> dx
0 0

Para encontrar a Uy y Uy se utilizan las densidades marginales calculadas en el ejemplo 2.54.
Estas son

3
.fx(x)={4x O<x<l1

0 de otro modo

) = 4y — 4y3 O<y<l1
= 0 de otro modo
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Ahora se calculard a tiy y Uy

Jix = / xfx () dx

o0

1
:/ 4x* dx
0
4
5
o0
MY:/ vfr(y)dy
—00
1
:/ (4y2—4y4) dy
0
8
15
Ahora, Cov(X,Y) 4 4 8 4 0.01778
\% =—-—|= — | ==——=0. .
ord, LOviA, 90 \5)\15) 7 225

Las inspecciones de control de calidad de entrepafios de madera consisten en contar el ndme-
ro de imperfecciones en la superficie de cada entrepaio. En uno de éstos, de 2 x 8 pies, X es
el nimero de imperfecciones en la superficie provocadas por una aplicacion desigual de la dl-
tima capa del material de acabado y Y representa el nimero de imperfecciones en la superficie
debidas a la inclusién de particulas externas en el acabado. La funcién de masa de probabilidad
conjunta p(x,y) de X y Y se presenta en la siguiente tabla. Las funciones de masa de probabili-
dad marginal estdn también en los margenes de la tabla. Determine la covarianza de Xy Y.

y
X 0 1 2 Px(x)
0 0.05 0.10 0.20 0.35
1 0.05 0.15 0.05 0.25
2 0.25 0.10 0.05 0.40
py(y) 0.35 0.35 0.30

Solucion
Se utilizard la féormula Cov(X,Y) = Uyy— Uxlly (ecuacidn 2.69). Primero se calculard yy.

2 2
Uxy = ZZX)’ p(x,y)

x=0 y=0
= (1)(1)(0.15) + (1)(2)(0.05) + (2)(1)(0.10) 4+ (2)(2)(0.05)
= 0.65 (eliminando los términos igual a 0)
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Se utilizan las marginales para calcular uy y uy:
mx = (0)(0.35) 4+ (1)(0.25) + (2)(0.40) = 1.05

Ly = (0)(0.35) + (1)(0.35) + (2)(0.30) = 0.95

Por lo que Cov(X,Y) = 0.65 — (1.05)(0.95) = —0.3475.

Correlacion

Si X y Y son variables aleatorias conjuntamente distribuidas, la Cov(X,Y) mide la intensidad
de la relacion lineal entre ellas. Como se mencioné anteriormente, la covarianza tiene unida-
des, que son las unidades del producto de las unidades de X por las unidades de Y. Esto es una
seria desventaja en la prictica, ya que no se puede utilizar la covarianza para determinar cudl
de los dos pares de variables aleatorias estd mas relacionado, dado que las dos covarianzas
tienen diferentes unidades. Lo que se necesita es una medida de la intensidad de una relacién
lineal que sea s6lo un ndimero. La correlacion poblacional representa dicha medida. Usual-
mente no se emplea el término “poblacional” y se llama simplemente correlacion. Represen-
taremos la correlacién entre las variables X y Y mediante py y.

La correlacion es una version ajustada de la covarianza. Especificamente, para calcular
la correlacién entre X y Y, primero se debe calcular la covarianza para después deshacerse de
las unidades al dividir entre el producto de la desviacién estandar de X y Y. Se puede compro-
bar mediante métodos avanzados que la correlacion se encuentra siempre entre —1 y 1.

Sean X y Y variables aleatorias conjuntamente distribuidas con desviaciones estandar
Oy y Oy. La correlacién entre X y Y se denota como pyy y estd dada por

Cov(X.Y)
Pxy =—"""— (2.70)
OxOy

Para cualesquiera dos variables aleatorias X y Y:

—1=<pxy =1

Con referencia al ejemplo 2.64, encuentre py y.

Solucion

En el ejemplo 2.64 se calcula que Cov(X,Y) = 0.01778, uy = 4/5 y uy = 8/15. Ahora se de-
be calcular a oy y oy. Con este propdsito se utilizan las densidades marginales de X y Y, que
se determinaron en el ejemplo 2.54. Estas son: fy(x) = 4x° para0<x<1yfy(y) = 4y—4y? pa-
ra0 <y < 1. Se obtiene
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0)2(:/ 2 fx(x)dx — u%

o0

—/14x5dx— ! 2
=, s

= 0.02667

oy = / Vi dy — py

o0
b 5 8\?
= 4y’ —4y”) dy — | —
/0 (4y" —4y°) dy <15>
= 0.04889
0.01778
Por lo que pyy = = 0.492.
' +/(0.02667)(0.04889)

Con referencia al ejemplo 2.65, determine py y.

Solucion

En el ejemplo 2.65 se calcula que Cov(X,Y) = —-0.3475, uy = 1.05 y uy = 0.95. Ahora se de-
be calcular oy y oy. Con ese fin se utilizan las densidades marginales de X' y Y, que se encuen-
tran en la tabla del ejemplo 2.65. Se obtiene

Por lo que

2
ox = > x7px(x) — ux

x=0
= (0%)(0.35) + (1%)(0.25) + (2%)(0.40) — 1.05?
= 0.7475

2
oy = ¥y —uy

y=0
= (0%)(0.35) + (1%)(0.35) + (2%)(0.30) — 0.95?
= 0.6475

—0.3475

PXY = 7475 (0.6475)

= —0.499

Covarianza, correlacion e independencia

Cuando Cov(X,Y) = pxy = 0 no hay una relacién lineal entre X y Y. En este caso se dice que
X'y Y no estan correlacionadas. Advierta que si Cov(X,Y) = 0, entonces éste siempre sera
el caso cuando pyy = 0y viceversa. Si X y Y son variables aleatorias independientes, enton-
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ces X y Y nunca estardn correlacionadas, ya que no existe ninguna relacién lineal o de otro ti-
po entre ellos. Matemdticamente es posible construir variables aleatorias que no estén corre-
lacionadas ni sean independientes. Sin embargo, este fendmeno se ve pocas veces en la
practica.

B Si Cov(X,Y) = pxy = 0, entonces se dice que X y ¥ no estdn correlacionadas.

Si X'y Y son independientes, entonces X y Y no estdn correlacionadas.

B Matematicamente es posible que X y Y no estén correlacionadas ni sean indepen-
dientes. Esto es poco comtin en la practica.

Al final de esta seccion se encuentra una demostracién del hecho de que las variables
aleatorias independientes nunca estan correlacionadas. El ejercicio 26 muestra un ejemplo de
variables aleatorias no correlacionadas ni independientes.

Combinaciones lineales de variables aleatorias

En Ia seccion 2.5 se analizé las combinaciones lineales de variables aleatorias. Aqui vemos
de nuevo los resultados e incluimos resultados adicionales de la varianza de una combinacién
lineal de variables aleatorias dependientes.

Si X, ..., X, son variables aleatorias y ¢y, . . . , ¢, son constantes, entonces a la va-
riable aleatoria

X, + -+ X,

se le denomina combinacion lineal de X, . . ., X,.
Si Xj, . .., X,, son variables aleatorias y ¢y, . . . , ¢, son constantes, entonces
Koy X+ +e, X, = C1lx, + -+ + Calhx, 2.71)

n—1 n
02yt tox, = CloR o og 42> cic; Cov(X;, X)) (2.72)

i=1 j=i+1

Al final de esta seccion se encuentran las demostraciones de estos resultados para el caso de
n = 2. La ecuacion (2.72) es el resultado mds general referente a la varianza de una combi-
nacion lineal de variables aleatorias. Como un caso especial, observe que si Xj, . . ., X, son
independientes, entonces todas las covarianzas son iguales a 0, por lo que el resultado se sim-
plifica en:



2.6 \Variables aleatorias con distribucién conjunta 143

SiXj, ..., X, son variables aleatorias independientes y c, . . . , ¢, son constantes, en-
tonces
2 _ 22 2 2
Oa Xt te,X, = C10%, T+ 0%, (2.73)

En particular,

0%t iy, =0%, + o+ o0y (2.74)

Finalmente, se presentan algunos casos especiales de las ecuaciones (2.72) y (2.74) en las
cuales s6lo hay dos variables aleatorias:

Si X'y Y son variables aleatorias, entonces
Oxsy = 0y + 0y +2 Cov(X,Y) (2.75)
o%_y = 0x + oy —2 Cov(X.Y) (2.76)
Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces
U§+Y = 0)% + 01% 2.77)

oy _y =05+ 0} (2.78)

Observe que la varianza de la diferencia X — Y de dos variables aleatorias independientes es
la suma de las varianzas.

(Continuacién del ejemplo 2.53.) Suponga que la computadora mévil se mueve verticalmen-
te desde una posicion aleatoria (X,Y) al punto (X,0) y posteriormente a lo largo del eje x ha-
cia el origen. Encuentre la media y la varianza de la distancia recorrida.

Solucion
La distancia recorrida es la suma X + Y. Las medias de X y Y se calcularon en el ejemplo
2.64. Estas son ity = 4/5 = 0.800 y ity = 8/15 = 0.533. Se calcula

Ux+y = KUx + Uy
= 0.800 + 0.533
= 1.333

Para calcular o5 , , se emplea la ecuacién (2.75). En el ejemplo 2.64 se calculé que la
Cov(X,Y) = 0.01778. En el ejemplo 2.66 se calculé o3 = 0.02667 y 67 = 0.04889. Por con-
secuencia,
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U,ZHY =0} + 0} +2Cov(X,Y)
= 0.02667 + 0.04889 + 2(0.01778)
=0.1111

Media y varianza de una media muestral

Se repasaran los procedimientos para calcular la media y la varianza de una media muestral
que se presentaron en la seccion 2.5. Cuando de una poblacion se extrae una muestra aleato-
ria simple de valores numéricos, se puede considerar que cada unidad en la muestra constitu-
ye una variable aleatoria. A menos que la muestra represente una proporcién grande (mayor
que 5%) de la poblacion, se puede tratar a las unidades en la muestra como independientes
(véase en la seccion 1.1 el andlisis acerca de independencia). A partir de ahora, a menos que
se indique lo contrario, se supondrd que los valores de una muestra aleatoria simple son va-
riables aleatorias independientes

Si Xj, ..., X, es una muestra aleatoria simple, entonces se puede considerar que
X, ..., X, son variables aleatorias independientes, todas con la misma distribucién.
La combinacién lineal mas frecuente es la media muestral. Especificamente, si X, . .., X,
es una muestra aleatoria simple, entonces X, . . . , X, son independientes y la media muestral X es

la combinacién lineal

— 1 1
X=X+ +—X,
n

S

Por tanto, las férmulas de la media y varianza de X se deducen de las ecuaciones (2.71) y

(2.73), respectivamente, al establecer que c;, = ¢, = ... = ¢, = 1/n.
Si Xj, ..., X, es una muestra aleatoria simple de una poblacién con media u 'y
varianza 0, entonces la media muestral X es una variable aleatoria con
Uy = 1 (2.79)
, _o°
T = o (2.80)
La desviacién estdndar de X es
o
oy = — 2.81

El articulo “Water Price Influence on Apartment Complex Water Use” (D. Aghte y R. Bi-
llings, en Journal of Water Resources Planning and Management, 2002:366-369) analiza el
volumen de agua consumido por los departamentos de 308 complejos habitacionales en Tuc-
son, Arizona.
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El volumen gastado por departamento durante el verano tuvo una media de 20.4 m® y una des-
viacién estandar de 11.1 m®. Encuentre la media y la desviacién estindar de la media mues-
tral del uso de agua en una muestra de 100 departamentos. ;Cudntos de éstos se deben incluir
en la mt};estra para que la media muestral del uso de agua tenga una desviacién estandar igual
a0.5m™?

Solucion
Sean X, . . ., Xj( las cantidades de agua utilizadas en una muestra de 100 departamentos. Por
tanto, X1, . . ., X,o provienen de una poblacién con una media 4 = 20.4 y una desviacion es-

téndar o = 11.1. Se concluye que la media muestral X tiene una media uy = g = 20.4 y una
desviacién estdndar o = 0/4/100 = 1.11. Sea n el tamafio de la muestra requerido para que
ox = 0.5. Entonces o/+/n = 11.1/./n = 0.5. Al despejar n, se obtiene que n = 493.

Aplicacion al manejo de carteras de inversiones

La ecuacién (2.72) y sus variantes son determinantes en las finanzas. Suponga que una per-
sona tiene un nimero fijo de ddlares para invertir. Ella puede elegir entre una variedad de in-
versiones, por ejemplo, acciones, bonos y bienes raices. Después de un afio ella vendera su
inversién; X representa su ganancia (o pérdida). Como no se puede predecir con certeza el va-
lor de X, los economistas lo tratan como una variable aleatoria. La media gy indica la canti-
dad que se espera que la inversion genere en promedio. La desviacion estdndar oy refleja la
volatilidad, o riesgo, de la inversion. Si oy es muy pequefia, entonces es casi seguro que la in-
version generard una cantidad cercana a la ganancia promedio Ly, por lo que el riesgo es ba-
jo. Si oy es grande, la ganancia puede variar ampliamente, por lo que el riesgo es alto. En
general, si dos inversiones tienen la misma ganancia promedio, se prefiere a la que tenga la
menor desviacion estdndar, puesto que en promedio genera la misma ganancia con un riesgo
menor.

Un individuo tiene $200 para invertir. El invertira $100 en cada una de dos inversiones. X y ¥
denotan las ganancias de las dos inversiones. Suponga que uy = Uy = $5, oy = oy = $2,y
pxy = 0.5. Encuentre la media y la desviacion estdndar de la ganancia total de las dos inver-
siones.

Solucion
La ganancia total es X + Y. La media es
Ux+y = x + [y
=$5+9%5
= $10

Utilizando la ecuacién (2.75), la desviacion estandar es oy, y = \/ 0)2( + o,% 4+ 2 Cov(X,Y).
Ahora la Cov(X,Y) = pxyoxoy = (0.5)(2)(2) = 2. Por consiguiente,

Oxay = V22 + 22 +2(2)

= $3.46



146

CAPITULO 2 Probabilidad

Es prudente comparar el resultado del ejemplo 2.70 con el resultado que se obtendria si
los $200 se hubieran aplicado en una sola inversién. El ejemplo 2.71 analiza esta posibilidad.

Si el individuo del ejemplo 2.70 invirtié los $200 en una de las dos inversiones, encuentre la
media y la desviacién estdndar de las ganancias.

Solucién

Suponga que ese tipo elige un plan de inversién, cuya ganancia de $100 es X (el resultado se-
ria el mismo si se eligiera ¥). Como consecuencia de que se invierten $200, en vez de $100,
la ganancia serd 2X. La media de la ganancia es

pox = 2ux =2(5) = $10

La desviacion estandar es

oy =20x =22) =$4

Al comparar los resultados de los ejemplos 2.70 y 2.71 se demuestra que las medias de las
ganancias de las dos estrategias de inversion son iguales, pero la desviacion estdndar (es de-
cir, el riesgo) es menor cuando el capital se divide entre dos inversiones. Este es el principio
de diversificacion. Cuando estidn disponibles dos inversiones, cuyas ganancias tienen la mis-
ma media y el mismo riesgo, siempre es ventajoso dividir el capital entre ambas, en vez de
invertirlo en s6lo una de ellas.

Demostracion de que i,y ., = aux + b
Se supone que X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f{x). Entonces

o0
Haxip = / (ax + b) f(x) dx (ecuacion 2.60)
—00

:/OO axf(x)dx—}—/oobf(x)dx

o0 —00

a/ooxf(x)d)c—i—b/OQ f(x)dx

apyx + b(1)
=aux +b

La demostracidn en el caso que X sea una variable aleatoria discreta es similar, s6lo que
las integrales son sustituidas por sumatorias.

Demostracion de que pi.x , py = alix + by

Sean X y Y variables conjuntamente continuas con una densidad conjunta f{x,y) y densida-
des marginales fy(x) y fy(y). Sean a y b constantes, entonces
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MHM=/ /<m+wvwwﬁ@

=/t/aﬁwww@+/(/bﬁwww@
a/ /-WWW@ﬁ+b/ /_ﬁwwﬁ@

a/ x[/ f(x,y)dy]dx—f-b/ y[/ f(x,y)dx}dy

:a/ xfx(x)dx—i-b/ yfr(y)dy

oo —0o0
=apx + buy
La demostracién en el caso de que X y Y sean variables conjuntamente discretas es
similar, sélo que las integrales son sustituidas por sumatorias.

.z 2 2 2
Demostracién de que oy, = a“oy

Se utiliza la notacion E(X) alternativamente con fiy, E(Y) alternativamente con fiy y asi
sucesivamente. Sea Y = aX + b, entonces

2 _ 2
Ogx+b = Oy

= E(Y?) — puy
= E[@X +b)*] = iy,
= E(a*X* + 2abX + b*) — (aux + b)?
= E(a*X?) + EQabX) + E(b*) — (aux + b)?
= a’E(X?) 4+ 2abE(X) + b* — a*u% — 2abuy — b*
= a’[E(X?) — px]
= aza)z(
Demostracién de que “:x+by = a?0y + b%07 +2ab Cov(X,Y)

Se utiliza la notacién E(X) intercambiable con iy, E(Y) intercambiable con iy y asi suce-
sivamente.

02vipy = El(@X +bY)*1 — 2y, py
= E(a*X* +2abXY +b*Y?) — uly y
= E(a’X?) + EQabXY) + E(b*Y?) — (apx + buy)?
= a’E(X?) + 2abE(XY) + b*E(Y?) — a®u% — 2abuxuy — b*u’
= A’[E(X?) — ux1+ P [E(Y?) — uy] + 2ab[E(XY) — puxpiy]
= a*0} + b*of + 2ab Cov(X,Y)

Demostracion de la equivalencia de las ecuaciones (2.68) y (2.69)

Se utiliza la notacion E(X) alternativamente con fiy, E(Y) alternativamente con fiy y asi
sucesivamente. Se debe demostrar que

E[(X — ux)(Y — py)]l = pxy — x iy
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Ahora

E[(X —pux)(Y —uy)] = E(XY — Xpuy — Yjux + puxjty)
= E(XY) - E(Xpy) — E(Ypux) + E(expty)
= EXY) — pyE(X) — uxE(Y) + uxpy
=[xy — HyMx — UxMy + Lx Py
= KUxy — Ux MKy
Demostracion de que si Xy Y son independientes entonces X'y Y no estan
correlacionadas

Sean X y Y variables aleatorias independientes. Se demostrard que [yy = Uxlly, por lo
que Cov(X,Y) = pyy = 0. Se supondrd que X y Y son variables conjuntamente continuas
con una densidad conjunta f{x,y) y densidades marginales fx(x) y fy(y). La clave de esta
demostracién es el hecho de que dado que X y Y son independientes, f(x,y) = fx(x)fy{(y).

Jixy = / / )

_ / / xy fx () fr () dx dy

=/ xfx(x)dx/ y fr(y)dy

o0

= UxHKy

La demostracién en el caso de que X y Y sean variables conjuntamente discretas es
similar, sélo que las integrales son sustituidas por sumatorias.

Ejercicios para la seccion 2.6

1. En una muestra de mil pernos seleccionada aleatoriamente, e) Determine la probabilidad de que todos los pernos de la
X es el nimero de pernos que no tienen la longitud especi- muestra satisfagan la especificacién de la longitud.
fica y ¥ el ndmero de pernos que no tienen el didmetro es- /) Determine la probabilidad de que todos los pernos de la

pecifico. Suponga que la funcién de masa de probabilidad

- muestra satisfagan la especificacion del didmetro.
conjunta de X y Y estd dada por la siguiente tabla.

g) Determine la probabilidad de que todos los pernos de la
muestra cumplan con ambas especificaciones.

y
X 0 1 2 2. Con referencia al ejercicio 1.
0 0.40 0.12 0.08 a) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
1 0.15 0.08 0.03 Px(x).
2 0.10 0.03 0.01 b) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
PY).
a) Determine PX =0y Y = 2). ¢) Determine .
b) Determine P(X>0yY <1). d) Determine ply.
¢) Determine P(X < 1). e) Determine oy.

d) Determine P(Y > 0). f) Determine oy.



g) Determine Cov(X,Y).
h) Determine py y.

i) (Xy Y son independientes? Explique.

. Con referencia al ejercicio 1.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad condicio-
nal pyx(y | 1.

b) Determine la funcién de masa de probabilidad condicio-
nal py(x | 1).

¢) Determine la esperanza condicional E(Y | X = 1).

d) Determine la esperanza condicional E(X|Y = 1).

. Un software puede hacer llamadas a dos subrutinas, A y B.
En una ejecucion elegida aleatoriamente, X es el nimero de
llamadas hechas a la subrutina A y Y representa las llama-
das a la subrutina B. La funcién de masa de probabilidad
conjunta de X y Y estd dada por la siguiente tabla.

y
X 1 2 3

1 0.15 0.10 0.10
0.10 0.20 0.15
3 0.05 0.05 0.10

a) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
de X.

b) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
de Y.

¢) (Xy Y son independientes? Explique.
d) Determine Uy y Uy.

e) Determine oy y Oy.

f) Determine Cov(X.,Y).

g) Encuentre p(X.Y).

. Con referencia al ejercicio 4, el nimero total de llamadas
hechas a las dos subrutinas es X + Y.

a) Determine Ly ; y.
b) Determine Oy . y.
¢) Determine P(X + Y = 4).

. Con referencia al ejercicio 4.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad condicio-

nal pyx(y | 2).
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b) Determine la funcion de masa de probabilidad condicio-
nal pyy(x|3).
¢) Determine la esperanza condicional E(Y | X = 2).

d) Determine la esperanza condicional E(X | Y = 3).

. Con referencia al ejercicio 4, suponga que cada ejecucion

de la subrutina A tarda 100 ms y que cada ejecucion de la
subrutina B tarda 200 ms.

a) Exprese el nimero de milisegundos de todas las llama-
das hechas a las dos subrutinas en términos de X y Y.

b) Determine el nimero promedio de milisegundos de to-
das las llamadas realizadas a las dos subrutinas.

¢) Encuentre la desviacion estandar del ndmero de milise-
gundos de todas las llamadas hechas a las dos subrutinas.

. El nimero de clientes formados en una caja de supermerca-

do es una variable aleatoria cuya funcién de masa de proba-
bilidad esta dada por la siguiente tabla.

x o 1 2 3 4 5
p(x) [ 010 025 030 020 0.10 0.05

Para cada cliente, el niimero de productos que compra cons-
tituye una variable aleatoria con una funcién de masa de
probabilidad

y |1 2 3 4 5 6
p(y») [005 015 025 030 0.5 0.10

Sea X el nimero de clientes formados y Y denota el niime-
ro total de productos que compran todos los clientes forma-
dos. Suponga que el nimero de productos comprados por
un cliente es independiente del nimero de productos com-
prados por cualquier otro cliente.

a) Determine P(X =2y Y = 2).

b) Determine P(X =2y Y = 6).
¢) Determine P(Y = 2).

. En cierta interseccion de una carretera de cuatro carriles,

s6lo hay dos para dar vuelta a la izquierda. El A esta en el
extremo izquierdo y el B estd al lado de él. X representa el
ndmero de vehiculos en el carril A, Y representa el nimero
de vehiculos en el carril B, cuando la sefial cambia a verde.
Suponga que X y Y tienen una funcién de masa de probabi-
lidad conjunta p(x, y) dada por la siguiente tabla.
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10.

11.

12.
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y
X 0 1 2 3 4
0 0.05 0.04 0.01 0.00 0.00
1 0.05 0.10 0.03 0.02 0.00
2 0.03 0.05 0.15 0.05 0.02
3 0.00 0.02 0.08 0.10 0.05
4 0.00 0.00 0.02 0.05 0.08

a) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
de X.

b) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
de Y.

¢) (Xy Y son independientes? Explique.
d) Determine iy y Uy.

e) Determine oy y Oy.

) Determine Cov(X,Y).

g) Determine p(X,Y).

Con referencia al ejercicio 9.

a) Determine la media del nimero total de vehiculos en los
dos carriles.

b) Determine la varianza del nimero total de vehiculos en
los dos carriles.

¢) Determine la probabilidad de que el nimero total de ve-
hiculos en los dos carriles sea exactamente igual a 6.

Con referencia al ejercicio 9.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad condicio-
nal pyx(v | 3).

b) Determine la funcién de masa de probabilidad condicio-
nal py(x|4).

¢) Determine la esperanza condicional E(Y | X = 3).

d) Determine la esperanza condicional E(X | Y = 4).

X representa el nimero de automoviles y Y el de camiones
que pasan por cierta caseta de cobro en un minuto. La fun-
cién de masa de probabilidad conjunta de X y Y esta dada
en la siguiente tabla:

y
X 0 1 2
0 0.10 0.05 0.05
1 0.10 0.10 0.05
2 0.05 0.20 0.10
3 0.05 0.05 0.10

13.

14.

15.

16.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
px(x).

b) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
Py(y).

¢) Determine piy

d) Determine py.

e) Determine Oy.

f) Determine oy.

g) Determine Cov(X,Y).

h) Determine py y.

Con referencia al ejercicio 12, Z representa el nimero total
de vehiculos que pasa por la caseta de cobro en un minuto.

a) Determine pi,.
b) Determine 0.
¢) Determine P(Z = 2).

Con referencia al ejercicio 12, suponga que la tarifa para
autos es de $2 y la de camiones es de $5. T representa la
cantidad total de las tarifas pagadas por los vehiculos que
pasan por la caseta de cobro en un minuto.

a) Determine 7.
b) Determine o7.
¢) Determine P(T = 2).

Con referencia al ejercicio 12.

a) Determine la funcion de masa de probabilidad condicio-
nal pyy(y | 3).

b) Determine la funcion de masa de probabilidad condicio-
nal pyy(x| 1).

¢) Determine la esperanza condicional E(Y | X = 3).

d) Determine la esperanza condicional E(X|Y = 1).

Para variables aleatorias continuas X y Y con una funcién de
densidad de probabilidad conjunta

4xy O<x<lyO<y<l

fx,y) = {

0 de otro modo

a) Determine P(X < 0.5y Y > 0.75).

b) Determine las funciones de densidad de probabilidad
marginal fy(x) y fy(y)-

¢) (Xy Y son independientes? Explique.



17.

18.

19.

20.

21.

Con referencia al ejemplo 2.51 (p. 123).

a) Determine Cov(X.,Y).

b) Determine py y.

Para variables aleatorias continuas X'y Y con una funcién de
densidad de probabilidad conjunta

x+y O<x<lyO<y<l

S,y = {0

de otro modo
a) Determine P(X < 0.25y Y <0.85).
b) Determine Cov(X,Y).

¢) Determine py y.

d) Xy Y son independientes? Explique.

Con referencia al ejercicio 18.

a) Determine las funciones de densidad de probabilidad
marginal fx(x) y fy().

b) Determine la funcién de densidad de probabilidad con-
dicional fyx(y [ 0.75).

¢) Determine la esperanza condicional E(Y | X = 0.75).

Sea X la cantidad de encogimiento (en %) que experimenta
una fibra de cierto tipo elegida aleatoriamente cuando se ca-
lienta a una temperatura de 120°C. Y representa el encogi-
miento adicional (en %) cuando la fibra se calienta a 140°C.
Suponga que la funcién de densidad de probabilidad con-
junta de X y Y esta dada por

S,y = {

a) Determine P(X <3.25y Y >0.8).

b) Determine las funciones de densidad de probabilidad
marginal fx(x) y fy(y).
¢) (Xy Y son independientes? Explique.

48xy?
49
0

3<x<4y05<y<l1

de otro modo

Se mide (en cm) la longitud y ancho de un componente rec-
tangular. Debido a errores en la medicidn, las medidas son
variables aleatorias. X denota la medida de la longitud y Y
representa la medida del ancho. Suponga que la funcién de
densidad de probabilidad de X es

f(X)={

y que la funcién de densidad de probabilidad de Y es

10
0

9.95 < x < 10.05
de otro modo
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22.

23.
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49 <y <51
de otro modo

5
g(y)={O

Suponga que las medidas de X y Y son independientes.

a) Determine P(X < 9.98).
b) Determine P(Y > 5.01).
¢) Determine P(X <998y Y > 5.01).
d) Determine fly.
e) Determine Liy.
) SeaA = XY el drea calculada a partir de las mediciones
Xy Y. Determine i,,.
El espesor X de una cufia de madera (en milimetros) tiene
una funcién de densidad de probabilidad
3 3(x—5)
- =7 4<x<6
fw=41 4 =x=
0 de otro modo

a) Determine piy.
b)

c)

Determine 3.

Y denota el espesor de una cufia en pulgadas (1 mm =
0.0394 pulgadas). Determine piy y o2.

Si se seleccionan tres cufias de manera independiente y
las apilamos una encima de la otra, encuentre la media
y la varianza del espesor total.

El tiempo de vida de cierto componente, en afios, tiene una
funcién de densidad de probabilidad

et x>0

(x) =
! 0 x<0

Estan disponibles dos de dichos componentes, cuyos tiem-
pos de vida son independientes. Tan pronto como falle el
primer componente, éste se reemplaza por el segundo. X re-
presenta el tiempo de vida del primer componente y Y de-
nota el del segundo componente.

a) Determine la funcién de densidad de probabilidad con-
juntade Xy Y.

b) Determine PX<1yY>1).

¢) Determine piy.

d) Determine [y , y.

e) Determine P(X + Y < 2). (Sugerencia: Grafique la re-

gion del plano en la que x + y < 2y después integre la
funcién de densidad de probabilidad conjunta en toda
esa region.)
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24.

25.

26.
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El nimero de bytes descargados por segundo en un canal de
informacién tiene una media de 10° y desviacién estindar
de 10*. Entre los factores que influyen la razén esté la con-
gestion, la cual produce la alternacion de periodos de trans-
misién mds rapida o més lenta. X representa el nimero de
bytes descargados durante un periodo elegido aleatoriamen-
te de cinco segundos.

a) ¢Es razonable suponer que fiy = 5 x 10°? Explique.

b) (Es razonable suponer que oy = V5 x 10% Explique.

El articulo “Abyssal Periodities > 3 800 Ma from Southern
West Greenland: Field Relationships, Petrography, Geoch-
ronology, Whole-Rock and Mineral Chemistry of Dunite
and Harzburgite Inclusions in the Itsaq Gneiss Complex”
(C. Friend, V. Bennett y A. Nutman, en Contributions to Mi-
neralogy and Petrology, 2002:71-92) describe las composi-
ciones quimicas de ciertos minerales en el anterior manto
arqueano. Para cierto tipo de ensamble olivino, el diéxido
de silicio (Si0,) contenido (en peso %) en una roca elegida de
forma aleatoria tiene una media de 40.25 y desviacién es-
tandar de 0.36.

a) Encuentre la media y la desviacion estdndar de la media
de la muestra del SiO, contenido en una muestra aleato-
ria de diez rocas.

b) (Cuantas rocas debe incluir la muestra para que la des-
viacién estandar de la media de la muestra del SiO, con-
tenido sea de 0.05?

Aqui hay dos variables aleatorias que no estan correlaciona-
das ni son independientes. X y Y tienen la siguiente funcién
de masa de probabilidad conjunta:

X y px,y)
-1 1 1/3

0 0 1/3

1 1 1/3

27.

28.

29.

a) Use la definicion de independencia en la pagina 135 pa-
ra demostrar que X y Y no son independientes (de hecho,
Y = |X]|, por lo que Y es realmente una funcién de X).

b) Demuestre que X y Y no estdn correlacionadas.

Una persona tiene $100 para invertir y dos opciones en las
cuales dividirlos. Si ella aplica toda la cantidad en la prime-
ra inversion, su ganancia serd X, mientras que si ella invier-
te la cantidad total en la segunda opcidn, su ganancia serd
Y. Tanto X como Y tienen una media de $6 y desviacion es-
tandar (riesgo) de $3. La correlacién entre X y Y es 0.3.

a) Exprese la cantidad en términos de X y Y si ella invierte
$30 en la primera inversién y $70 en la segunda.

b) Encuentre la ganancia promedio y el riesgo si invierte
$30 en la primera inversién y $70 en la segunda.

¢) Encuentre la ganancia promedio y el riesgo, en términos
de K, si ella invierte $K en la primera inversién y $(100
— K) en la segunda.

d) Determine el valor de K que minimice el riesgo en la
parte ¢).

e) Demuestre que el valor de K que minimiza el riesgo en
el inciso ¢) es el mismo para cualquier correlacion

Pxy# L.

Si X es una variable aleatoria, demuestre que Cov(X, X) =
o2
X'y Y son variables aleatorias y a y b son constantes.

a) Demuestre que Cov(aX,bY) = ab Cov(X,Y).

b) Demuestre que si a >0y b > 0, entonces p,x,y = Pxy-
Concluya que el coeficiente de correlaciéon no se ve
afectado por el cambio en las unidades.



Ejercicios adicionales para el capitulo 2

1. Un sistema consta de cuatro componentes conectados, tal
como se muestra.

Suponga que A, B, C'y D funcionan independientemente. Si
las probabilidades de que A, B, C'y D fallen son 0.1, 0.2,
0.05 y 0.3, respectivamente, ;cudl es la probabilidad de que
el sistema funcione?

. Se lanza un dado hasta que aparece el nimero 6. ;Cual es la
probabilidad que se necesiten mas de cinco lanzamientos?

. Las placas de silicon se utilizan en la produccién de circui-
tos integrados. De las placas producidas por determinado
proceso, 10% tiene resistencias menores a la especificacion
y 5% tiene resistencias superiores a la especificacion.

a) ;Cudl es la probabilidad de que la resistencia de una pla-
ca elegida de forma aleatoria no satisfaga la especifica-
cion?

b) Si una placa escogida aleatoriamente tiene una resisten-
cia que no cumple con la especificacion, ;cudl es la pro-
babilidad de que tenga una resistencia demasiado baja?

. Se utilizan dos lineas de produccién para empaquetar azi-
car en bolsas de 5 kg. La linea 1 produce el doble de bolsas
que la linea 2. Uno por ciento de las bolsas de la linea 1 es-
tan defectuosas ya que no cumplen con una especificacion
de calidad, mientras que 3% de las bolsas de la linea 2 es-
tan defectuosas. Se elige aleatoriamente una bolsa para ins-
peccionarla.

a) ;Cudl es la probabilidad de que provenga de la linea 1?
b) ;Cual es la probabilidad de que esté defectuosa?

¢) Si la bolsa esta defectuosa, ;cual es la probabilidad de
que venga de la linea 1?

d) Si la bolsa no estd defectuosa, ;cudl es la probabilidad
de que venga de la linea 1?

5.

7.
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Una cliente recibe un cargamento de diez mil fusibles. Ella
extrae de forma aleatoria tres y los prueba. Si alguno esta de-
fectuoso, regresara el cargamento. Si, de hecho, mil estan
defectuosos, ;cudl es la probabilidad de que regrese el car-
gamento?

. En cierto tipo de motor de automovil, la cabeza del cilindro

estd sujeta al bloque mediante diez pernos, cada uno debe
experimentar un par de torsion de 60 N - m. Suponga que los
pares de torsion de los pernos son independientes.

a) Se tiene una probabilidad de 0.99 si cada perno experi-
menta un par de torsiéon adecuado, ;cual es la probabili-
dad de que todos los pernos de la cabeza de un cilindro
experimenten pares de torsién adecuados?

b) El objetivo es que en 95% de los motores todos sus per-
nos experimenten pares de torsion adecuados. ;Cudl debe
ser la probabilidad de que un perno experimente un par de
torsion adecuado para que se alcance este objetivo?

Un mensaje electronico consiste en una cadena de bits (0s y
Is). El mensaje debe pasar por dos relevadores antes de que
sean recibidos. En cada relevador la probabilidad es de 0.1
de que el bit se regrese antes de que sea relevado (es decir,
que un 1 cambie a 0, o un 0 a 1). Encuentre la probabilidad
de que el valor de un bit recibido en el destino final es igual
al valor del que fue enviado.

. La lectura de un termémetro calibrado en agua helada (tem-

peratura real de 0°C) representa una variable aleatoria con
funcién de densidad de probabilidad.

k(1 —x?
f(x)={ =3

0 de otro modo

—1l<x<l1

donde k es una constante.

a) Determine el valor de k.

b) (Cudl es la probabilidad de que el termémetro indique
una temperatura mayor a 0°C?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que la lectura esté dentro los
0.25°C de la temperatura real?

d) (Cudl es la media de la lectura?

e) (Cudl es la mediana de la lectura?

£ (Cudl es la desviacion estandar?

. Se lanzan dos dados. En virtud de que salen dos nimeros

diferentes, ¢cudl es la probabilidad de que en uno de los da-
dos salga el nimero 6?
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11.

12.

13.
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En un lote de diez componentes se extrae aleatoriamente dos
para inspeccién. Suponga que, de hecho, exactamente dos de
los diez componentes del lote estdn defectuosos. Sea X el
ndmero de componentes extraidos que estdan defectuosos.

a) Determine P(X = 0).

b) Determine P(X = 1).

¢) Determine P(X = 2).

d) Determine la funcién de masa de probabilidad de X.
e) Determine la media de X.

) Determine la desviacion estandar de X.

Un dispositivo eléctrico tiene dos fusibles. Sea que X repre-
sente el tiempo de vida del primer fusible y sea que Y deno-
te el del segundo (ambos en afios). Suponga que la funcién
de densidad de probabilidad conjunta de X y Y es

1

Fx y)={6€mm x>0y y>0
0

de otro modo

a) Determine P(X <2y Y<3).

b) Determine la probabilidad de que ambos fusibles duren
al menos tres afios.

¢) Determine la funcién de densidad de probabilidad mar-
ginal de X.

d) Determine la funcién de densidad de probabilidad mar-
ginal de Y.

e) (Xy Y son independientes? Explique.

Sean A y B eventos con P(A) = 0.3y P(AuU B) = 0.7.

a) (Para qué valor de P(B), A y B seran mutuamente exclu-
yentes?

b) (Para qué valor de P(B), A y B serdn independientes?

Un fabricante de tablas deslizadoras en nieve tiene tres
plantas en Estados Unidos, una en el este, otra en el oeste y
otra en Canada. Los registros de produccién muestran que
cada una de las plantas en Estados Unidos produjo diez mil
tablas deslizadoras el mes pasado, mientras que la planta en
Canad4 produjo ocho mil. De las tablas producidas en Ca-
nadd el mes pasado, 4% tiene un defecto que provocé que
se deslaminardn prematuramente. Los registros de las plan-
tas de Estados Unidos muestran que 3% de las tablas pro-
ducidas en el este y 6% de las del oeste también presentan
este defecto.

a) (Cudl es la proporcion de las tablas fabricadas el mes
pasado que estaban defectuosas?

14.

15.

16.

17.

18.

b) (Cudl es la probabilidad de que una tabla deslizadora es-
té defectuosa y se haya fabricado en Canad4?

¢) Dado que una tabla deslizadora esta defectuosa, ;cudl es
la probabilidad de que se haya fabricado en Estados
Unidos?

El articulo “Traps in Mineral Valuations—Proceed With
Care” (W. Lonegan, en Journal of the Australian Institute of
Mining and Metallurgy, 2001:18-22) modela el valor (en
millones de ddlares) de un depdsito de minerales que atin no
se ha abierto como una variable aleatoria X con una funcién
de masa de probabilidad p(x) dada por p(10) = 0.40, p(60)
= 0.50, p(80) = 0.10 y p(x) = 0 para valores de x diferen-
tes a 10, 60 u 80.

a) Este articulo considera el valor de un dep6sito mineral
como una variable aleatoria discreta o continua?

b) Calcule y.
¢) Calcule oy.

d) El proyecto serd rentable si el valor es mayor a $50 mi-
llones. ;Cual es la probabilidad de que el proyecto sea
rentable?

Seis recién graduados fueron contratados por una empresa
de ingenierfa. A cada uno se le asigné aleatoriamente uno de
los seis cubiculos que estan en fila al final de la oficina. Dos
de los graduados son Bill y Cathy. ;Cudl es la probabilidad de
que a ellos se les asigne cubiculos adyacentes?

Un cléset contiene cuatro pares de zapatos. Si se escogen
aleatoriamente cuatro zapatos, ;cudl es la probabilidad de
que de los zapatos elegidos no se tenga un par?

Sean X y Y variables aleatorias independientes con tiy = 2,
oy = 1, uy = 2'y oy = 3. Encuentre las medias y varianzas
de las siguientes cantidades.

a) 3X
by X+Y
c) X—Y
d) 2X + 6Y

Sean Xy Y variables aleatorias independientes con ty = 1,
ox =2, Uy =3, oy = 1y pxy = 0.5. Encuentre las medias
y varianzas de las siguientes cantidades.

a) X+7Y
by X—Y

) 3X +2Y
d) 5Y —2X



19. Un productor de acero esta probando un nuevo aditivo para

20.

21.

22.

fabricar una aleacioén de acero. La funcién de masa de pro-
babilidad conjunta de la intensidad de la tensién (en miles
de libras/pulg?) y la concentracién aditiva es

Intensidad de la tension

Concentracion de aditivo 100 150 200
0.02 0.05 0.06 0.11
0.04 0.01 0.08 0.10
0.06 0.04 0.08 0.17
0.08 0.04 0.14 0.12

a) (Cudles son las funciones de masa de probabilidad mar-
ginal de X (concentracion aditiva) y Y (intensidad de la
tension)?

b) (X 'y Y son independientes? Explique.

¢) Dado que un especimen tiene una concentracion aditiva
de 0.04, ;cudl es la probabilidad de que la intensidad de
la tensién sea de 150 o mayor?

d) Dado que una especie tiene una concentracion aditiva de
0.08, ;cudl es la probabilidad de que la intensidad de la
tension sea mayor a 125?

e) Cierta aplicacion requiere que la intensidad de la tension
sea igual o mayor a 175. ;Qué concentracion aditiva de-
be utilizarse para que la probabilidad de cumplir con es-
ta especificacion sea maxima?

Con referencia al ejercicio 19.

a) Determine [ly.
b) Determine [y.
¢) Determine Oy.
d) Determine oy.
e) Determine Cov(X.,Y).

f) Determine py y.

Con referencia al ejercicio 19.

a) Calcule la funcién de masa condicional py(y | 0.06).
b) Calcule la funcién de masa condicional py(x | 100).
¢) Calcule la esperanza condicional E(Y | X = 0.006).
d) Calcule la esperanza condicional E(X | Y = 100).

Cierta planta opera en tres etapas al dia. De todas las unida-
des fabricadas, 50% se produce durante la primera etapa,
30% en la segunda y 20% en la tercera. De todas las unida-

23.

24.

25.
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des fabricadas en la primera etapa, 1% estd defectuosa,
mientras que 2% de la segunda y 3% de la tercera estdn de-
fectuosas.

a) Se extrae una unidad aleatoriamente de la produccién
diaria y estd defectuosa. ;Cuadl es la probabilidad de que
se haya fabricado durante la primera etapa?

b) Se extrae una unidad aleatoriamente de la produccién
diaria y no esta defectuosa. ;Cual es la probabilidad de
que haya sido fabricada durante la tercera etapa?

El articulo “Uncertainty and Climate Change” (G. Heal y B.
Kristom, en Environmental and Resource Economics, 2002:
3-39) considera tres escenarios, A, B y C, para el impacto
del calentamiento global en el ingreso. Para cada escenario
se especifica una funcién de masa de probabilidad para la
pérdida de ingreso. Estas se presentan en la siguiente tabla.

Probabilidad
Pérdida (%) Escenario A Escenario B Escenario C
0 0.65 0.65 0.65
2 0 0 0.24
5 0.2 0.24 0.1
10 0 0 0.01
15 0.1 0.1 0
20 0 0.01 0
25 0.05 0 0

a) Calcule la media y desviacion estdndar de la pérdida en
el escenario A.

b) Calcule la media y desviacion estdndar de la pérdida en
el escenario B.

¢) Calcule la media y desviacion estdndar de la pérdida en
el escenario C.

d) En cada escenario, calcule la probabilidad de que la pér-
dida sea menor a 10 por ciento.

Con referencia al ejercicio 23, suponga que las probabilida-
des de que ocurra cada uno de los tres escenarios son P(A)
= 0.20, P(B) = 0.30 y P(C) = 0.50.

a) Determine la probabilidad de que ocurra el escenario A
y que la pérdida sea de 5%.

b) Encuentre la probabilidad de que la pérdida sea de 5%.

¢) Determine la probabilidad de que suceda el escenario A
dado que la pérdida es de 5%.

Una caja contiene cuatro focos de 75W, tres de 60W vy tres
focos fundidos. Se selecciona aleatoriamente dos focos de
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26.

27.

28.

CAPITULO 2 Probabilidad

la caja. Sea X el nimero de focos seleccionados de 75 W, Y
representa el nimero de focos seleccionados de 60 W.

a) Determine la funcion de masa de probabilidad conjunta
deXyY.

b) Determine L.
¢) Determine py.
d) Determine oy.
e) Determine oy.
/) Determine Cov(X.,Y).

g) Determine pyy.

Una provisién de una solucién de dcido clorhidrico (HCI)
distribuida por cierto vendedor contiene pequeias cantida-
des de diversas impurezas, incluyendo cobre y niquel. Sea
X la cantidad de cobre y Y representa la cantidad de niquel,
en partes por diez millones, en una botella de la solucién se-
leccionada aleatoriamente. Suponga que la funcién de den-
sidad de probabilidad conjunta de X y Y estd dada por

c(x +y)?
0 de otro modo

1 1
f(x,y):{ 0<x<lyO<y<

a) Determine el valor de la constante ¢ de tal forma que
fix,y) sea una funcién de densidad conjunta.

b) Calcule la funcién de densidad marginal fx(x).

¢) Calcule la funcién de densidad condicional fy(y | x).
d) Calcule la esperanza condicional E(Y | X = 0.4).

e) (Xy Yson independientes? Explique.

Con referencia al ejercicio 26.

a) Determine .
b) Determine 0')2(.
¢) Determine Cov(X,Y).

d) Determine pyy.

Se lanza una moneda al aire cinco veces. ;Qué secuencia es
mads probable, HTTHH o HHHHH? ;O son igualmente pro-
bables? Explique.

29.

30.

31.

32.

Se lanza al aire una moneda de 25 centavos y otra de 5 cen-

tavos. La primera tiene una probabilidad de 0.4 de que cai-

ga en “cara” y la segunda tiene una probabilidad de 0.6 de

que caiga “cara”. Sea X = 1 si la primera moneda cae en

“cara” y sea X = 0 si cae en “cruz”. Sea Y = 1 si la mone-

da de 5 centavos, la segunda, cae en “cara” y ¥ = 0 si cae en
cruz”.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad de X.

b) Determine la funcién de masa de probabilidad de Y.

¢) (Es razonable suponer que X y Y son independientes?
(Por qué?

d) Determine la funcién de masa de probabilidad conjunta
de XyY.

Se lanzan dos dados. X representa el nimero que aparece en
el primero y Y el que aparece en el segundo. Encuentre fiyy.

Una caja contiene tres cartas, 1, 2 y 3. Se eligen aleatoria-
mente dos de ellas, se reemplaza la primera antes de que
salga la segunda. X representa el nimero en la primeray Y
representa en la segunda.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad conjunta
deXyY.

b) Determine la funcione de masa de probabilidad margi-
nal py(x) y py(y)-

¢) Determine iy y Uy.

d) Determine [lyy.

¢) Determine Cov(X,Y).

Con referencia al ejercicio 31, suponga que no se reempla-
za la primera carta antes de que salga la segunda.

a) Determine la funcién de masa de probabilidad conjunta
deXyY.

b) Determine la funcién de masa de probabilidad marginal
Px(X)y py(y)-

¢) Determine fiyy Uy.

d) Determine Llyy.

e) Determine Cov(X.,Y).



Capitulo

Propagacion
de errores

Introduccion

La medicién es fundamental en el trabajo de investigacidn. Con frecuencia cientificos e inge-
nieros realizan célculos con cantidades medidas; por ejemplo, para calcular la densidad de un
objeto se divide una medicién de su masa entre la de su volumen, o al calcular el 4rea de un rec-
tangulo se multiplican su longitud y anchura.

Cualquier procedimiento de medicién tiene errores. Por consiguiente, en general los va-
lores medidos son algo diferentes de los valores reales. Cuando se realiza un célculo con me-
diciones, los errores en éstas producen un error en el valor calculado. Decimos que el error se
propaga de las mediciones al valor calculado. Si se tiene cierto conocimiento con respecto al
tamafio de los errores en las mediciones, como en la longitud y el ancho de un rectangulo,
existen métodos para conocer la magnitud del error en una cantidad calculada como el area.
La propagacién de errores trata estos métodos y es el tema de este capitulo.

3.1 Error de medicion

Una gedloga pesa una roca en una balanza. Toma cinco mediciones y obtiene los siguientes
datos (en gramos):

251.3 252.5 250.8 251.1 250.4
Todas las mediciones son diferentes y es probable que ninguna sea igual a la masa real de la

roca. A la diferencia entre un valor medido y el valor real se le llama error en el valor medi-
do. Cualquier procedimiento de medicién tiene muchas fuentes de error. Por ejemplo, supon-
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ga que las mediciones de la roca se lefan en una marca en una escala. Si la balanza no estaba
calibrada adecuadamente, cada medicién estara lejos de su valor real en cierta cantidad fija.
Por tanto, una calibracién imperfecta aporta errores de la misma magnitud en cada medicién.
La interpolacién entre las marcas de graduacidn de la escala es otra fuente de error. La mag-
nitud del error debida a la interpolacién quizé varie entre mediciones y es probable que sea
benéfico para algunas mediciones y negativo para otras. Es razonable suponer que a largo pla-
zo el promedio de los errores por interpolacién serd igual a cero.

En general, se puede pensar que el error de una medicion lo integran el error sistema-
tico, o sesgo, y el error aleatorio. El primero representa la parte del error que es igual para
cada medicidn; el segundo varia entre mediciones y, en promedio, serd igual a cero en el lar-
go plazo. Algunas fuentes de error contribuyen con ambos tipos de error, el sesgo y el error
aleatorio. Por ejemplo, considere el error de paralaje. Este tltimo constituye la diferencia en
la posicién evidente de la marca cuando se observa desde angulos diferentes. La magnitud de
este tipo de error en cualquier medicién especial depende de la posicidn del observador con
respecto a la escala. Como consecuencia de que la posicién variard un poco entre lecturas, el
paralaje contribuye al error aleatorio. Si el observador tiende a apoyarse en algo de un lado
en vez de otro, el paralaje también contribuird al sesgo.

Cualquier medicién se puede considerar como la suma del valor real mds las contribu-
ciones de cada uno de los dos componentes del error:

Valor medido = Valor real + sesgo + error aleatorio 3.1

Puesto que parte del error es aleatorio, es adecuado utilizar un modelo estadistico para estu-
diar los errores de medicion. Se modela cada valor medido como una variable aleatoria, to-
mada de una poblacién de mediciones posibles. La media u de la poblacién representa esa
parte de la medicién que es igual para toda medicién. Por tanto, w es la suma del valor real
mas el sesgo. La desviacion estandar o de la poblacién representa la desviacién estandar del
error aleatorio. Esta representa la variacién debida al hecho de que cada medicién tiene un va-
lor diferente por su error aleatorio. Intuitivamente, o constituye el tamafio de un error aleato-
rio estandar.

Se tiene interés en dos aspectos del proceso de medicién. El primero es su exactitud.
Esta la determina el sesgo, que es la diferencia entre la media u de la medicién y el valor real
de esta dltima. Entre mds pequefio sea el sesgo, mds exacto serd el proceso de medicién. Si la
media w es igual al valor real, el sesgo serd igual a 0; en esta tesitura, al proceso de medicion
se le llama no sesgado.

El otro aspecto del proceso de medicién de interés es la precisién. Esta constituye el
grado con que tienden a coincidir las mediciones repetidas de la misma cantidad. Si las me-
diciones repetidas resultan cercanas entre si todo el tiempo, la precision es alta. Si son muy
dispersas, la precision es baja. Por tanto, la precision se determina mediante la desviacién es-
tandar o del proceso de medicién. Entre mas pequefio sea el valor de o, mds preciso serd
aquél. Con frecuencia ingenieros y cientificos se refieren a o como incertidumbre aleatoria
o incertidumbre estadistica del proceso de medicion. A o se le llamara en forma mas sim-
ple incertidumbre.

Cuando se notifica un valor medido, es importante reportar una estimacién aproximada
del sesgo y de la incertidumbre de éste, con la finalidad de describir la exactitud y la preci-
si6n de la medicién. Generalmente es mds facil estimar la incertidumbre que el sesgo. Las fi-
guras 3.1 y 3.2 ilustran el porqué de lo anterior. La figura 3.1 muestra un experimento
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B Un valor medido representa una variable aleatoria con media u y desviacién estan-
dar o.

B El sesgo en el proceso de medicién constituye la diferencia entre la media de las
mediciones y el valor real:

Sesgo = u — valor real
B La incertidumbre en el proceso de medicién es la desviacion estdndar o

Entre mas pequefio sea el sesgo, mds exacto serd el proceso de medicion.

B Entre mds pequefia sea la incertidumbre, mds preciso serd el proceso de medicién.

hipotético que implica mediciones repetidas, en condiciones diferentes, donde se considera al
sesgo y la incertidumbre. Los conjuntos de mediciones en las figuras 3.1a y b estdn bastante cer-
canos, indicando que la incertidumbre es pequefia. Por su parte, los que corresponden a las fi-
guras 3.1a y ¢ se encuentran centrados cerca del valor real, indicando que el sesgo es pequefio.

o emomooe —  eemocro®
Valor real Valor real
a) b)
— e o 00 0 0 00 0 O — e o0 0 000 0 0 0
Valor real Valor real

c) d)

FIGURA 3.1 a) Tanto el sesgo como la incertidumbre son pequefios. b) El sesgo es gran-
de; la incertidumbre es pequeiia. ¢) El sesgo es pequeiio; la incertidumbre es grande. d)
Tanto el sesgo como la incertidumbre son grandes.

Por supuesto, en la vida real no se conoce el valor real que se estd midiendo. Por tanto,
los dibujos de las mediciones que se muestran en la figura 3.1 se parecerian a la figura 3.2 (p.
160). Se puede determinar que los conjuntos de mediciones en las figuras 3.2a y b tienen in-
certidumbre mas pequefia. Pero sin informacion adicional acerca del valor real, no se puede
calcular el sesgo.

Se concluye de las figuras 3.1 y 3.2 que la incertidumbre se puede calcular de las me-
diciones repetidas, pero para estimar el sesgo, se debe tener informacion adicional acerca
del valor real. Se puede obtener esta informacién adicional, por ejemplo, midiendo repetida-
mente una cantidad usual cuyo valor real se conoce y estimar al sesgo como la diferencia en-
tre el promedio de las mediciones y el valor real conocido. Otra manera para calcular el sesgo
serfa comparar el promedio de gran nimero de mediciones con otra hecha con un proceso mas
elaborado para el que se sabe que el sesgo es despreciable. La estimacion del sesgo es esen-
cialmente el proceso de calibracién, para el cual se necesita informacion externa al dispositi-
vo de medicidn.
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— o oemomooo— — eemecs oo
a) b)

— o o 0000 o000 o [EEEE A PAND S i S S S -
c) d)

FIGURA 3.2 Se puede estimar la incertidumbre del conjunto de mediciones repetidas, pero si no se co-
noce el valor real no es posible calcular el sesgo.

Se sabe que una muestra de laboratorio de gas tiene una concentracién de monoéxido de car-
bono (CO) de 50 partes por millén (ppm). Se utiliza un espectrémetro para tomar cinco me-
diciones independientes de esta concentracion. Las cinco mediciones, en ppm, son 51, 47, 53,
53 y 48. Estime el sesgo y la incertidumbre en una medicién del espectrémetro.

Solucion

Se consideran las cinco mediciones como una muestra aleatoria de la poblacién de mediciones
posibles. El sesgo es igual a la media de esta poblaciéon menos el valor real de 50. La incerti-
dumbre representa la desviacién estandar de la poblacion. No se conoce la media ni la des-
viacion estandar de la poblacidn, pero éstas se pueden aproximar con la media y la desviacion
estandar de la muestra. La media de las cinco mediciones es 50.4. Por tanto, se estima que el
sesgo es de 50.4 — 50 = 0.4 ppm. La desviacién estdandar de las cinco mediciones es 2.8 ppm.
Por consecuencia, se estima que la incertidumbre en cada medicién es de 2.8 ppm.

Ahora se utiliza un espectrometro diferente para medir la concentraciéon de CO en otra mues-
tra de gas. La concentracion real de esta muestra es desconocida. Se hacen cinco mediciones
(en ppm). Estas son 62, 63, 61, 62 y 59. Estime la incertidumbre en una medicién de este es-
pectrémetro. ;Se puede estimar el sesgo?

Solucién

La incertidumbre en una sola medicion se estima con la desviacion estdndar de la muestra,
que es 1.5 ppm. La media de la muestra es 61.4 ppm, pero para estimar el sesgo se tendria que
restar la concentracion real de la media. Debido a que no se conoce la concentracion real, no
se puede estimar el sesgo.

En la préctica, las estimaciones aproximadas de la incertidumbre son a veces muy apro-
ximadas. En los ejemplos 3.1 y 3.2 se sugiere estimar la incertidumbre o con la desviacion
estandar de la muestra de cinco mediciones. Las estimaciones que se basan en muestras pe-
quefias parecidas a esta en ocasiones estdn muy equivocadas. Cuando es posible, es mejor es-
timar la incertidumbre con base en muestras grandes. Sin embargo, una estimacién de una
muestra pequefia es mejor que ninguna.
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Sean Xj, . . . , X, mediciones independientes, todas se hacen con el mismo proceso en
la misma cantidad.

B Ladesviacidn estdndar s de la muestra se puede utilizar para estimar la incertidumbre.

B Las estimaciones de la incertidumbre con frecuencia son muy aproximadas, espe-
cialmente cuando se basan en muestras pequefias.

B Si se conoce el valor real, la media de la muestra X se puede utilizar para estimar
el sesgo: Sesgo = X, valor real.

B Si el valor real no se conoce, el sesgo no se puede estimar a partir de las medicio-
nes repetidas.

Un ejemplo importante de la estimacioén de sesgo es la calibracién de balanzas en su-
permercados y otros establecimientos comerciales para asegurar que no pesan sistematica-
mente de mds o de menos los articulos. A este procedimiento le sigue una serie de
comparaciones con patrones externos, comenzando en el dambito jurisdiccional y terminando
cerca de Parfs, Francia, donde se localiza el patrén mundial final para el peso (técnicamente
la masa). Este es el prototipo internacional del kilogramo, un cilindro de platino-iridio cuya
masa es por definiciéon exactamente 1 kg. Una réplica del kilogramo se localiza en el Labora-
torio Nacional de Normas y Tecnologia, en Washington, el cual sirve de patrén para todas las
mediciones de peso en Estados Unidos. El uso de esta réplica, en vez del kilogramo, introdu-
ce un sesgo en cada medicion de peso en ese pais. Comparando la réplica de Estados Unidos
con el kilogramo, el sesgo se ha estimado en —1.9 x 10~* kg. Es decir, la réplica que se en-
cuentra en Estados Unidos parece mas ligera que el kilogramo en aproximadamente 19 par-
tes en mil millones. Por esta razén, todas las mediciones de peso que se hacen en el
Laboratorio Nacional de Normas y Tecnologia se ajustan hacia arriba en 19 partes en mil mi-
llones para compensar. Observe que este factor de ajuste no se podia haber calculado pesan-
do repetidamente la réplica; se requirié comparar con un patrén externo.

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario, se supondrd que este sesgo
se ha reducido a un nivel despreciable. Se describirdn las mediciones en la forma

Valor medido * o 3.2)

donde o representa la incertidumbre en el proceso que produjo el valor medido.

La expresion (3.2) tiene la forma a = b, donde a y b son nimeros. Es importante dar-
se cuenta que las expresiones que contienen el simbolo = pueden tener muchos significados.
El significado aqui es que a es un valor medido y b constituye la incertidumbre en a. Algu-
nas personas usan a * b para indicar que b es el valor maximo para el error, o que b es un
multiplo de la incertidumbre, generalmente dos o tres veces la incertidumbre. Se presentard
incluso otro significado en el capitulo 5, donde se usard la notacién a = b para denotar un in-
tervalo de confianza, que es un intervalo que se calcula de tal forma para que probablemente
contenga al valor real. Siempre que se encuentre con el simbolo * se debe asegurar que se
comprende el contexto en el cual se utiliza.
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El espectrémetro del ejemplo 3.1 se ha recalibrado, por lo que se puede suponer que el sesgo
es despreciable. Ahora aquél se utiliza para medir la concentraciéon de CO en otra muestra de
gas. La medicién es 55.1 ppm. ;Cémo se expresaria esta medicién?

Solucion

A partir de las mediciones repetidas del ejemplo 3.1, la incertidumbre en una medicion de es-
te instrumento se estimé de 2.8 ppm. Por tanto, se reporta la concentracién de CO en esta

muestra de gas como 55.1 * 2.8 ppm.

Ejercicios de la seccion 3.1

. Se mide cuatro veces el punto de ebullicién del agua. Los
resultados son 110.01°C, 110.02°C, 109.99°C y 110.01°C.
(Cual de los siguientes enunciados describe mejor este pro-
ceso de medicion?

i. Exacto, pero no preciso.
ii. Preciso, pero no exacto.
iii. Ni exacto ni preciso.

iv. Tanto exacto como preciso.

. Se usan dos aparatos para medir el punto de fusién del p-
amino-benceno. Se toman nimeros iguales de mediciones
en cada uno de los aparatos. El resultado en el primer apa-
rato es 90 = 1°C y el resultado en el segundo es 90 *+ 2°C.

a) (Se puede decir qué aparato es mas exacto? Si es asi, in-
dique cual. Si no, explique por qué.

b) (Se puede decir qué aparato es mds preciso? Si es asi,
diga cudl. Si no, explique por qué.

. La longitud de un objeto estd dada como 3.21 £ 0.02 cm.
Verdadero o falso:

a) La longitud se midi6 de 3.21 cm.
b) La longitud real del objeto es de 3.21 cm.
¢) El sesgo en la medicion es de 0.02 cm.

d) La incertidumbre en la medicion es de 0.02 cm.

. Para algunos procesos de medicion, la incertidumbre es
aproximadamente proporcional al valor de la medicién. Por
ejemplo, se dice que cierta balanza tiene una incertidumbre
de = 2%. Se pesa un objeto en esta balanza.

a) Dado que la lectura es de 100 g, exprese la incertidum-
bre en esta medicion, en gramos.

b) Dado que la lectura es de 50 g, exprese la incertidumbre
en esta medicidn, en gramos.

. Una persona se para sobre una balanza de bafo. La lectura

es de 150 1b. Después de que la persona se baja, dicha lec-
tura es de 2 libras.

a) (Es posible estimar la incertidumbre en esta medicién?
Si es asi, estimela. Si no, explique por qué.

b) (Es posible estimar el sesgo en esta medicion? Si es asf,
estimelo. Si no, explique por qué.

. Una persona sube y baja de una balanza de bafio cuatro ve-

ces. Las lecturas (en libras) son 148, 151, 150 y 152. Cada
vez que la persona se baja de la balanza, la lectura es de 2
libras.

a) (Es posible estimar la incertidumbre en estas medicio-
nes? Si es asi, estimela. Si no, explique por qué.

b) (Es posible estimar el sesgo en estas mediciones? Si es
asi, estimelo. Si no, explique por qué.

. En un escenario hipotético, el Laboratorio Nacional de Nor-

mas y Tecnologia ha recibido una nueva réplica del kilogra-
mo. Se pesa cinco veces. Las mediciones son las siguientes,
en unidades de microgramos arriba de 1 kg: 114.3, 82.6,
136.4, 126.8, 100.7.

a) (Es posible estimar la incertidumbre en estas medicio-
nes? Si es asi, estimela. Si no, explique por qué.
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b) (Es posible estimar el sesgo en estas mediciones? Si es
asi, estimelo. Si no, explique por qué.

. Ahora se pesa el kilogramo cinco veces en una balanza di-

ferente. Las mediciones son las siguientes, en unidades de
microgramos arriba de 1 kg: 25.6, 26.8, 26.2, 26.8, 25.4.

a) (Es posible estimar la incertidumbre en estas medicio-
nes? Si es asi, estimela. Si no, explique por qué.

b) (Es posible estimar el sesgo en estas mediciones? Si es
asi, estimelo. Si no, explique por qué.

. Un nuevo y desconocido peso se pesa en la misma balanza

que se utiliz6 en el ejercicio nimero 8 y la medicién es 127
g arriba de 1 kg. Utilizando la informacion del ejercicio 8,
(es posible tener una medicion mas exacta? Si es asf, cudl
es ésta? Si no, explique por qué.

El articulo “Calibration of an FTIR Spectrometer” (P. Pan-
kratz, en Statistical Case Studies for Industrial and Process
Improvement, SIAM-ASA, 1997:19-38) describe el uso de

3.2 Combinaciones lineales de las mediciones

11.
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un espectrometro para hacer cinco mediciones del conteni-
do de carbono (en ppm) de cierta placa de silicio cuyo con-
tenido real de carbono se sabia que era de 1.1447 ppm. Las
mediciones fueron 1.0730, 1.0825, 1.0711, 1.0870 y
1.0979.

a) (Es posible estimar la incertidumbre en estas medicio-
nes? Si es asi, estimela. Si no, explique por qué.

b) (Es posible estimar el sesgo en estas mediciones? Si es
asi, estimelo. Si no, explique por qué.

Se midié ocho veces la longitud de una varilla. Las medi-
ciones en centimetros, en el orden en que fueron tomados,
fueron 21.20, 21.22, 21.25, 21.26, 21.28, 21.30, 21.32 y
21.35.

a) (Estas mediciones parecen ser una muestra aleatoria de
una poblacién de mediciones posibles? ;jPor qué si? o
(Por qué no?

b) (Es posible estimar la incertidumbre en estas medicio-
nes? Explique.

3.2 Combinaciones lineales de las mediciones

A menudo se suman constantes a las mediciones, se multiplican mediciones por constantes,
o se suman dos o mas mediciones. En esta seccién se describe como se afectan las incerti-
dumbres debido a estas operaciones aritméticas. Puesto que las mediciones son variables alea-
torias y las incertidumbres son desviaciones estdndar de estas variables aleatorias, los
resultados que se usan para calcular las desviaciones estdndar de combinaciones lineales de
variables aleatorias se pueden aplicar para calcular las incertidumbres en combinaciones li-
neales de las mediciones. Los resultados para variables aleatorias independientes se presenta-
ron en la seccién 2.5; los resultados mas generales se mostraron en la seccién 2.6. Aqui se
aplican estos resultados a las mediciones independientes. Al final se analizan las mediciones

dependientes.

Se empieza por establecer los resultados bésicos para calcular las incertidumbres en
combinaciones lineales de mediciones independientes y después se continda con algunos

ejemplos.

Si X es una medicion y ¢ es una constante, entonces

ocx = |clox

SiX,..

. » X, son mediciones independientes y cy, . .

(3.3)

., €, Son constantes, entonces

— 2 .2 2.2
Oci X1+ +cn Xy = \/CIGXI +--t+ o P

(3.4)
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El radio de un circulo mide 3.0 = 0.1 cm. Estime la circunferencia y determine la incertidum-
bre en la estimacion.

Solucion

Sea R el radio del circulo. El valor medido de R es de 3.0 cm y la incertidumbre es la desvia-
cion estdndar de esta medicion, que es o = 0.1 cm. La circunferencia estd dada por C = 2nR.
La incertidumbre en C es o, la desviacion estandar de C. Debido a que 27 es una constante,
se tiene

oc = |2m|og (utilizando la ecuacion 3.3)
= (6.28)(0.1 cm)
= 0.63 cm

La circunferencia es 18.84 = 0.63 cm.

Un articulo se forma al colocar dos componentes, uno detrds de otro. Las longitudes de éstos
se miden de manera independiente, por medio de un proceso que da una medicién aleatoria
con incertidumbre 0.1 cm. La longitud del articulo se estima sumando las dos longitudes me-
didas. Suponga que las mediciones son 4.10 y 3.70 cm. Estime la longitud del articulo y de-
termine la incertidumbre en el célculo.

Solucion
Sea X la longitud medida del primer componente y Y la longitud medida del segundo. La es-
timacion de la longitud es 7.80 cm. La incertidumbre es

Oxiy = A /0)2( + cr% (utilizando la ecuacién 3.4 con ¢; = ¢, = 1)

= 0.2+ (0.1)?

=0.14 cm

La estimacion de la longitud es 7.80 = 0.14 cm.

Un topdgrafo mide el perimetro de un terreno rectangular. Toma medidas de dos lados adya-
centes, 50.11 = 0.05 my 75.21 * 0.08 m. Estas mediciones son independientes. Estime el
perimetro del terreno y determine la incertidumbre en la estimacion.

Solucion
Sean X = 50.11 y Y = 75.21 las dos mediciones. El perimetro se estima como P = 2X + 2Y
= 250.64 m y la incertidumbre en P es

Op = O2x+2v

= \/4og + 4oy (utilizando la ecuacién 3.4)
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= /4(0.05)% 4 4(0.08)2
=0.19m

El perimetro es 250.64 = 0.19 m.

E jemplo

En el ejemplo 3.6 el asistente del topdgrafo sugiere que se calcule la incertidumbre en P me-
diante un método diferente. Su razonamiento es que P = X + X + Y + Y, entonces
Op = OX4X+Y+Y
=0k +oi+o7+oj
= 1/(0.05)2 4 (0.05)2 + (0.08)2 + (0.08)>

=0.13m
Este no concuerda con el valor de 0.19 m calculado en el ejemplo 3.6. ;Cual fue la equivoca-
cién?
Solucion

La equivocacidn fue que de los cuatro términos de la suma no todos son independientes. Es-
pecificamente, X + X no es la suma de cantidades independientes y tampoco Y + Y. Con el
fin de utilizar la ecuacién (3.4) para calcular la incertidumbre en P, se debe expresar a P co-
mo la suma de cantidades independientes; es decir, P = 2X + 2Y, como en el ejemplo 3.6.

Mediciones repetidas

Una de las mejores maneras de reducir la incertidumbre es tomar varias mediciones indepen-
dientes y determinar el promedio de ellas. Las mediciones en este caso son una muestra alea-
toria simple de una poblacién y su promedio es la media de la muestra. Los métodos para el
célculo de la media y de la desviacién estdndar de una muestra se presentaron en las seccio-
nes 2.5 y 2.6. Estos métodos se pueden aplicar para calcular la media y la incertidumbre en
el promedio de las mediciones repetidas independientes.

Si Xy, ..., X, son mediciones n independientes, cada una con media u e incertidum-
bre o, entonces la media de la muestra X es una medicion con media
Uy = 1 (3.5)

y con incertidumbre

(3.6)

Con un poco de paciencia se puede ver por qué son importantes estos resultados para
las aplicaciones. De hecho muestran que si se realizan muchas mediciones independientes de
la misma cantidad, entonces el promedio de éstas tiene la misma media de cada medicién in-
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dividual, pero la desviacién estandar se reduce en un factor igual a la raiz cuadrada del tama-
fio de la muestra. En otras palabras, el promedio de varias mediciones repetidas tiene la mis-
ma exactitud y es mds preciso que cualquier tnica medicién.

La longitud de un componente se mide con un proceso cuya incertidumbre es de 0.05 cm. Si
se hicieron 25 mediciones independientes y se utiliza el promedio de éstas para estimar la lon-
gitud, ;cudl serd la incertidumbre? ; Cudnto mas preciso es el promedio de 25 mediciones que
el de una sola medicién?

Solucién

La incertidumbre en el promedio de 25 mediciones es 0.05/ /25 = 0.01 cm. La incertidum-
bre en una sola medicién es 0.05 cm. La incertidumbre en el promedio de las 25 mediciones
independientes es, por tanto, menor que el de una sola medicién por un factor de 5, que es la
raiz cuadrada del nimero de mediciones que se promedian. Por tanto, el promedio de 25 me-
diciones independientes es cinco veces mas preciso que el de una sola medicion.

La masa de una roca se midi6 cinco veces en una balanza cuya incertidumbre no se conoce.
Las cinco mediciones (en gramos) son 21.10, 21.05, 20.98, 21.12 y 21.05. Estime la masa de
la roca y determine la incertidumbre en la estimacion.

Soluciéon

Sea X el promedio de las cinco mediciones y sea s la desviacién estdndar de la muestra. Se
calcula X = 21.06 g y s = 0.0543 g. Utilizando la ecuacién (3.6) se estimaria que la longi-
tud del componente es de X+o / /3. No se conoce o, que es la incertidumbre, o la desvia-
cion estdndar, del proceso de medicion. Sin embargo, se puede aproximar a o con s, la
desviacion estdndar de la muestra de las cinco mediciones. Por tanto, se estima que la masa
de la roca es de 21.06 + 0.0543/+/5,021.06 + 0.02 g.

En el ejemplo 3.6 dos lados adyacentes de un terreno rectangular se calcularon de X = 50.11
*005myY=7521 = 0.08 m. Se supone que el presupuesto para este proyecto es sufi-
ciente para hacer 14 mediciones mds. Cada lado ya se ha medido una vez. Un ingeniero su-
giere asignar las nuevas mediciones a cada lado equitativamente, por lo que éste serd medido
ocho veces. Un segundo ingeniero sugiere hacer las 14 mediciones en el lado mds largo, ya
que ese lado se mide con incertidumbre mds grande. Estime la incertidumbre en el perimetro
bajo cada plan. ;{Con cudl plan se obtiene la incertidumbre mas pequeiia?

Solucion

Con el primer plan, sea X el promedio de las ocho mediciones del lado mds corto y sea Y el
promedio de las ocho mediciones del lado més largo. El perimetro se estimard con 2X + 2V .
La incertidumbre en el perimetro con el primer plan es, por tanto,
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Oyx a7 = (/405 + 407 (utilizando la ecuacién 3.4)

4<UX)2+4(OY>2 (utilizando 1 i6n 3.6)
= —_— — utilizando la ecuacion J.
V8 V8

B \/4(0.05)2 | 40.08°
B 8 8
=0.067 m

Con el segundo plan, el perimetro se estimard con 2X + 2Y, donde X es una sola medicién
del lado mds corto y Y es el promedio de las 15 mediciones del lado mds largo. La incerti-
dumbre en el perimetro con el segundo plan es, por tanto,

Oyrxio7 = 1/ 40 2+ 46% (utilizando la ecuacién 3.4)

2
o
= /40 +4 (é) (utilizando la ecuacién 3.6)
4(0.08)?
= \/4(0.05)2 + u

15
=0.11m

El primer plan es mejor.

Mediciones repetidas con incertidumbres diferentes

A veces al repetir las mediciones se puede tener incertidumbres diferentes. Esto puede ocu-
rrir, por ejemplo, cuando las mediciones se hacen con instrumentos diferentes. La mejor ma-
nera de combinar las mediciones en este caso es con un promedio ponderado, mas que con la
media de la muestra. En los ejemplos 3.11 y 3.12 se analiza esta idea.

Un ingeniero mide el periodo de un péndulo (en segundos) de 2.0 = 0.2 s. Se hizo otra me-
dicién independiente con un reloj mds preciso y el resultado es de 2.2 = 0.1 s. El promedio
de estas dos mediciones es 2.1 s. Determine la incertidumbre en esta cantidad.

Solucion
Sea X la medicién con el reloj menos preciso, por lo que X = 2.0 s, con incertidumbre oy =
0.2 s. Sea Y la medicién con el reloj més preciso, por lo que Y = 2.2 s, con incertidumbre oy
= 0.1 s. El promedio es (1/2)X + (1/2)Y = 2.10 y la incertidumbre en este promedio es
1 1
Oprom = 1/ 7 3+ 103

S PFORC I e
- \/4(0.2) + 0.1

=0.11s
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En el ejemplo 3.11, otro ingeniero sugiere que debido a que Y es una medicién mds precisa
que X, podria ser mds preciso un promedio ponderado en el cual Y fuera més pesado que X que
el promedio no ponderado. Especificamente, el ingeniero sugiere que al elegir una constante
adecuada c entre 0 y 1, el promedio ponderado cX + (1 — ¢)Y podria tener una incertidum-
bre mds pequeiia que el promedio no ponderado (1/2)X + (1/2)Y que se consider6 en el ejem-
plo 3.11. Expresando la incertidumbre en el promedio ponderado c¢X + (1 — ¢)Y en funcién
de ¢ se encuentra el valor de ¢ que minimiza la incertidumbre.

Solucion
La incertidumbre en el promedio ponderado es

o =+/c2o? + (1 —¢)%0}
= 1/0.04c2 + 0.01(1 — ¢)?
= /0.05¢2 = 0.02¢ + 0.01

Ahora se debe encontrar el valor de ¢ que minimiza a o. Esto es equivalente a encontrar el
valor de ¢ que minimice a 0. Al tomar la derivada de o = 0.05¢* — 0.02¢ + 0.01 con res-
pecto a c y se iguala a O:

do?
— =0.10c —0.02=0
dc
Despejando c, se obtiene
c=02
Por tanto, el promedio ponderado més preciso es 0.2X + 0.8Y = 2.16. La incertidumbre en
esta estimacion es

Omejor = \/ (0.2)20% + (0.8)%02 = 1/(0.2)2(0.2)2 + (0.8)2(0.1)2 = 0.09 s

Observe que ésta es menor que la incertidumbre de 0.11 s que se encontré para el promedio
no ponderado que se usé en el ejemplo 3.11.

La razo6n de los coeficientes X y Y en el mejor promedio ponderado es igual a la razén
de las varianzas de Yy X: ooz = 0.14/0.2% = 0.25 = 0.2/0.8 = ¢/(1 — ¢). Por tanto, se puede
expresar los coeficientes en funcién de las varianzas: ¢ = oil(oy + op) = 02 yl—c=
o3/(os + o3) = 0.8. Esta relacién, en general, es valida.

Si X'y Y son mediciones independientes de la misma cantidad, con incertidumbres oy
y oy, respectivamente, entonces el promedio ponderado de X y Y con la incertidum-
bre mas pequefia estd dado cypejor X + (1 — Cpyejor)> ¥ donde

2 2
Oy o
Y X
Cmejor = —5 5 1 — cmejor = B B 3.7
ox +oy ox +oy
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Combinaciones lineales de mediciones dependientes

Imagine que X y Y son mediciones con incertidumbres oy y oy y se desea calcular la incerti-
dumbre en la suma X + Y. Si X y Y son dependientes, la incertidumbre en la suma podria ser
mds grande o menor que en el caso independiente y no se puede determinar con sélo oy y oy.
Por ejemplo, si errores aleatorios positivos en X tienden a ocurrir al lado de errores aleatorios
negativos en Y, y viceversa, aquéllos tenderdn a contrarrestarse cuando se calcula la suma X
+ Y, asf la incertidumbre en X + Y serd mds pequefa que en el caso independiente. Por otro
lado, si los errores aleatorios en X y Y tienden a tener el mismo signo, la incertidumbre en X
+ Y serd mayor que en el caso independiente.

La cantidad que mide la relacién entre los errores aleatorios en X y Y es la covarianza,
que se analiz6 en la seccién 2.6. En general, si X, . . ., X,, son mediciones y si se conoce la
covarianza de cada par de mediciones, se puede utilizar la ecuacién (2.72) (en la seccién 2.6)
para calcular la incertidumbre en una combinacidn lineal de las mediciones.

En la préctica, cuando las mediciones son dependientes, sucede con frecuencia el caso
de que no se conoce lo suficiente acerca de la dependencia para cuantificarla. En estos casos
se puede colocar un limite superior a la incertidumbre de una combinacién lineal de las me-
diciones. Aqui se presenta el resultado; al final de esta seccidn se encuentra su demostracion.

Si X, ..., X,son mediciones y cj, . . . , ¢, SOn constantes, entonces

Oc X1+ +er X, = ICtlox, + -+ |culox, (3.3)

La expresion del lado derecho de la desigualdad (3.8) es una estimacidn conservadora de la
incertidumbre en ¢, X, + ... + ¢, X,

Un topdgrafo estd midiendo el perimetro de un terreno rectangular. Mide dos lados adyacen-
tes de 50.11 £ 0.05 my 75.21 = 0.08 m. Estas mediciones no son necesariamente indepen-
dientes. Determine con una estimacién conservadora la incertidumbre del perimetro del
terreno.

Solucion
Sean X, y X, las dos mediciones. Las incertidumbres son entonces oy, = 0.05y oy, = 0.08
y el perimetro estd dado por P = 2X, + 2X,. Utilizando la desigualdad (3.8), se obtiene

Oop = 02x,42X,
< 20y, + 20y,
= 2(0.05) 4+ 2(0.08)
=0.26 m

La incertidumbre en el perimetro no es mayor que 0.26 m. En el ejemplo 3.6 se calculé que
la incertidumbre era de 0.19 m cuando X y Y son independientes.
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Deduccién de la desigualdad o¢,x,+...+c,x, < [¢qlox, + -« - + [cnlox,

Esta deduccién requiere material de la seccién 2.6. Sean X, . .

sean ¢y, . .

2

., X, variables aleatorias y

., ¢, constantes. Utilizando la ecuacién (2.72) (de la seccion 2.6),

n—1 n
ol =clol +---+c202 +2 cic; Cov(X;, X)
aXi+ - +a X, — V1V X nYX, iCj i Ay

COV(X,', X,)

Ahora py, x, = s
X,0X;

i=1 j=i+1

. Puesto que |py, x| < 1, porlo que

|Cov(X;, X;)| < ox,0x,

Ya que CiCj Cov(X;, Xj) < |Ci||Cj||COV(Xl', Xj)|, por lo que

cicj Cov(X;, X;) < |cillcjlox,ox;

Sustituyendo, se obtiene

2 22

O X1+ - tenXy = C1Ox, T

n—1 n
taog, +2Y Y leallejloxox,  (3.9)

i=1 j=i+1

Puesto que ¢? = |c;|*, el lado derecho de la desigualdad (3.9) se puede factorizar:

n—1 n
2 2 2 2 2
oy 4+ cor +2> > lallejlox,ox, = (lerlox, + -+ + lealow,)
i=1 j=i+1

Sustituyendo en la desigualdad (3.9) y tomando raices cuadradas, se obtiene

Oc X+ +er X, = ICtlox, + - + |calox,

Ejercicios de la seccion 3.2

1. Suponga que X'y Y son mediciones independientes con in-

certidumbres oy = 0.2 'y oy = 0.4. Determine las incerti-
dumbres en las cantidades siguientes:

a) 3X
b) X —-Y
c) 2X +3Y

. Una medicion del didmetro de un cilindro tiene incertidum-

bre de 2 mm. ;Cudntas mediciones se deben hacer para que
se pueda calcular el didmetro con una incertidumbre de s6-
lo 0.5 mm?

. En el articulo “The World’s Longest Continued Series of
Sea Level Observations” (M. Ekman en Paleogeography,
1988:73-77), 1a media del nivel anual de elevacion de la tie-

5.

rra en Estocolmo, Suecia, se estimo de 4.93 = 0.23 mm du-
rante 1774-1884 y de 3.92 = 0.19 mm durante 1885-1984.
Estime la diferencia en la media anual de elevacion entre es-
tos dos espacios de tiempo y determine la incertidumbre en
el calculo.

Un hueco cilindrico es perforado con un bloque de acero y
se fabrica un pistén cilindrico que quepa en el hueco. El
didmetro del hueco es 20.00 = 0.01 cm y el didmetro del
pistén es 19.90 = 0.02 cm. La holgura es la mitad de la di-
ferencia entre los didmetros. Estime la holgura y determine
la incertidumbre en el célculo.

El ancho y la altura de una pieza de madera de 2 X 4 son en
realidad de 1.5 x 3.5 pulg. Suponga que la incertidumbre en es-
tas cantidades es despreciable. La longitud de una pieza de
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2 x4 se mide de 72 = 0.1 pulg. Estime el volumen de la pie-
za de madera y determine la incertidumbre en el estimacion.

El periodo 7 de un péndulo simple estd dado por

T =2n/L/g donde L es la longitud del péndulo y g la
aceleracion debido a la gravedad. Por tanto, si se miden Ly
T, se puede calcular g con g = 4m*L/T°. Suponga que se sa-
be que el periodo es 7= 1.5 s con incertidumbre desprecia-
ble y que se mide L de 0.559 = 0.005 m. Estime g y
determine la incertidumbre en la estimacion.

La ley de Beer-Lambert relaciona la absorbancia A de una
solucién con concentracion C de una especie en solucién
mediante A = MLC, donde L es la longitud de la trayecto-
ria'y M es el coeficiente de absortividad molar. Suponga que
C = 1.25 mol/cm® y L = 1 cm, ambos con incertidumbre
despreciable y que A = 1.30 = 0.05. Estime M y determi-
ne la incertidumbre en la estimacion.

En el flujo de Couette, dos placas planas grandes yacen una
encima de otra, separdndolas una fina capa de fluido. Si se
aplica una fuerza cortante en la placa superior, la viscosidad
del fluido también produce el movimiento de la placa inferior.
La velocidad V en la placa superior en relacién con la placa
inferior esta dada por V = th/u, donde 7es la fuerza cortante
aplicada a la placa superior, £ es el espesor de la capa de flui-
doy w es la viscosidad del fluido. Suponga que . = 1.49 Pa-s
y h = 10 mm, ambos con incertidumbre despreciable.

a) Suponga que T = 30.0 = 0.1 Pa. Estime V' y determine
la incertidumbre en la estimacién aproximada.

b) Si se desea estimar V con una incertidumbre de 0.2
mm/s, ;cudl debe ser la incertidumbre en 7?

De acuerdo con la ley del enfriamiento de Newton, la tem-
peratura 7' de un cuerpo al tiempo ¢ estd dado por 7= T, +
(T, — Ta)efk’, donde 7, es la temperatura ambiente, 7} es la
temperatura inicial y k es la constante de razén de enfria-
miento. Para cierto tipo de recipiente de bebida, el valor de

k se sabe que es 0.025 min .

a) Suponga que T, = 36°F exactamente que 7, = 72.0 =
0.5°F. Estime la temperatura 7 al tiempo ¢ = 10 min y
determine la incertidumbre en la estimacion.

b) Suponga que T, = 72°F exactamente y que 7,, = 36.0 =
0.5°F. Estime la temperatura 7" al tiempo ¢ = 10 min y
determine la incertidumbre en la estimacion.

En el articulo “Influence of Crack Width on Shear Behavior
of SIFCON” (C. Fritz y H. Reinhardt, en High Performan-
ce Fiber Reinforced Cement Composites: Proceedings of
the International RILEM/ACI Workshop, 1992), la maxima
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tension de corte T de un miembro de concreto agrietado es-
td dada por 7= 15(1 — kw), donde 7 es la tensioén de corte
maxima para una grieta de ancho cero, w es el ancho de la
grieta en mm y k es una constante que se estima de los da-
tos experimentales. Suponga que k = 0.29 + 0.05 mm ",
Dado que 7, = 50 MPa 'y w = 1.0 mm, ambos con incerti-
dumbre despreciable, estime 7y determine la incertidumbre
en la estimacion.

Se hacen nueve mediciones independientes de la longitud
de una varilla. El promedio de las nueve mediciones es X
= 5.238 cm y la desviacion estdndar es s = 0.081 cm.

a) (Estd la incertidumbre en el valor 5.238 cm mds cerca
de 0.009, 0.027 0 0.081 cm? Explique.

b) Otra varilla se mide una vez con el mismo proceso. La
medicion es 5.423 cm. ;Estd la incertidumbre de este
valor mas cerca de 0.009, 0.027 o 0.081 cm? Explique.

Cierta balanza tiene una incertidumbre de 3 g y un sesgo de
2g.

a) Se hace una sola medicion en esta balanza. ;Cudles son
el sesgo y la incertidumbre en esta medicion?

b) Se hacen cuatro mediciones independientes en esta ba-
lanza. ;Cuadles son el sesgo y la incertidumbre en el pro-
medio de estas mediciones?

¢) Se hacen 400 mediciones independientes en esta balan-
za. ;Cuales son el sesgo y la incertidumbre en el prome-
dio de estas mediciones?

d) Conforme se hacen mas mediciones, ¢la incertidumbre se
hace mas pequefia, mas grande o permanece constante?

e) Conforme se hacen mas mediciones, /el sesgo se hace
mas pequefio, mds grande o permanece constante?

El volumen de una roca se mide colociandola sobre un cilin-
dro graduado parcialmente lleno de agua y se mide el aumen-
to en el volumen. Se hacen ocho mediciones independientes.
El promedio de las mediciones es 87.0 mL y la desviacién es-
tandar es 2.0 mL.

a) Estime el volumen de la roca y determine la incertidum-
bre en la estimacion.

b) Se hacen ocho mediciones adicionales, hasta hacer un to-
tal de 16. ;Cudl es la incertidumbre, aproximadamente,
en el promedio de las 16 mediciones?

c) Aproximadamente ;cudntas mediciones se necesitarian
para reducir la incertidumbre a 0.4 mL?

Un estudiante mide la constante de un resorte &, se carga un
resorte y se mide la elongacién. (De acuerdo con la ley de
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Hooke, si [ es la carga y e la elongacién, entonces k = l/e.)
Suponga que se hacen cinco mediciones independientes y
los valores medidos de & (en N/m) son 36.4, 35.4, 38.6, 36.6
y 38.0.

a) Estime la constante del resorte y determine la incerti-
dumbre en la estimacion.

b) Determine un valor aproximado para la incertidumbre
en el promedio de las diez mediciones.

¢) (Aproximadamente cudntas mediciones se deben hacer
para reducir la incertidumbre a 0.3 N/m?

d) Un segundo resorte, similar al primero, mide la constan-
te del resorte una vez. El valor medido de k es 39.3.
(Aproximadamente cudl es el valor de la incertidumbre?

Cierto proceso quimico se opera diez veces a temperatura
de 65°C y diez a 80°C. La produccién en cada operacion se
midié como un porcentaje de un maximo tedrico. Los datos
se presentan en la tabla siguiente.

65°C|71.3 69.1 70.3 69.9 71.1 70.7 69.8 68.5 70.9 69.8
80°C|90.3 90.8 91.2 90.7 89.0 89.7 91.3 91.2 89.7 91.1

a) Para cada temperatura, estime la media de la produccion
y determine la incertidumbre en la estimacién.

b) Estime la diferencia entre las medias de las produccio-
nes en las dos temperaturas y determine la incertidum-
bre en la estimacion.

Se pesa un objeto cuatro veces y los resultados, en miligra-
mos, son 234, 236, 233 y 229. Entonces el objeto se pesa
cuatro veces en una balanza diferente y los resultados, en
miligramos, son 236, 225, 245 y 240. Se usard el promedio
de las ocho mediciones para estimar el peso. Alguien sugie-
re estimar la incertidumbre en este célculo de la siguiente
manera: calcule la desviacion estandar de las ocho medicio-
nes. Llame a esta cantidad s. La incertidumbre es entonces
s//8. (Es esto correcto? Explique.

La longitud de un componente se estima por medio de me-
diciones repetidas.

18.

a) Se hacen diez mediciones independientes con un instru-
mento cuya incertidumbre es 0.05 mm. Sea X el prome-
dio de estas mediciones. Determine la incertidumbre en
X.

b) Un nuevo dispositivo de medicion, cuya incertidumbre
es de 0.02 mm, estd disponible. Se hacen cinco medicio-
nes independientes con este dispositivo. Sea Y el pro-
medio de estas mediciones. Determine la incertidumbre
enY .

¢) Con el fin de disminuir la incertidumbre atin més, se de-
cide combinar las estimaciones de X y Y . Un ingenie-
ro sugiere estimar la longitud con (1/2)X + (1/2)Y . Un
segundo ingeniero argumenta que puesto quey estd ba-
sado en diez mediciones mientras que Y estd basado sélo
en cinco, una mejor estimacion es (10/15)7 + (5/15)Y .
Determine la incertidumbre en cada una de estas estima-
ciones. ;Cudl es mds pequefia?

d) Determine el valor ¢ de forma que el promedio pondera-
docX + (1 — c)? tenga una incertidumbre minima.
Determine la incertidumbre de este promedio ponderado.

Las longitudes de dos componentes se medirdn varias ve-
ces. La incertidumbre en cada medicién de la longitud del
primer componente es o; = 0.02 cm y la incertidumbre en
cada medicién de la longitud del segundo componente es o,
=0.08 cm. Sea X el promedio de las mediciones del primer
componente y ¥ el promedio de las mediciones del segun-
do componente. La longitud total de los dos componentes
se estimaré con la cantidad X + Y .

a) Determine la incertidumbre en la longitud total si el pri-
mer componente se mide cuatro veces y el segundo 12
veces.

b) Determine la incertidumbre en la longitud total en fun-
cion de n si el primer componente se mide n veces y el
segundo componente se mide 16 — n veces.

¢) Determine la mejor manera de asignar 16 mediciones
entre los componentes determinando el valor de n que
minimiza la incertidumbre.
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3.3 Incertidumbres para funciones de una medicion

Los ejemplos que se han visto hasta ahora implican calcular incertidumbres en funciones li-
neales de mediciones. En muchos casos se desea estimar la incertidumbre de una funcién no
lineal de una medicién. Por ejemplo, si el radio R de un circulo mide 5.00 = 0.01 cm, ;cudl
es la incertidumbre en el 4rea A? En términos estadisticos, se sabe que la desviacion estandar
oy es de 0.01 cm y se debe calcular la desviacién estdndar de A, donde A es la funcién de R
dada por A = nR%.

El tipo del problema que se desea resolver es: dada una variable aleatoria X, con des-
viacién estdndar conocida oy y dada una funcién U = U(X), como se calcula la desviacién
estandar o ,? Si U es una funcién lineal, los métodos de la seccién 3.2 son aplicables. Si U
no es lineal, atin se puede aproximar o, multiplicando oy por el valor absoluto de la deriva-
da dU/dX. La aproximacion serd buena en tanto oy sea pequeiia.

Si X es una medida cuya incertidumbre oy es pequefia y si U es una funcién de X, en-
tonces

dU

~ | — 3.10
7% | °% (3.10)

ou

En la practica, se evalda la derivada dU/dX en la medicioén observada X.

La ecuacién (3.10) se conoce como la férmula de la propagacion de error. Al final de esta
seccion se proporciona su demostracion.

Las incertidumbres de la propagacion de errores
estan sélo aproximadas

Las incertidumbres calculadas utilizando la ecuacién (3.10) con frecuencia son s6lo simples
aproximaciones. Por esta razon, estas incertidumbres se deben expresar con no mas de dos di-
gitos significativos. Efectivamente, algunos autores sugieren utilizar un solo digito significa-
tivo.

Las funciones no lineales estan sesgadas

Si X es una medicién no sesgada de un valor real uy y si la funcién U = U(X) es una funcién
no lineal de X, entonces en la mayoria de los casos U serd una estimacion sesgada del valor
real U(uy). En la prictica este sesgamiento generalmente se desprecia. Se puede demostrar
con métodos avanzados que el tamafio del sesgamiento depende de manera fundamental de
las magnitudes de oy y de la segunda derivada d”U/dX*. Por tanto, conforme la incertidum-
bre oy sea pequeiia, el sesgamiento en U en general también lo serd, excepto en algunas cir-
cunstancias bastante inusuales cuando la segunda derivada es muy grande. Por supuesto, si X
es una medicidn con sesgamiento no despreciable, entonces el sesgamiento en U podria ser
grande. Estas ideas se analizan atin mds en el ejercicio 22 de los ejercicios adicionales al fi-
nal de este capitulo.
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El radio R de un circulo mide 5.00 = 0.01 cm. Estime el drea del circulo y determine la in-
certidumbre.

Soluciéon

El drea A estd dada por A = TR%. La estimaci6n aproximada de A es 1(5.00 cm)2 = 78.5 cm’.
Ahora, op = 0.01 cm y dA/dR = 2nR = 10w cm. La incertidumbre en A se puede encontrar
como:

dA
dR
= (10r cm)(0.01 cm)

OR

O'AZ‘

=0.31 cm?

Se estima el drea del circulo de 78.5 = 0.3 cm?.

Una roca que se identifica como cuarcita tamafio adoquin tiene una masa m de 674.0 g. Su-
ponga que esta medicion tiene una incertidumbre despreciable. El volumen V de la roca se
medird al colocarla en un cilindro graduado parcialmente lleno de agua y medir el volumen
de agua desplazada. La densidad D de la roca se calculard como D = m/V. Suponga que el
volumen del agua desplazada es 261.0 = 0.1 mL. Estime la densidad de la roca y determine
la incertidumbre.

Solucién

Sustituyendo V = 261.0 mL, la estimacién de la densidad D es 674.0/261.0 = 2.582 g/mL.
Tratando a m = 674.0 como una constante conocida, dD/dV = —674.0/V* = —674.0/(261 .0)2
= —0.010 g/mL>. Se sabe que o, = 0.1 mL. La incertidumbre en D es, por tanto,

dD
dv
= | —0.010/(0.1 g/mL)

Op = oy

= 0.001 g/mL

Se estima la densidad de 2.582 = 0.001 g/mL.

Incertidumbres relativas para funciones de una medicion

Se ha estado llamando a la desviacién estandar o, de una medicién U como la incertidumbre
en U. Un nombre mas completo para o, es la incertidumbre absoluta, ya que se expresa con
las mismas unidades que la medicién U. A veces se desea expresar la incertidumbre como una
fraccion del valor real, la cual (suponiendo que no hay sesgamiento) representa la media de
la medicién wy. De hecho se le llama incertidumbre relativa en U. Esta tdltima también se
denomina coeficiente de variaciéon. En la practica, puesto que u, no se conoce, el valor me-
dido de U se usa en su lugar cuando se calcula la incertidumbre relativa.
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Si U es una medicién cuyo valor real es u; y cuya incertidumbre es o, entonces la
incertidumbre relativa en U es la cantidad o /.

La respectiva incertidumbre es un nimero puro, sin unidades. Con frecuencia se
expresa como porcentaje. En la practica u; no se conoce, por lo que si el sesgamien-
to es despreciable, se estima la respectiva incertidumbre con o ,/U.

Hay dos maneras de calcular la incertidumbre relativa en una cantidad U. Simplemen-
te con sélo utilizar la ecuacién (3.10) para calcular la incertidumbre absoluta o, y dividir en-
tre U. Para desarrollar el segundo método, se calculard la incertidumbre absoluta en In U:

d(InU) oy
St bl

Omu = dU [ U

Esta ecuacién muestra que la incertidumbre absoluta en In U es igual a la incertidumbre rela-
tiva en U. Por tanto, la segunda manera de calcular la incertidumbre relativa en U es calcular
In Uy después utilizar la ecuacién (3.10) para calcular la incertidumbre absoluta en In U.

Hay dos métodos para aproximar la incertidumbre relativa o /U de una funcién U =

UX):

1. Calcule o utilizando la ecuacién (3.10) y después divida entre U.

2. Calcule In U y use la ecuacién (3.10) para encontrar o,;, que es igual a o /U.

Ambos métodos funcionan en cada ejemplo, por lo que se puede utilizar el que sea mas facil
para un problema especifico. Esta eleccidén generalmente se determina por lo que sea mas fa-
cil de calcular, la derivada de U o de In U.

El radio de un circulo mide 5.00 = 0.01 cm. Estime el drea y determine la incertidumbre re-
lativa.

Solucién
En el ejemplo 3.14, el drea A = 7R’ se estim6 de 78.5 = 0.3 cm®. La incertidumbre absoluta
es, por tanto, o4 = 0.3 cm? y la incertidumbre relativa es o ,/A = 0.3/78.5 = 0.004. Por tan-
to, se puede expresar al drea como A = 78.5 cm” * 0.4 por ciento.

Si no se hubiese ya calculado o, serfa mds facil calcular la incertidumbre relativa al
calcular la incertidumbre absoluta en In A. Puestoque InA =Innt + 2In R, d In A/dR = 2/R
= 0.4. La incertidumbre relativa en A es
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(o}
— = OhA

dlnA
dR

= O.4GR

= (0.4)(0.01)

= 0.4%

OR

La aceleracién de una masa que desciende en un plano inclinado sin friccion esta dada por a
= gsenf, donde g es la aceleracion debida a la gravedad y 6 es el dangulo de inclinacién del
plano. Suponga que la incertidumbre en g es despreciable. Si 8 = 0.60 = 0.01 rad, determi-
ne la incertidumbre relativa en a.

Solucién

La incertidumbre relativa en a es la incertidumbre absoluta en Ina. Ahoralna = In g + In-
(sen6), donde In g es constante. Por tanto, d In a/d0 = d In(sen8)/d6 = cosb/senO = cotd =
cot(0.60) = 1.46. La incertidumbre en O es oy = 0.01. La incertidumbre relativa en a es, por

tanto,
Gﬁl
— = Olna
dlna
= 0‘9
do

— (1.46)(0.01)
=1.5%

Observe que la incertidumbre relativa en a = gsen6 no depende de la constante g.

Deduccion de la formula de propagacion de errores

Se deduce la férmula de la propagacion de errores para una funcion no lineal U de una va-
riable aleatoria X aproximdndola con una funcién lineal y después utilizando los métodos
de la seccién 3.2. Para encontrar una aproximacion lineal a U, se usa una serie de Taylor
aproximada a primer orden. Esto se conoce como linealizando el problema; ésta es una
técnica cominmente usada en ciencia e ingenieria.

Sea U(X) una funcién derivable. Sea wy cualquier punto. Entonces si X estd cerca de
My, la serie de Taylor aproximada a primer orden para U(X) es

dUu
U(X) = U(ux) = de(X—Mx) (3.11)

La derivada dU/dX se evalia en jy.



3.3 Incertidumbres para funciones de una medicién 177

Ahora sea X una medicién y sea U(X) (a la que se llamarad U) una cantidad calculada
a partir de X. Sea wy la media de X. Para cualquier medicidn razonablemente precisa, X
estard bastante cerca de uy para que la aproximacion en serie de Taylor sea valida.
Sumando U(wy ) en ambos lados de la ecuacion (3.11) se obtiene

dU
U~U — (X -
(ux)+dX( Hx)

Multiplicando por dU/dX y arreglando los términos

U~ (Uuy) au " du -
~ Hx dxX Mx X
Ahora la cantidad dU/dX es una constante, ya que ésta se encuentra evaluada en py. Por
tanto, la cantidad U(uwy) — (dU/dX)uy es también constante. Por tanto, de la ecuacion
(2.46) (en la seccién 2.5) se tiene que

dUu

U= ax

Ox

Esta es la férmula de propagacién de errores. Cuando se aplica, se evalda la derivada
dU/dX en la medicion observada X, puesto que no se conoce el valor de uy.

Ejercicios de la seccién 3.3

1. Determine la incertidumbre en Y, dado que X = 4.0 £ 0.4y tamente de 5 m y que el tiempo medido es r = 1.01 = 0.02

a) Y=X
b) Y =vX
¢) Y=1/X
d) Y=InX
e) Y=¢"

f) Y = sen X (X estd en unidades de radianes)

. Dado que X y Y estén relacionados por la ecuacién dada y
que X = 2.0 = 0.2, estime Y y determine la incertidumbre
en la estimacion.

a) XY =1

b) XIY =2

c) XJY =3

d) YVX =4

. La aceleracién g debida a la gravedad se estima dejando

caer un objeto y se mide el tiempo que le toma recorrer cier-
ta distancia. Suponga que se sabe que la distancia s es exac-

s. Estime g y encuentre la incertidumbre en la estimacion.
(Observe que g = 23/1‘2.)

. La velocidad V del sonido en el aire a temperatura 7 estd da-

dopor V = 20.04+/T, donde T estd medida en grados kel-
vin (K) y V en m/s. Suponga que 7 = 300 * 0.4 K. Estime
V'y determine la incertidumbre en la estimacion.

. El periodo T de un péndulo simple estd dado por

T = 2mx./L]/g donde L es la longitud del péndulo y g es
la aceleracion debida a la gravedad.

a) Suponga que g = 9.80 m/s’ exactamente y que L =
0.742 = 0.005 m. Estime T y determine la incertidum-
bre en la estimacidn.

b) Suponga que L = 0.742 m exactamente y que 7 = 1.73
+ 0.01 s. Estime g y determine la incertidumbre en la
estimacion.

. La altura 4 de aumento en el vaso capilar del agua en un tubo

de vidrio limpio estd dada por & = k/r, donde r es el radio
del tubo y k es la constante que depende de la temperatura
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del agua. Suponga que a una temperatura de 10°C, k = 7.57
mm?>. Suponga que el radio del tubo es 2.0 = 0.1 mm. Esti-
me /i y determine la incertidumbre en la estimacion.

. La velocidad de friccién F del agua que fluye a través de un

tubo estd dada por F = ./gdh/4l, donde g representa la
aceleracion debida a la gravedad, d el diametro del tubo, /
la longitud del tubo y & la pérdida de carga. Estime F'y de-
termine la incertidumbre en la estimacién, suponga que g =
9.80 m/s” exactamente y que

a) d=0.15my /= 30.0 m, ambos con incertidumbre des-
preciable y 7 = 5.33 £ 0.02 m.

b) h=5.33my!/=30.0m, ambos con incertidumbre des-
preciable y d = 0.15 = 0.03 m.

¢) d=0.15myh = 5.33m, ambos con incertidumbre des-
preciable y / = 30.00 = 0.04 m.

. El indice de refraccion n de una pieza de vidrio estd relacio-

nado con el dngulo critico 6 por n = 1/sen6. Suponga que el
angulo critico se ha medido de 0.70 = 0.02 rad. Estime el
indice de refraccion y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

. La densidad de una roca serd medida colocandola en un cilin-

dro graduado parcialmente lleno de agua y después se mide
el volumen de agua desplazado. La densidad D esta dada
por D = m/(V, — V;), donde m es la masa de la roca, V,, es
el volumen inicial del agua y V| es el volumen del agua mds
la roca. Suponga que la masa de la roca es de 750 g, con in-
certidumbre despreciable y que V, = 500.0 = 0.1 mL y V,
= 813.2 = 0.1 mL. Estime la densidad de la roca y deter-
mine la incertidumbre en la estimacion.

La conversién de cianuro de amonio en urea es una reaccion
de segundo orden. Esto significa que la concentracién C de
cianuro de amonio al tiempo ¢ estd dado por I/C = kt +
1/C,, donde C, es la concentracion inicial y que & es la ra-
z6n constante. Suponga que se sabe que la concentracion
inicial es de 0.1 mol/L exactamente. Suponga que el tiempo
se puede medir con incertidumbre despreciable.

a) Después de 45 minutos se mide la concentracién de cia-
nuro de amonio de 0.0811 %= 0.0005 mol/L. Estime la
razon constante k y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

b) Use el resultado del inciso @) para estimar el tiempo en el
que la concentracion de cianuro de amonio sera de 0.0750
mol/L y determine la incertidumbre en la estimacién.

Convierta las siguientes incertidumbres absolutas en incer-
tidumbres relativas.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) 372 0.1

b) 8.040 = 0.003
c) 936 =37

d) 548 £ 0.3

Convierta las siguientes incertidumbres relativas en incerti-
dumbres absolutas.

a) 48.41 = 0.3%
b) 991.7 + 0.6%
¢) 0.011 * 0.9%
d) 7.86 * 1%

La aceleracién g debida a la gravedad se estima dejando
caer un objeto y se mide el tiempo que le toma recorrer cier-
ta distancia. Suponga que se conoce que la distancia s es
exactamente 2.2 m. El tiempo que se mide es t = 0.67 £
0.02 s. Estime g y determine la incertidumbre relativa en la
estimacion. (Observe que g = 2s/1%)

Con referencia al ejercicio 4, suponga que 7' = 298.4 + 0.2
K. Estime V'y determine la incertidumbre relativa en la es-
timacion.

Con referencia al ejercicio 5.

a) Suponga que g = 9.80 m/s’ exactamente y que L =
0.855 = 0.005 m. Estime 7'y determine la incertidum-
bre relativa en la estimacion.

b) Suponga que L = 0.855 m exactamente y que 7 = 1.856
* 0.005 s. Estime g y determine la incertidumbre rela-
tiva en la estimacion.

Con referencia al ejercicio 6, suponga que el radio del tubo
esr=2.5*0.2mmy que k =7.57 mm* con incertidum-
bre despreciable. Estime / y determine la incertidumbre re-
lativa en la estimacion.

Con referencia al ejercicio 7, estime F'y determine la incer-
tidumbre relativa en la estimacion, suponga que g = 9.80
m/s? exactamente y que

a) d=0.20my /= 35.0 m, ambos con incertidumbre des-
preciable y 4 = 4.51 = 0.03 m.

b) h=4.51my!l=35.0m, ambos con incertidumbre des-
preciable y d = 0.20 = 0.008 m.

¢) d=020myh = 4.51 m, ambos con incertidumbre des-
preciable y [ = 35.00 = 0.4 m.

Con referencia al ejercicio 8, suponga que el angulo critico
se midi6 de 0.90 = 0.01 rad. Estime el indice de refraccion
y determine la incertidumbre relativa en la estimacion.
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19. Con referencia al ejercicio 9, suponga que la masa de la roca a) Después de 30 s, la concentracién C se mide de 0.0038
es 288.2 g con incertidumbre despreciable, el volumen ini- + 2.0 x 10”* mol/L. Estime la razén constante k y de-
cial del agua en el cilindro es 400 = 0.1 mL y el volumen termine la incertidumbre relativa en la estimacién.
de agua mds larocaes 516 = 0.2 mL. Estime la densidad de b) Después de 50 s, la concentracién C se mide de 0.0024

20.

34

laroca y determine la incertidumbre relativa en la estimacion.

+ 2.0 x 10~* mol/L. Estime la razén constante k y de-
termine la incertidumbre relativa en la estimacion.

En una operacion de una reaccién quimica a cierta tempe-
ratura, la concentracion C de cierto reactivo al tiempo ¢ es-
ta dada por 1/C = kt + 1/C,,, donde C es la concentracion
inicial y k es la razén constante. Suponga que se sabe que la
concentracion inicial es 0.04 mol/L exactamente. Suponga
que el tiempo se mide con incertidumbre despreciable.

¢) Denote las estimaciones de la razén constante k en los
incisos @) y b) por k; y k,, respectivamente. La media
geométrica v/ k, k, se usa como estimacion de k. Deter-
mine la respectiva incertidumbre en la estimacion.

Incertidumbres para funciones
de varias mediciones

Con frecuencia se necesita estimar una cantidad como una funcién de varias mediciones. Por
ejemplo, se podria medir la masa m y el volumen V de una roca y calcular la densidad como
D = m/V. En el ejemplo 3.15 se mostré como estimar la incertidumbre en D cuando una de
las cantidades, en este caso V, fue medida con incertidumbre mientras que m se traté como
una constante conocida. Sin embargo, en la préictica se podria necesitar estimar la incertidum-
bre en D cuando tanto m como V se miden con incertidumbre.

En esta seccidn se aprenderd como estimar la incertidumbre en una cantidad que es una
funcién de varias mediciones inciertas independientes. La férmula basica estd dada aqui.

Si X;,X,, . . ., X, son mediciones independientes cuyas incertidumbres oy, oy,, - - .,
Oy, son pequefias y si U = U(X,X,, . . . , X)) es una funcién de X;.X5, . . ., X,, en-
tonces
U \? U \? U \?
2 2 2
o~ o + o + .4 o (312)
v (ax1> % (axz> X2 (ax,,) X
En la practica, se evalian las derivadas parciales en el punto (X,,X5, . . ., X,).

La ecuacion (3.12) representa la formula de propagacion de errores multivariada. Es im-
portante observar que es valida sélo cuando las mediciones X,X,, . . . , X, son independien-
tes. Una deduccion de la férmula se proporciona al final de la seccién. Como en el caso de
una medicidn, las incertidumbres calculadas con la férmula de la propagacién de errores son
frecuentemente aproximaciones.

Las funciones no lineales de las mediciones son, en general, sesgadas (véase el analisis
con respecto a funciones de una medicién en la seccién 3.3). Sin embargo, en tanto las medi-
ciones Xj, . . ., X, no estén sesgadas y las incertidumbres oy, . . ., ox sean todas pequefias,
el sesgamiento en U por lo regular serd lo suficientemente pequefio para despreciarlo. Excep-
ciones a esta regla son bastante inusuales, pueden ocurrir cuando algunas de las derivadas par-
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ciales de segundo o mds alto orden de U con respecto a X; son bastante grandes. Por supues-
to, si una o mas de las X, . . ., X, son considerablemente sesgadas, entonces U podria tam-
bién estarlo. Estas ideas se exploran ain mads en el ejercicio 23 de los ejercicios adicionales
al final de este capitulo.

Ahora se presentan algunos ejemplos que ilustran el uso de la propagacién de errores
multivariada.

Suponga que la masa de una roca se mide de m = 674.0 = 1.0 g y el volumen de la roca se
mide de V = 261.0 = 0.1 mL. Estime la densidad de la roca y determine la incertidumbre en
el célculo en la estimacion.

Solucién
Sustituyendo m = 674.0 gy V = 261.0 mL, la estimacién de la densidad D es 674.0/261.0 =
2.582 g/mL. Puesto que D = m/V, las derivadas parciales de D son

aD 1 »
O —0.0038 mL

adm 1%

0D _ =M 0099 g¢/ml>
— = —=-0. m
FYARRZ g

La incertidumbre en D es, por tanto,

aD\? ), (2D P,
o = —_— g —_— o
b am ) “m T \av ) 7V

= 1/(0.0038)2(1.0)2 + (—0.0099)2(0.1)2

= 0.0040 g/mL

La densidad de la roca es 2.582 = 0.004 g/mL.

Uno de los beneficios de la férmula de propagacion de errores multivariada es que per-
mite determinar las mediciones que contribuyen mds a la incertidumbre en el resultado final.
El ejemplo 3.19 ilustra esto tdltimo.

La densidad de la roca en el ejemplo 3.18 se estimé otra vez con equipo diferente, con el fin
de mejorar la precision. ;Qué mejoraria mds la precision del cdlculo de la densidad: reducir
la incertidumbre en el célculo de la masa a 0.5 g o a 0.05 mL?

Solucion
Del ejemplo 3.18, op = \/ (0.0038)202 + (—0.0099)207. Se ha hecho una eleccién entre te-

ner o,, = 0.5y oy = 0.1, o tener o,, = 1.0 y o, = 0.05. Los resultados de la primera elec-
cién en op = 0.002 g/mL, mientras que en la segunda eleccién en o, = 0.004 g/mL. Es me-
jor reducir ,, 2 0.5 g.
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Dos resistores con resistencias R; y R, estdn conectados en paralelo. La resistencia combina-
da R esta dada por R = (R|R,)/(R; + R,). Si Ry mide 100 £ 10 Qy R, 20 = 1 Q, estime Ry
determine la incertidumbre en la estimacion.

Solucién
La estimacion de R es (100)(20)/(100 + 20) = 16.67 Q. Para calcular o, primero se calcu-
lan las derivadas parciales de R:

R R, V

= (2 ) =0.0278
oR; Ri+ R,

OR R, V
() —0.69%4
0R; Ri+ R,

Ahora o, = 10 Qy o, = 1 Q. Por tanto,

IRY , (2R v,
OR = —]o —)o
K AR, ) BT \aR, ) TR

= 1/(0.0278)2(10)2 + (0.694)2(1)2

=0.75Q

La resistencia combinada es 16.67 = 0.75 Q.

En el ejemplo 3.20, el resistor de 100 = 10 Q se puede reemplazar con uno mas costoso de
100 = 1 Q. (En cuénto se reduciria la incertidumbre en la resistencia combinada por esto ul-
timo? ;Es qtil hacer el reemplazo?

Solucion
Utilizando el método del ejemplo 3.20, la incertidumbre en la resistencia combinada R con el
nuevo resistor seria

V/(0.0278)2(1)2 + (0.694)2(1)2 = 0.69

No hay mucha reduccién de la incertidumbre de 0.75 Q utilizando el resistor viejo. Casi to-
da la incertidumbre en la resistencia combinada se debe a la incertidumbre en el resistor de
20 Q. En este contexto, la que se encuentra en el resistor de 100 € se puede despreciar para
la mayoria de los propésitos practicos. Hay muy poco beneficio en reemplazar este resistor.

Observe que en el ejemplo 3.20, un componente (el resistor de 100 €2) tenia una incerti-
dumbre mas grande, tanto en términos absolutos como relativos del valor medido, que el otro.
Aun asi, el ejemplo 3.21 mostraba que la incertidumbre en la resistencia combinada estaba
s6lo ligeramente afectada por la incertidumbre en este componente. La leccion es que no se



182

CAPITULO 3 Propagacion de errores

puede predecir el impacto de las incertidumbres en las mediciones individuales sobre la in-
certidumbre en el célculo final de las magnitudes de las incertidumbres solas. Se debe utili-
zar la férmula de propagacién de errores.

Incertidumbres para funciones de mediciones dependientes

Si X, X5, . . ., X,, no son independientes, la incertidumbre en una funcién U = U(X, X>, . . .,
X,) se puede estimar si se conoce la covarianza de cada par (X;, X;). (La covarianza se anali-
za en la seccién 2.6.) En muchas situaciones, las covarianzas no se conocen. En estos casos,
se puede hacer una estimacion conservadora de la incertidumbre en U. Aqui se presenta este
resultado.

Si X, X5, . . ., X, son mediciones cuyas incertidumbres Ox,; Ox, - - - » Ox, SON PE-
quefas y si U = U(X;, X, . . ., X,,) es una funcién de (X;, X,, . . ., X,), entonces una
estimacién conservadora de o, estd dada por

< U 1k U + -+ U (3.13)
o — |0 — |0 .- — | -
U=lax | T x| X, |

En la practica se evaldan las derivadas parciales en el punto (X;, X5, . . ., X,).

La desigualdad (3.13) es valida en casi todas las situaciones practicas; en principio
puede fallar si algunas de las segundas derivadas parciales de U son muy grandes.

Con referencia al ejemplo 3.20, determine una estimacién conservadora para la incertidum-
bre en la resistencia R total si no se sabe si R; y R, son independientes.

Solucion
Se tiene oz, = 10 Q, o, = 1 Q, IR/IR, = 0.0278, y dR/OR, = 0.694. Por tanto,

_|oR ML

o — | O —_—

R=1aRr|"® " |oRr,| ™
— (0.0278)(10) + (0.694)(1)
=097 Q

La incertidumbre en la resistencia total se estimé conservadoramente de 0.97 Q. En el ejem-
plo 3.20 se calcul6 la incertidumbre de 0.75 Q cuando R, y R, son independientes.

Incertidumbres relativas para funciones de varias mediciones

En la seccién 3.3 se presentaron los métodos para calcular las incertidumbres relativas para
funciones de una variable. Los métodos de cdlculo de incertidumbres relativas para las fun-
ciones de varias variables son similares.
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Hay dos métodos para aproximar la incertidumbre relativa o/U en una funcién U =
UX,. Xy, ..., X))

1. Calcule o utilizando la ecuacién (3.12) y después divida entre U.
2. Calcule In U y después use la ecuacion (3.12) para encontrar o, que es igual
ao U/ U.

Ambos métodos funcionan en cada ejemplo, por tanto se puede utilizar cualquiera de los dos,
el que sea mas fécil, para un problema especifico. Esta eleccion se determina generalmente
por lo que sea mas facil para calcular las derivadas parciales de U o de In U.

Dos lados perpendiculares de un rectangulo se midende X = 2.0 = 0.1cmy Y = 3.2 £ 0.2
cm. Determine la incertidumbre relativa en el area A = XY.

Soluciéon
La incertidumbre relativa se calcula facilmente encontrando la incertidumbre absoluta en In
A =1InX + In Y. Se inicia calculando las derivadas parciales de In A:

A 1
A~ 050

8lnA_1
X X Yy

— =0.31
Y

Se ha dado que oy = 0.1 y oy = 0.2. La incertidumbre relativa en A es

oA dlnA\> ALY :

— = OphaA = o o

A 39X X aY v
= \/(0.50)2(0.1)2 + (0.31)%(0.2)*
= 0.080

La incertidumbre relativa en A es 0.080 u 8%. El drea del rectdngulo es 6.4 cm® * 8%.

Una maquina de Atwood consta de dos masas X y Y (X > Y) fijas en los extremos de una cuer-
da ligera que pasa por una polea ligera sin friccién. Cuando se sueltan las masas, la mas gran-
de X se acelera hacia abajo con una aceleracién

X-Y
X+Y

a=g

Suponga que Xy ¥ se miden como X = 100 = 1 gy Y = 50 = 1 g. Suponga que g, la acele-
racién debida a la gravedad, es conocida con incertidumbre despreciable. Encuentre la incer-
tidumbre relativa en la aceleracion a.
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Solucién

La incertidumbre relativa en a es igual a la incertidumbre absolutaenIna = In g + In(X —
Y) — In(X + Y). Tratamos a g como una constante, ya que su incertidumbre es despreciable.
Las derivadas parciales son

dlna 1 1

= — =0.0133
0X X—-Y X+4Y
dIna 1 1

= — — = —0.0267
aY X-Y X+Y

Las incertidumbres en X y Y son oy = oy = 1. La incertidumbre relativa en a es

04 dlna\’ , , (Ina S
— = Olng = o o
a 39X X aY v

= 1/(0.0133)2(1)% 4 (—0.0267)2(1)2

= 0.030

La incertidumbre relativa en a es 0.030, o 3%. Observe que este valor no depende de g.

Deduccién de la férmula de propagacion de errores multivariada

Se deduce la férmula de propagacion de errores para una funcién no lineal U de una va-
riable aleatoria X al aproximar a la funcién con una funcién lineal multivariada (es decir,
al linealizar el problema) y después utilizando los métodos de la seccién 3.2. Para encon-
trar una aproximacion lineal para U se usa una aproximacion con una serie de Taylor de
primer orden. Sea U = U(X,,X,, . . . , X,,) una funcién cuyas derivadas parciales existen.
Sea (w4, - - - » 4,) un punto. Entonces si X;,X,, . . ., X, son cercanas a y,ty, - - - , My
respectivamente, la linealizacién de U es

aU
U(X]7X27~"5Xn) - U(I'Lla M2, "-7/‘1’7!) ~ W(Xl _l"l’])
1

+ U X — 4+ 2 X — )
8X2 2 12%) 8Xn n Mn

Cada derivada parcial se evalda en el punto (@, &y, - - - , Ly)-

Si X, X5, . .., X, son mediciones independientes, la aproximacion lineal conduce a
un método para aproximar la incertidumbre en U, dadas las incertidumbres en X, X,, . . .,
X,. La deduccion es similar al caso de una variable que se present6 al final de la seccién

3.3. Sean w, Wy, - . . , i, las medias de X, X», . . ., X,, respectivamente. Entonces para
cualesquiera mediciones razonablemente precisas, X;, X,, . . . , X,, estardn bastante cerca
de w;, wy, - - ., , para que la linealizacion sea valida.

Se puede reescribir la ecuacion (3.14) como
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U=~ (U( ) e e -
K1y U2y e vy Un 8X1’“ 3X2“2 aX,,M" (3.15)
4= ou X + U X, + A X
ox, ' ax, 90X, "

Las cantidades dU/dX;, 0U/0X,, . .
en el punto (w;, ws, - - .

., dU/9X,, son todas constantes, puesto que se evalian
, 4,)- Por tanto, la cantidad

oU U oU

Uiy, o, ..., — il = —fllp — o0 = ——
(1, 2 n) 8X1m axzm aXn“”

también es constante. En este contexto, de la ecuacion (2.40) (de la seccion 2.5) y de la
ecuacion (3.4) (de la seccion 3.2) se tiene que

8U22+8U22+ +8U22
oy ~ — ) o — ) o — || @
v ox, ) 0 T \ax, ) X 80X, )

Ejercicios de la seccion 3.4

1. Determine la incertidumbre en U, suponiendo que X = 10.0 4. Una manera de medir el contenido de agua en una tierra es

£05Y=5+01y

a)y U=XY
by U=X*+ Y
o) U= X+ Y2

. Con referencia al ejercicio 8 de la seccién 3.2, suponga que
7=30.0*0.1Pa,h=10.0 £ 0.2 mmy p = 1.49 Pa-s con
incertidumbre despreciable.

a) Estime V'y determine la incertidumbre en la estimacién.

b) (Qué proveeria una reduccién mas grande en la incerti-
dumbre en V: reducir la incertidumbre en 7a 0.01 Pa o
reducir la incertidumbre en /4 a 0.1 mm?

. Entra aire en un compresor con una presion P; y sale con
una presiéon P,, la presién intermedia estd dada por
Py = /P, P,. Suponga que P, = 10.1 = 0.3 MPay P, =
20.1 = 0.4 MPa.

a) Estime P; y determine la incertidumbre en la estima-
cién.

b) (Qué proveeria una reduccién mas grande en la incerti-
dumbre en P;: reducir la incertidumbre en P, a 0.2 MPa
o reducir la incertidumbre en P, a 0.2 MPa?

pesarla antes y después de secarla en un horno. El conteni-
do de aguaes W = (M, — M,)/M,, donde M, es la masa an-
tes de secarla y M, después de secarla. Suponiendo que M,
=132 = 0.0l kgy M, = 1.04 = 0.01 kg.

a) Estime Wy determine la incertidumbre en la estima-
cién.

b) ;Qué proveeria una reduccién mds grande en la incerti-
dumbre en W: reducir la incertidumbre en M; a 0.005 kg
o reducirla en M, en 0.005 kg?

. La ecuacion de lentes dice que si un objeto se coloca a una

distancia p de una lente y se forma una imagen a una dis-
tancia g de aquélla, entonces la longitud focal f satisface la
ecuacion 1/f = 1/p + 1/q. Supongap =23 £ 02cmy ¢q
=3*02cm.

a) Calcule f'y determine la incertidumbre.

b) {Qué proveeria una reduccién mds grande en la incerti-
dumbre en f: reducir la incertidumbre en p a 0.1 cm o en
ga0.1 cm?

. La presion P, temperatura 7'y volumen V de una mol de gas

ideal estd relacionada con la ecuaciéon PV = 8.31 T, cuando
P se mide en kilopascales, T se mide en grados Kelviny V
se mide en litros.
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a) Suponga que P = 24252 = 0.03 kPay V = 10.103 =
0.002 L. Estime 7'y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

b) Suponga que P = 242.52 = 0.03 kPay T = 290.11 =
0.02 K. Estime V'y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

¢) Suponga que V = 10.103 = 0.002 Ly T = 290.11 =
0.02 K. Estime P y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

Con referencia al ejercicio 7 en la seccion 3.3, suponga que
g =9.80 m/s? exactamente, d = 0.18 = 0.02 m, h = 4.86
*0.06 my ! =32.04 = 0.01 m. Estime F'y determine la
incertidumbre en la estimacion.

En el articulo “Temperature-Dependent Optical Constants
of Water Ice in the Near Infrared: New Results and Critical
Review of the Available Measurements” (B. Rajaram, D.
Glandorf y colaboradores, en Applied Optics, 2001:4449-
4462), el indice imaginario de refraccion del agua congela-
da se presenta para diferentes frecuencias y temperaturas. A
frecuencia de 372.1 cm ™'y temperatura de 166 K, el indi-
ce se estima de 0.00116. A la misma frecuencia y a tempe-
ratura de 196 K, el indice se estima de 0.00129. La
incertidumbre se reporta de 10™* para cada uno de estos in-
dices. La razén de los indices se estima de 0.00116/0.00129
= 0.899. Determine la incertidumbre en esta razon.

Con referencia al ejercicio 10 de la seccién 3.2, suponga
que Ty =50 £ 1 MPa,w = 1.2 * 0.l mmy k = 0.29 =
0.05 mm .

a) Estime Ty determine la incertidumbre en la estimacién.

b) (Qué proveeria una reduccién mas grande en la incerti-
dumbre en T: reducir la incertidumbre en 7, a 0.1 MPa,
enwa 0.0l mm, oenka0.025 mm ™ 1?

¢) Un nuevo proceso algo mas costoso permitiria que tan-
to 7, como w sean medidos con incertidumbre despre-
ciable. ; Vale la pena implementar el proceso? Explique.

De acuerdo con la ley de Snell, el angulo de refraccioén 6,
de un rayo de luz que viaja en un medio cuyo indice de re-
fraccion n estd relacionado con el dngulo de incidencia 6,
de un rayo que estd viajando en el vacio por medio de la
ecuacion senf; = n senf,. Suponga que 6, = 0.3672 *
0.005 rad y 6, = 0.2943 £ 0.004 rad. Estime n y determi-
ne la incertidumbre en la estimacion.

Arquedlogos que estudian los métodos de almacenamiento
de carne empleados en el territorio Nunamiut, en Alaska,
han desarrollado un indice de secado de carne. Lo que sigue

12.

13.

14.

es una version ligeramente simplificada del indice en el ar-
ticulo “A Zooarchaeological Signature for Meat Storage:
Rethinking the Drying Utility Index” (T. Friesen, en Ameri-
can Antiquity, 2001:315-331). Sea m el peso de carne, b el
peso del hueso y g el peso neto de alguna parte del caribu.
El indice de secado de carne y estd dado por y = mb/g. Su-
ponga que para una costilla especial del caribd, se hicieron
las siguientes mediciones (en gramos): ¢ = 3 867.4 + 0.3,
b=1037.0=*=02,m=26504 = 0.1.

a) Estime yy determine la incertidumbre en la estimacion.

b) (Qué proveeria una reduccién mds grande en la incerti-
dumbre en y: reducir la incertidumbre en g a 0.1 g, en b
a0.1 g,oenma0?

La resistencia R (en ohms) de un conductor cilindrico esta
dado por R = ki/d’, donde [ es la longitud, d es el didmetro
y k es una constante de proporcionalidad. Suponga que [ =
14*+01cmyd=44%0.1cm.

a) Estime Ry determine la incertidumbre en la estimacion.
Su respuesta estard en relacion con la constante de pro-
porcionalidad k.

b) ;Qué proveeria una reducciéon mas grande en la incerti-

dumbre en R: reducir la incertidumbre en / a 0.05 cm o
enda0.05 cm?

Un cable cilindrico de radio R se alarga cuando se somete a
una fuerza de tensién F. Sea L la longitud inicial del cable
y L, la longitud final. El médulo de Young para el material
estd dado por

v FL,
T mRX(L, — Lo)

Suponga que F =800 = I N,R = 0.75 = 0.1 mm, L, = 25
*0.1lmmyL, =30 % 0.1 mm.

a) Estime Yy determine la incertidumbre en la estimacion.

b) De las incertidumbres en F, R, Ly y L;, s6lo una tiene
un efecto no despreciable en la incertidumbre en Y.
(Cudl es?

De acuerdo con la ley del enfriamiento de Newton, el tiem-
po t necesario para que un objeto con una temperatura ini-
cial 7| se enfrie a la temperatura 7 con una temperatura del
ambiente 7, estd dada por

e (T, —T,) In(T—T,)
- k k

donde k es una constante. Suponga que para cierto tipo de
recipiente, k = 0.025 min”'. Sea 7 el niimero de minutos ne-
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cesario para enfriar el recipiente a 50°F. Suponga que 7, =
70.1 = 0.2°Fy T, = 35.7 = 0.1°F. Estime ¢ y determine la
incertidumbre en la estimacion.

15. Con referencia al ejercicio 14, en un experimento para de-
terminar el valor de k, la temperatura 7 al tiempo ¢ = 10 min
se mide de 7 = 54.1 £ 0.2°F. Suponga que 7, = 70.1 =
0.2°Fy T, = 35.7 = 0.1°F. Estime k y determine la incerti-
dumbre en la estimacion.

16. El desplazamiento vertical v de una grieta infiltrada con fi-
bra de concreto en un miembro a una tensién de corte maxi-
ma estd dada por v = a + bw, donde w es el ancho de la
grieta y se estima a y b a partir de los datos como a = 2.5 *
0. mmyb = 0.05 = 0.01. Supongaque w = 1.2 = 0.1 mm.

a) Estime vy determine la incertidumbre en la estimacién.

b) De las incertidumbres en w, a y b, s6lo una tiene un efec-
to en la incertidumbre no despreciable en v. ;Cudl es?

17. La forma de una bacteria se puede aproximar con un cilin-
dro de radio ry altura i terminado en cada extremo con un
hemisferio. El volumen y el drea superficial de la bacteria
estan dados por

V =ar*(h+4r/3)
S =2ar(h+2r)

Se sabe que la razén R con la que se absorbe una sustancia
quimica en la bacteria es R = ¢ (s/V), donde ¢ es una cons-
tante de proporcionalidad. Suponga que para cierta bacteria,
r=09*01lpumyh=17=*0.1pum.

a) ¢Los valores calculados de S y V son independientes?
Explique.

b) Suponiendo que las mediciones de r y h sean indepen-
dientes, estime R y determine la incertidumbre en la es-
timacion. Su respuesta estard en relacion con c.

18. Estime U y determine la incertidumbre respectiva en la es-
timacion, suponiendoque X =5 = 0.2, Y =10 * 05y

a) U=XJY
by U=2Y/VX
) U=X*+7Y?

19. Con referencia al ejercicio 8 en la seccién 3.2, suponga que
7=352%+0.1Pa,h =120 =03 mmy u = 1.49 Pa-s con
incertidumbre despreciable. Estime V' y determine la incer-
tidumbre relativa en la estimacion.
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20). Con referencia al ejercicio 3, suponga que P; = 15.3 = 0.2
MPay P, = 25.8 = 0.1 MPa. Estime P; y determine la in-
certidumbre relativa en la estimacion.

21. Con referencia al ejercicio 5, suponga que p = 4.3 + 0.1
cmyqg = 2.1 £0.2 cm. Estime fy determine la incertidum-
bre relativa en la estimacion.

22. Con referencia al ejercicio 6.

a) Suponga que P = 22451 = 0.04 kPay V = 11.237 *
0.002 L. Estime 7'y determine la incertidumbre relativa
en la estimacion.

b) Suponga que P = 224.51 = 0.04 kPay T = 289.33 *
0.02 K. Estime V' y determine la incertidumbre relativa
en la estimacion.

¢) Suponga que V = 11.203 = 0.002 Ly 7= 289.33 =
0.02 K. Estime P y determine la incertidumbre relativa
en la estimacion.

23.Con referencia al ejercicio 10, estime n y determine la
incertidumbre relativa en la estimacion, de las siguientes
mediciones: 6, = 0.216 = 0.003 rad y 6, = 0.456 =
0.005 rad.

24. Con referencia al ejercicio 12, suponga que / = 10 cm =
0.5% y d =104 cm = 0.5%.

a) Haga una estimacion de R y determine la incertidumbre
relativa en la estimacién. ;La incertidumbre relativa de-
pende de k?

b) Suponga que ya sea [ o d se puede volver a medir con
una incertidumbre relativa de 0.2%. ;Cudl se debe vol-
ver a medir para dar una mejoria mas grande en la incer-
tidumbre relativa de la resistencia?

25. Con referencia al ejercicio 13, suponga que F = 750 = 1 N,
R=1065*0.09mm,Ly=237*02mmyL, =277 %
0.2 mm. Estime Y y determine la incertidumbre relativa en
la estimacion.

26. Con referencia al ejercicio 14, suponga que T, = 73.1 =
0.1°F, T, = 37.5 = 0.2°F, k = 0.032 min~' con incertidum-
bre despreciable y 7= 50°F exactamente. Estime ¢ y deter-
mine la incertidumbre relativa en la estimacion.

27. Con referencia al ejercicio 17, suponga que para cierta bac-
teriar =08 £ 0.l umyh =19 * 0.1 um.

a) Estime Sy determine la incertidumbre relativa en la es-
timacion.
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b) Estime V'y determine la incertidumbre relativa en la es-
timacion.

¢) Estime Ry determine la incertidumbre relativa en la es-
timacion.

d) ;La incertidumbre relativa en R depende de c?

Ejercicios adicionales del capitulo 3

1.

Suponga que X, Y'y Z son mediciones independientes con X
=25*1,Y=5=*03yZ=3.5=*0.2. Determine las in-
certidumbres en cada una de las cantidades siguientes:

a) X+YZ
by X/(Y —Z)
) XJY +éZ
d) XIn(Y? + Z)

Suponga que X, Yy Z son mediciones independientes y que
la incertidumbre relativa en X es 5%, en Yes 10% y en Z es
15%. Determine la incertidumbre relativa en cada una de las
cantidades siguientes:

a) XY/Z
by X¥2(yz)'?
o) X3JZ]Y

Un articulo se forma colocando dos componentes uno tras
otro. La longitud de cada componente serd medido.

a) Si la incertidumbre en la medicién de la longitud de ca-
da componente es 0.1 mm, ;cudl es la incertidumbre en
la longitud combinada de los dos componentes?

b) Si se desea estimar la longitud del articulo con una in-
certidumbre de 0.05 mm, ;cudl debe ser la incertidum-
bre en la medicion de cada componente? Suponga que
las incertidumbres en las dos mediciones son iguales.

Para algunas mutaciones genéticas, se piensa que la fre-
cuencia del gen mutante en los hombres aumenta lineal-
mente con la edad. Si m, es la frecuencia a la edad ¢, y m,
es la frecuencia a la edad t,, entonces la razén anual de au-
mento se estima con r = (m, — m;)/(t, — t,). En un andlisis
de reacciones en la cadena de la polimerasa, la frecuencia en
hombres de 20 afios se calculé de 17.7 = 1.7 por ug de ADN
y la frecuencia en hombres de 40 afios se calcul6 de 35.9 *
5.8 por ug de ADN. Suponga que la edad se mide con in-
certidumbre despreciable.

28. Sean X y Y mediciones independientes y sean c, 'y m cons-

tantes. Demuestre que la incertidumbre relativa en U =
X'Y" es

a) Estime la razén anual del aumento y determine la incer-
tidumbre en la estimacién.

b) Determine la incertidumbre relativa en la estimacién de
la razon del aumento.

La ecuacion de Darcy-Weisbach establece que la potencia
de la capacidad de generacion en un sistema hidroeléctrico
que se pierde debido a la pérdida de carga estd dada por
P = ny0OH, donde 1 es la eficiencia de la turbina, ¥ la gra-
vedad especifica del agua, Q la razén de flujo y H la pérdi-
da de carga. Suponga que 1 = 0.85 = 0.02, H = 3.71 *
0.10m, Q = 60 = 1 m*s y ¥ =9 800 N/m’ con incertidum-
bre despreciable.

a) Estime la pérdida de potencia (las unidades seran watts)
y determine la incertidumbre en la estimacion.

b) Determine la incertidumbre relativa en la estimacién en
la pérdida de potencia.

¢) (Qué proveeria una reduccién mas grande en la incerti-
dumbre en P: reducir la incertidumbre en 172 0.01, en H
a0.050en Qa0.5?

Sean A y B dos variantes (alelos) del ADN en cierta ubica-
cién en el genoma. Sea p la proporcion de alelos en una po-
blacién que son del tipo A y ¢ del tipo B. El principio de
equilibrio Hardy-Weinberg establece que la proporcién P,p
de organismos que son del tipo AB es igual a pq. En una vi-
sién general de poblacién de una especie especial, la pro-
porcién de alelos de tipo A se estima de 0.360 = 0.048 y la
del tipo B se estima independientemente de 0.250 = 0.043.

a) Estime la proporcion de organismos que son de tipo AB
y determine la incertidumbre en la estimacion.
b) Determine la incertidumbre relativa en la proporcién.

¢) (Qué proveeria una reduccién mas grande en la incerti-
dumbre en la proporcién: reducir la incertidumbre en la
proporcién del tipo A a 0.02 o del tipo B a 0.02?
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La capacidad calorifica de un calorimetro se sabe que es de
4 kJ/°C, con incertidumbre despreciable. El nimero de ca-
lorfas alimentarias (kilocalorias) por gramo de una sustan-
cia estd dado por C = cH(AT)/m, donde C es el nimero de
calorfas alimentarias, H la capacidad calorifica del calori-
metro, AT el aumento en la temperatura en °C causado por
quemar la sustancia en el calorimetro, m la masa de la sus-
tancia en gramos y ¢ = 0.2390 cal/k] es el factor de conver-
sion de kilo joules a calorias alimentarias. Una cantidad de
mayonesa con masa 0.40 = 0.01 g es quemada en un calo-
rimetro. El aumento de la temperatura es 2.75 = 0.02°C.

a) Estime el nimero de calorias alimentarias por gramo de
mayonesa y determine la incertidumbre en la estimacion.

b) Determine la incertidumbre relativa en el ndmero esti-
mado de calorias alimentarias.

¢) (Qué proveeria una reduccién mas grande en la incerti-
dumbre en C: reducir la incertidumbre en la masa a
0.005 goen AT a 0.01°C?

Se hicieron 22 mediciones independientes de la dureza de
una soldadura, utilizando la balanza A de Rockwell. El pro-
medio fue de 65.52 y la desviacién estdndar de 0.63.

a) Estime la dureza de esta soldadura y determine la incer-
tidumbre en la estimacion.

b) En una sola medicién hecha de la dureza de otra solda-
dura del mismo metal base, la medicion es de 61.3.
(Cudl es la incertidumbre en esta medicién?

El articulo “Insights into Present-Day Crustal Motion in the
Central Mediterranean Area from GPS Surveys” (M. Anzi-
dei, P. Baldi y colaboradores, en Geophysical Journal Inter-
national, 2001:98-100) informa que los componentes de la
velocidad de la corteza terrestre en Zimmerwald, Suiza, son
22.10 = 0.34 mm/afio en direccion norte y 14.3 = 0.32
mm/afo en direccion este.

a) Estime la velocidad de la corteza terrestre y determine la
incertidumbre en la estimacion.

b) Utilizando la respuesta del inciso (a), estime el nimero
de aflos que le tomard a la corteza desplazarse 100 mm
y determine la incertidumbre en la estimacion.

10. Si dos gases tienen masas molares M, y M,, la ley de Gra-

ham establece que la razén R de sus tasas de efusién a tra-
vés de una pequefia abertura estd dada por R = /M, /M.
La tasa de efusion de un gas desconocido que pasa a través
de una pequeiia abertura se midi6 de 1.66 = 0.03 veces mas
grande que la tasa de efusion del didxido de carbono. La
masa molar de éste se puede tomar igual a 44 g/mol con in-
certidumbre despreciable.
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a) Estime la masa molar del gas desconocido y determine
la incertidumbre en la estimacidn.

b) Determine la incertidumbre relativa en la estimacion de
la masa molar.

11. Un articulo laminado estd hecho de seis capas. Las dos ex-

teriores tienen un espesor de 1.25 = 0.10 mm y las cuatro
interiores tienen un espesor de 0.80 = 0.05 mm. Suponga
que los espesores de las capas son independientes. Estime
el espesor del articulo y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

12. El articulo “Effect of Varying Solids Concentration and Or-

ganic Loading on the Performance of Temperature Phased
Anaerobic Digestion Process” (S. Vanderburgh y T. Ellis, en
Water Environment Research, 2002:142-148) analiza experi-
mentos para determinar el efecto de la concentracion de soli-
dos en el desarrollo de los métodos de tratamiento para lodos
de agua residuales. En el primer experimento, la concentra-
cion de solidos (en g/L) fue 43.94 = 1.18. En el segundo,
que era independiente del primero, la concentracién era
48.66 = 1.76. Estime la diferencia en la concentracién en-
tre dos experimentos y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

13. En el articulo “Measurements of the Thermal Conductivity

and Thermal Diffusivity of Polymer Melts with the Short-
Hot-Wire Method” (X. Zhang, W. Hendro y colaboradores,
en International Journal of Thermophysics, 2002:1077-
1090), la difusién térmica de un liquido medido por el mé-
todo transitorio del alambre corto caliente estd dado por

VIA
A=
wla

donde A es la difusién térmica; V'y I el voltaje y la corrien-
te aplicada al alambre caliente, respectivamente; / la longi-
tud del alambre; y A y a las cantidades que implican la
temperatura, cuyos valores se estiman por separado. En es-
te articulo, las incertidumbres relativas de estas cantidades
estan dadas de la siguiente manera: V, 0.01%; I, 0.01%; I,
1%:; A, 0.1%; a, 1%.

a) Encuentre la incertidumbre relativa en A.

b) ;Qué reduciria mas la incertidumbre relativa: disminuir
la incertidumbre relativaen [ a 0.5 % o reducir las incer-
tidumbres relativas en V, I, y A para cada una a 0?

14. Un cable estd formado por varios alambres paralelos. La

fuerza del cable se puede estimar de las intensidades de los
alambres por separado por cualesquiera de los dos métodos.
En el método del cable diictil, su fuerza se estima como la
suma de las intensidades de los alambres. En el método de
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cable quebradizo, su fuerza se estima como la fuerza del
alambre mds débil multiplicada por el nimero de alambres.
Un cable especial estd compuesto de 12 alambres. Cuatro
de ellos tienen una fuerza de 6 000 = 20 1b, cuatro mds de
5700 = 30 1b y otros cuatro de 6 200 = 40 Ib.

a) Estime la fuerza del cable y determine la incertidumbre
en la estimacion, utilizando el método de cable dictil.

b) Estime la fuerza del cable y determine la incertidumbre
en la estimacion, utilizando el método de cable quebra-
dizo.

15. Con referencia al ejercicio 14, un cable estd compuesto de

16 alambres. La fuerza de cada uno es 5 000 = 20 Ib.

a) (La fuerza estimada del cable serd la misma con el mé-
todo de cable dictil como con el método de cable que-
bradizo?

b) (La incertidumbre en la fuerza estimada del cable sera la
misma con el método de cable dictil como con el méto-
do de cable quebradizo? Explique por qué si o por qué no.

16. La media de la produccién del proceso A se estima de 80 +

5, donde las unidades son el porcentaje de un maximo teé-
rico. La media de la produccion del proceso B se estima de
90 = 3. El aumento relativo obtenido del proceso B se esti-
ma de (90 — 80)/80 = 0.125. Determine la incertidumbre
en la estimacion.

17.La razén de flujo del agua por un tubo cilindrico estd dado

por Q = v, donde r es el radio del tubo y v es la veloci-
dad de flujo.

a) Suponga que r = 3.00 = 0.03 y v = 4 = 0.2 m/s. Esti-
me Q y determine la incertidumbre en la estimacion.

b) Suponga que r =4.00 = 0.04myv =2 =* 0.1 m/s. Es-
time Q y determine la incertidumbre en la estimacion.

¢) Siry vno se han medido, pero se sabe que la incerti-
dumbre relativa en r es 1% y que la incertidumbre relati-
va en v es 5%, jes posible calcular la incertidumbre
relativa en Q? Si es asi, calcule la incertidumbre relativa.
Si no, explique qué informacion adicional se necesita.

18.La conversién del ciclobutano (C,Hy) a etileno (C,H,) es

una reaccién de primer orden. Esto significa que la concen-
tracién de ciclobutano al tiempo ¢ estd dada por In C = In C,
— kt, donde C es la concentracién al tiempo ¢, C, es la con-
centracion inicial, ¢ es el tiempo desde que la reaccién em-
pezd y k es la razén constante. Suponga que C, = 0.2 mol/L
con incertidumbre despreciable. Después de 300 segundos
a temperatura constante, la concentracién se mide de C =

0.174 = 0.005 mol/L. Suponga que el tiempo se puede me-
dir con incertidumbre despreciable.

a) Estime la razoén constante k y determine la incertidum-

bre en la estimacién. Las unidades de k serdn s .

b) Determine la incertidumbre relativa en k.

¢) La vida media ¢, de la reaccién es el tiempo que se ne-
cesita para que la concentracion se reduzca a la mitad de
su valor inicial. La vida media estd relacionada con la
razén constante por ¢, = (In 2)/k. Utilizando el resulta-
do que encontré en el inciso (a), determine la incerti-
dumbre en la vida media.

d) Determine la incertidumbre en la vida media.

19. La descomposicién del diéxido de nitrégeno (NO,) en mo-

noxido de nitrégeno (NO) y oxigeno es una reaccion de se-
gundo orden. Esto significa que la concentracién C de NO,
al tiempo ¢ esta dada por 1/C = kt + 1/C,, donde C, es la
concentracion inicial y k es la tasa constante. Suponga que
se sabe que la concentracion inicial es exactamente de 0.03
mol/L. Suponga que el tiempo se puede medir con incerti-
dumbre despreciable.

a) Después de 40 s, la concentracion C se mide de 0.0023
+ 2.0 x 10 *mol/L. Estime la tasa constante k y deter-
mine la incertidumbre en la estimacion.

b) Después de 50 s, la concentracion C se mide de 0.0018
+ 2.0 x 10"* mol/L. Estime la tasa constante k y deter-
mine la incertidumbre en la estimacion.

¢) Denote los estimadores de la razon constante k en los in-
cisos a) y b) por k; y k, respectivamente. El promedio
(k; + %y)/2 se usa como un estimador aproximado de k.
Determine la incertidumbre en esta estimacion.

d

~

Determine el valor de ¢ para que el promedio pondera-
do ck; + (1 — ¢)k, tenga la incertidumbre més pequefia.

20. Dos estudiantes quieren medir la aceleracién a de un carro

que baja rodando por un plano inclinado. El carro arranca
desde el reposo y viaja una distancia s hacia abajo del pla-
no. El primer estudiante estima la aceleracion al medir la
velocidad instantanea v en cuanto el carro ha viajado s me-
tros y usa la férmula a = v*/2s. El segundo estima la acele-
racién midiendo el tiempo, en segundos, que le toma al
carro viajar los s metros y usa la férmula a = 2s/r*. Supon-
gaque s = | my que tiene una incertidumbre despreciable
ens. Supongaquev =32 *0.1m/syquer=0.63 % 0.01
s. Suponga que las mediciones de v y ¢ son independientes.

a) Calcule la aceleracién utilizando el método del primer
estudiante. Llame a esta estimacion a,. Determine la in-
certidumbre a;.



b) Determine la aceleracion utilizando el método del se-
gundo estudiante. Llame a esta estimacion a,. Determi-
ne la incertidumbre a,.

¢) Encuentre el promedio ponderado de a, y a, que tiene la
incertidumbre mds pequeia. Encuentre la incertidumbre
de este promedio ponderado.

21. Una pista tiene la forma de un cuadrado limitado con dos la-

dos opuestos por semicirculos. La longitud de un lado del
cuadrado se mide de 181.2 = 0.1 m.

a) Determine el drea del cuadrado y su incertidumbre.

b) Determine el area de uno de los semicirculos y su incer-
tidumbre.

¢) Sea S el drea del cuadrado como se calculd en el inciso
a) y sea C el drea de uno de los semicirculos como se
calcularon en el inciso b). El drea encerrada por la pista
es A = S + 2C. Alguien calcula la incertidumbre en A
como 04 = \/o? + 4ol (es esto correcto? Si es asi,
explique por qué. Si no, calcule la incertidumbre en A
correctamente.

22.Si X es una medicién no sesgada de un valor real uy y U(X)

es una funcion no lineal de X, entonces en la mayoria de los
casos U es un estimador sesgado del valor real U(uy). En la
mayoria de los casos se ignora el sesgo. Sin embargo, si es
importante reducir el sesgo, un estimador con correccion de
sesgo es U(X) — (l/2)(d2U/dX2)a';2(. En general el estimador
con correccion de sesgo es sesgado, pero tiene sesgo menor

que U(X).
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Suponga que el radio de un circulo se mide de » = 3.0
* 0.1 cm.

a) Estime el drea A y determine la incertidumbre de la es-
timacion, sin correccion de sesgo.

b) Calcule el estimador con correccion de sesgo de A.

¢) Compare la diferencia entre el estimador con correccién
de sesgo y el estimador sin correccion de sesgo de la in-
certidumbre en el estimador sin correccion de sesgo.
¢ Es importante la correccion por sesgo en este caso? Ex-
plique.

23.Si X}, X, . . ., X, son mediciones independientes no sesga-

das de los valores reales wy, iy, . . ., b, y UX}, X5, .., X))
es una funcion no lineal de X, X,, . . ., X,, entonces, en ge-
neral, U(X|, X5, . . ., X,,) es un estimador sesgado del valor
real U(wy, o, - . . , iy)- Un estimador con correccién de ses-
goes UX,, X,,...,X,)—(1/2) Zle(azU/BXf)a;.
Cuando entra aire en un compresor a presién P, y sale a
presion P,, la presion intermedia estd dada por P; = «/ P, P,.
Suponga que P, = 8.1 £ 0.1 MPay P, = 154 = 0.2 MPa.

a) Estime P; y determine la incertidumbre en la estima-
cioén, sin correccion de sesgo.

b) Estime P; con correccion de sesgo.

¢) Compare la diferencia entre los estimadores con y sin
correccion de sesgo con la incertidumbre en el estima-
dor sin correccién de sesgo. jEs importante, en este ca-
s0, la correccién por sesgo? Explique.



Capitulo

Distribuciones
comunmente usadas

Introduccion

La inferencia estadistica consiste en extraer una muestra de una poblacién y analizar sus datos
con el propdsito de aprender acerca de ello. Muchas veces se tiene un conocimiento superfi-
cial de la funcién de masa de probabilidad o de la funcién de densidad de probabilidad de la
poblacién. En estos casos la funcién de masa o de densidad de probabilidad se aproxima me-
diante una de muchas familias comunes de curvas o funciones. En este capitulo se describen
algunas de estas funciones comunes y las condiciones en que es apropiado utilizar cada una.

4.1 Distribucion de Bernoulli

192

Imagine un experimento que tenga dos resultados. Al primero se le llama “éxito” y al otro “fra-
caso”. La probabilidad de éxito se denota por p. Por consecuencia, la probabilidad de fracaso
es 1 — p. Lo anterior representa un ensayo de Bernoulli con probabilidad de éxito p. El mas
sencillo de este tipo es el lanzamiento al aire de una moneda. Los posibles resultados son “ca-
ra” o “cruz”. Si “cara” se define como é€xito, entonces p constituye esa probabilidad. En una
moneda, p = 1/2. Otro ejemplo de ese ensayo es la seleccién de un componente a partir de
una poblacién de componentes, pero algunos estan defectuosos. Si se define como “éxito” a uno
de éstos, entonces p significa la proporcién de componentes defectuosos en la poblacion.

Para cualquier ensayo de Bernoulli se define a la variable aleatoria X asi: Si el experi-
mento propicia “éxito”, entonces X = 1. De lo contrario, X = 0. De ahi que X sea una varia-
ble aleatoria discreta, con funcién de masa de probabilidad p(x) definida por

pO)=PX=0=1-p
p()=PX=1)=p
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p(x) = 0 para cualquier valor de x diferente a 0 o 1
Se dice que la variable aleatoria X sigue una distribucion de Bernoulli con pardmetro p. La
notacién es X ~ Bernoulli(p). La figura 4.1 muestra histogramas de probabilidad para las fun-

ciones de masa de probabilidad de Bernoulli(0.5) y de Bernoulli(0.8).

1~ 1~

0.8 - 0.8 -
0.6 - 0.6 -
0.4 - 04
0.2 02
o— ; oH— :
a) b)

FIGURA 4.1 a) Histograma de probabilidad de Bernoulli(0.5). b) Histograma de
probabilidad de Bernoulli(0.8).

Cuando se lanza al aire una moneda hay una probabilidad de 0.5 de que caiga en “cara”. Sea
X = 1 si la moneda cae en “cara” y X = 0 si cae en “cruz”. ;Cuadl es la distribucién de X?

Solucion
Puesto que X = 1 cuando cae “cara”, ésta es resultado de éxito. La probabilidad de éxito,
P(X = 1), esigual a 0.5. Por tanto, X ~ Bernoulli(0.5).

Cuando se lanza un dado hay una probabilidad de 1/6 de que salga 6. Sea X = 1 si el dado
cae seis y X = 0 en cualquier otro caso. ;Cudl es la distribucién de X?

Solucién
La probabilidad de éxito es p = P(X = 1) = 1/6. Por lo que X ~ Bernoulli(1/6).

Diez por ciento de los componentes fabricados mediante determinado proceso esta defectuoso.
Se selecciona un componente aleatoriamente. Sea X = 1 si el componente estd defectuoso y
X = 0 en cualquier otro caso. ;Cudl es la distribucién de X?

Solucién
La probabilidad de éxito es p = P(X = 1) = 0.1. Por lo que X ~ Bernoulli(0.1).
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Media y varianza de una variable aleatoria de Bernoulli

Es facil calcular la media y la varianza de una variable aleatoria Bernoulli. Si X ~ Bernou-
1li(p), entonces, al usar las ecuaciones (2.29) y (2.30) (en la seccidén 2.4), se calcula

px = O0)d = p)+ D(p)

=p
o7 = (0—p)>1—p)+(1-p3p)
=p(—-p)

Si X ~ Bernoulli(p), entonces

px = p 4.1)

oz =p(l —p) (4.2)

Con referencia al ejemplo 4.3, determine iy y 0.

Solucidén
Puesto que X ~ Bernoulli(0.1), la probabilidad de éxito p es igual a 0.1. Al usar las ecuacio-
nes (4.1)y (4.2), uxy = 0.1 y o3 = 0.1(1 — 0.1) = 0.09.

Ejercicios para la seccion 4.1

1. Un jugador de basquetbol esta a punto de tirar hacia la par- una grande. Sea X = 1 si se escoge aleatoriamente una or-
te superior del tablero. La probabilidad de que anote el tiro den de una bebida pequefia y X = 0 en cualquier otro caso.
es de 0.55. Sea Y = 1 si la orden es una bebida medianay ¥ = 0 en

cualquier otro caso. Sea Z = 1 si la orden es una bebida pe-
a) Sea X = 1, si anota el tiro, si no lo hace, X = 0. Deter- quefia o0 mediana y Z = 0 para cualquier otro caso.

mine la media y la varianza de X.

b) Si anota el tiro, su equipo obtiene dos puntos; si lo falla,
su equipo no recibe puntos. Sea Y el nimero de puntos a) Sea py la probabilidad de éxito de X. Determine py.
anotados. ;Tiene una distribucién de Bernoulli? Si es
asi, encuentre la probabilidad de éxito. Si no, explique
por qué. ¢) Sea p, la probabilidad de éxito de Z. Determine p,.

¢) Determine la media y varianza de Y. d) (Es posible que X y Y sean iguales a 1?

b) Sea py la probabilidad de éxito de Y. Determine py.

; = ?
2. En un restaurante de comida rapida, 25% de las érdenes pa- €) iEspz=pxt py
ra beber es una bebida pequeiia, 35% una mediana y 40% f) (EsZ =X + Y? Explique.



3. Cuando se aplica cierto barniz a una superficie de cerdmi-

ca, 5% es la probabilidad de que se decolore, 20% de que
se agriete, y 23% de que se decolore o no se agriete, 0 am-
bas. Sea X = 1 si se produce una decoloraciéon y X = 0 en
cualquier otro caso; ¥ = 1 si hay alguna grietay ¥ = 0
en cualquier otro caso; Z = 1 si hay decoloracién o grieta,
o ambas, y Z = 0 en cualquier otro caso.

a) Sea py la probabilidad de éxito de X. Determine py.

b) Sea py la probabilidad de éxito de Y. Determine py.

¢) Sea py la probabilidad de éxito de Z. Determine p,.

d) (Es posible que X y Y sean igual a 1?

e) (Esp;=px+py?

) (EsZ =X + Y? Explique.

. Sean X y Y variables aleatorias de Bernoulli. SeaZ = X + Y.
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a) Sea py la probabilidad de éxito de X. Determine py.
b) Sea py la probabilidad de éxito de X. Determine py.
¢) Sea p, la probabilidad de éxito de X. Determine p,.
d) (Son X'y Y independientes?

€) (Bspz = pawy?

f) (Es Z = XY? Explique.

. Se lanzan dos dados. Sea X = 1 si sale el mismo ntiimero en

ambos y X = 0 en cualquier otro caso. Sea Y = 1 si la su-
maes 6y Y = 0 en cualquier otro caso. Sea Z = 1 si sale el
mismo nimero en los dados y ambos suman 6 (es decir, que
salga 3 en los dos dados) y Z = 0 en cualquier otro caso.

a) Sea py la probabilidad de éxito de X. Determine py.

b) Sea py la probabilidad de éxito de Y. Determine py.

c) Sea p, la probabilidad de éxito de Z. Determine p,.
a) Demuestre que si X y Y no pueden ser iguales a 1, en-

. . . 9
tonces Z es variable aleatoria de Bernoulli. @) {Son X'y Y independientes

e) (Espz = pxy?
f) (Es Z = XY? Explique.

b) Demuestre que si X y Y no pueden ser iguales a 1, en-
tonces p; = px + py.

¢) Demuestre que si X'y Y pueden ser iguales a 1, entonces
Z no es una variable aleatoria de Bernoulli. 7. Sean X'y Y variables aleatorias de Bernoulli. Sea Z = XY.

. a) Demuestre que Z es una variable aleatoria de Bernoulli.
5. Se lanza al aire una moneda de 1 y de 5 centavos. Sea X =

1 si sale “cara” en la moneda de 1 centavo y X = 0 en cual- b) Demuestre que si X y Y son independientes, entonces p,
quier otro caso. Sea Y = 1 si sale “cara” en la moneda de 5 = PxPy-

centavos y Y = 0 en cualquier otro caso. Sea Z = 1 si sale

“cara” en ambas monedas y Z = 0 en cualquier otro caso.

4.2 La distribucion binomial

Extraer un solo componente de una poblacién y determinar si estd o no defectuoso es ejem-
plo de un ensayo de Bernoulli. En la préctica, es posible extraer varios componentes de una
gran poblacién y contar el nimero de elementos defectuosos. Esto implica realizar diversos
ensayos de Bernoulli independientes y contar el nimero de éxitos. El nimero de éxitos es una
variable aleatoria, que tiene una distribucién binomial.

Ahora se presenta una descripcion formal de la distribucién binomial. Suponga que se
lleva a cabo una serie de n ensayos de Bernoulli, cada uno con la misma probabilidad de éxi-
to p. Ademds, suponga que los ensayos son independientes; esto es, que el resultado de un en-
sayo no influye en los resultados de alguno de los otros ensayos. Sea la variable aleatoria X
igual al nimero de éxitos en n ensayos, entonces X tiene la distribucién binomial con para-
metros n 'y p. La notacién es X ~ Bin(n, p). X es una variable aleatoria discreta y sus posibles
valoresson 0, 1, ..., n.
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Si se realiza un total de n ensayos de Bernoulli y si

B Los ensayos son independientes

B Cada ensayo tiene la misma probabilidad de éxito p
B X es el niimero de éxitos en los n ensayos

entonces X tiene la distribucién binomial con pardmetros n y p, que se denota como
X ~ Bin(n, p).

Se lanza al aire diez veces una moneda. Sea X el nimero de caras que aparecen. ;Cudl es la
distribucién de X?

Solucion

Hay diez ensayos de Bernoulli independientes, cada uno con probabilidad de éxito de p = 0.5.
La variable aleatoria X es igual al nimero de éxitos en los diez ensayos. Por consiguiente,
X ~ Bin(10, 0.5).

Recuerde, de la discusién de independencia en la seccién 1.1, que cuando se toma una
muestra de una poblacién finita tangible, es posible tratar a los elementos de la muestra co-
mo independientes si es que la poblacién es muy grande en comparacién con el tamafio mues-
tral. De lo contrario, los elementos de la muestra no serian independientes. En algunos casos
el objetivo al extraer una muestra suele ser clasificar a cada elemento de la muestra en una de
dos categorias. Por ejemplo, puede extraerse cierto nimero de elementos de una poblacién y
clasificar a cada uno como defectuoso o no. En estos casos cada elemento de la muestra re-
presenta un ensayo de Bernoulli, con una categoria contada como éxito y la otra como fraca-
so. Cuando la poblacién de elementos es grande comparada con el nimero de elementos de
la muestra, esos ensayos son independientes y, por razones practicas, su nimero de éxitos tie-
ne distribucién binomial. Sin embargo, cuando el tamafio de la poblacién no es tan grande, en
comparacién con la muestra, los ensayos no son independientes y su nimero de éxitos no tie-
ne distribucién binomial. La regla general es que si el tamafio muestral es de 5% o menos de
la poblacién, se puede emplear la distribucién binomial.

Suponga que una poblacidn finita contiene elementos de dos tipos, éxitos y fracasos, y
que se extrae una muestra aleatoria simple de una poblacién. Entonces, si el tamafio
muestral no es mayor a 5% de aquélla, se puede utilizar la distribucién binomial para
modelar el nimero de éxitos.
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Un lote contiene varios miles de componentes, de éstos 10% estdn defectuosos. Se extraen
siete componentes de la poblacién. Sea X el nimero de componentes defectuosos en la mues-
tra. ;Cudl es la distribucion de X?

Solucién

Puesto que el tamafio muestral es pequefio en comparacién con la poblacidn (es decir, menor
a 5%), su nimero de éxitos representa una distribucién binomial. Por tanto, se modela X con
la distribucién binomial Bin(7, 0.1).

Funcion de masa de probabilidad de una
variable aleatoria binomial

Ahora se deducird la funcién de masa de probabilidad de una variable aleatoria binomial con un
ejemplo. En una moneda especifica existe una probabilidad de 0.6 de que salga “cara”. Se lanza
al aire la moneda tres veces. Sea X el nimero de caras. Entonces X ~ Bin(3, 0.6). Se calcu-
lard P(X = 2).

Hay tres arreglos con dos “caras” en los tres lanzamientos de una moneda, HHT, HTH
y THH. Primero se calcula la probabilidad de HHT. Este evento constituye una secuencia de
eventos independientes: H en el primero, H en el segundo, y T en el tercer lanzamientos, res-
pectivamente. Por separado se conoce las probabilidades de cada uno de ellos:

P(H en el primer lanzamiento) = 0.6, P(H en el segundo) = 0.6, P(T en el tercero) = 0.4

Como consecuencia de que los eventos son independientes, la probabilidad de que todos se
presenten es igual al producto de sus probabilidades (ecuacién 2.20 de la seccién 2.3). Por
tanto,

P(HHT) = (0.6)(0.6)(0.4) = (0.6)%(0.4)"

De forma similar, PCHTH) = (0.6)(0.4)(0.6) = (0.6)*(0.4)' y P(THH) = (0.4)(0.6)(0.6) =
(0.6)*(0.4)". Es facil ver que todos los diferentes arreglos de dos “caras” y una “cruz” tienen
la misma probabilidad. Ahora

P(X = 2) = P(HHT o HTH o THH)
= P(HHT) + P(HTH) + P(THH)
= (0.6)%(0.4)" + (0.6)(0.4)" + (0.6)*(0.4)
= 3(0.6)%(0.4)"

Al examinar este resultado se observa que el nimero 3 representa el nimero de arreglos de
dos éxitos (“‘cara”) y un fracaso (“cruz”), 0.6 es la probabilidad de éxito p, el exponente 2 es
el nimero de éxitos, 0.4 es la probabilidad de fracaso 1 — p y el exponente 1 es el nimero de
fracasos.

Ahora se puede generalizar este resultado para generar una férmula de la probabilidad
de x éxitos en n ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito p, en térmi-
nos de x, n'y p. En otras palabras, es posible calcular P(X = x) donde X ~ Bin(n, p). Se pue-
de ver que
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P(X = x) = (nimero de arreglos de x éxitos en n ensayos) - p*(1 — p)" ~* (4.3)

Ahora todo lo que se necesita hacer es una expresién del nimero de arreglos de x éxitos en n
ensayos. Para describir este niimero, se necesita la notacién factorial. Para cualquier entero
positivo n, la cantidad n! (que se lee como “n factorial”) es el nimero

(m(n — D — 2)...3)2)(1)

Asimismo, se define 0! = 1. El nimero de arreglos de x éxitos en n ensayos es n!/x!(n — x)!
(En la seccién 2.2 se present6 una deduccion de este resultado.) Ahora se puede definir la fun-
cién de masa de probabilidad para una variable aleatoria binomial.

Si X ~ Bin(n, p), la funcién de masa de probabilidad de X es

n! X n—x _
e e —x!(n—x)!p 1—-p) x=0,1,...,n
“4.4)

0 de otro modo

La figura 4.2 muestra los histogramas de probabilidad para las funciones de masa de proba-
bilidad Bin(10, 0.4) y Bin(20, 0.1).
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FIGURA 4.2 g) Histograma de probabilidad Bin(10, 0.4). b) Histograma de probabilidad Bin(20, 0.1).

E jemplo

Determine la funcién de masa de probabilidad de la variable aleatoria X si X ~ Bin(10, 0.4).
Determine P(X = 5).
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Solucién
Se emplea la ecuacién (4.4) conn = 10y p = 0.4. La funcién de masa de probabilidad es
10! !
ﬁ(0.4)*(0.6)‘°—x x=0,1,...,10
p(x) — x.(lO—x).
0 de otro modo
PX=5) = pGS) = —_(0.4)50.6)10-5
50110 = 5)! '
= 0.2007

Se lanza al aire ocho veces un dado. Determine la probabilidad de que no salgan mds de dos
nimeros seis.

Soluciéon

Cada lanzamiento del dado es un experimento Bernoulli con una probabilidad de éxito de 1/6.
Sea X el nimero de seises en los ocho lanzamientos. Entonces X ~ Bin(8, 1/6). Se necesita
determinar a P(X = 2). Con el uso de la funcién de masa de probabilidad,

P(X<2)=P(X=00X=10X=2)
—P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)

8! 1Y\ /5\*° 8! 1\' /5\*"!
~ 018 —0)! <6) (6) LETICEENTY (6) <6)
8! 1V /572
e =) (6> (6>

= 0.2326 4 0.3721 + 0.2605
= 0.8652

La tabla A.1 (en el Apéndice A) presenta probabilidades binomiales de la forma P(X = x)
para n = 20 y valores seleccionados de p. Los ejemplos 4.9 y 4.10 muestran el uso de esta
tabla.

Una gran compaiiia industrial hace un descuento en cualquier factura que se pague en un lap-
so de 30 dias. De todas las facturas, 10% recibi6 el descuento. En una auditoria de la compa-
fifa se seleccioné aleatoriamente 12 facturas. ;Cudl es la probabilidad de que menos de cuatro
de las 12 facturas de la muestra tengan descuento?

Solucion

Sea X el nimero de facturas en la muestra que recibe descuento. Entonces X ~ Bin(12, 0.1).
La probabilidad de que menos de cuatro facturas tengan descuento es P(X = 3). Se consulta
la tabla A.1 conn = 12, p = 0.1 y x = 3. Se encuentra que P(X = 3) = 0.974.
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Algunas veces, la mejor manera para calcular la probabilidad de un evento consiste en
estimar la probabilidad de que no ocurra el evento, y después restarsela a 1. El ejemplo 4.10
proporciona ejemplo de esto tdltimo.

Con referencia al ejemplo 4.9, ;cudl es la probabilidad de que mds de una de las 12 facturas
de la muestra tenga descuento?

Solucion

Sea X el numero de facturas en la muestra que recibe descuento. Se desea calcular la proba-
bilidad P(X > 1). La tabla A.1 presenta las probabilidades en la forma P(X = x). Por conse-
cuencia, se observa que P(X > 1) = 1 — P(X = 1). Consultando la tabla con n = 12, p =
0.1, x = 1, se encontr6 que P(X = 1) = 0.659. Por tanto, P(X > 1) = 1 — 0.659 = 0.341.

Una variable aleatoria binomial constituye la suma
de variables aleatorias de Bernoulli

Suponga que se realiza n ensayos de Bernoulli independientes, cada uno con probabilidad de
éxito p. Sean Y, . . ., Y, definidas de la siguiente manera: ¥; = 1 si el i-ésimo experimento
da como resultado un éxito, y ¥; = 0, de otro modo. Entonces cada una de las variables alea-
torias Y; sigue una distribucién Bernoulli(p). Ahora, sea que X represente el nimero de éxitos
en los n ensayos. Entonces, X ~ Bin(n, p). Puesto que cada Y;es 0o I,lasuma ¥, + - - +
Y, es igual al ndmero de los Y; que tienen el valor 1, que es el nimero de éxitos en los n en-
sayos. Por tanto, X = Y| + - - - + Y,,. Esto dltimo demuestra que una variable aleatoria bino-
mial se puede expresar como la suma de variables aleatorias de Bernoulli. Dicho en otro
modo, extraer un solo valor de una poblacién Bin(n, p) equivale a extraer una muestra de ta-
mafio n de una poblacién Bernoulli(p), y luego sumar los valores de la muestra.

La media y varianza de una variable aleatoria binomial

Es fAcil calcular la media de una variable aleatoria binomial. Por ejemplo, si se lanza al aire
una moneda durante diez veces, se espera ver, en promedio, cinco veces “cara”. El ndmero
cinco proviene de la multiplicacién de la probabilidad de éxito (0.5) por el nimero de expe-
rimentos (10). Este método generalmente funciona. Si se realizara n ensayos de Bernoulli, ca-
da uno con una probabilidad de éxito p, el nimero promedio de éxitos es np. Por consiguiente,
si X ~ Bin(n, p), entonces uy = np. Se puede comprobar esta intuicién cuando se observa que
X es la suma de n variables de Bernoulli, cada una con media p. Por tanto, la media de X es la
suma de las medias de variables aleatorias de Bernoulli que la componen, que es igual a np.

Se puede calcular a oy al observar que X es la suma de variables aleatorias independien-
tes de Bernoulli y recordando que la varianza de una variable aleatoria Bernoulli p(1 — p).
Por tanto, la varianza de X es la suma de las varianzas de las variables aleatorias de Bernou-
1li que la integran, que es igual a np(1 — p).
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Si X ~ Bin(n, p), entonces la media y la varianza de X estdn dadas por

px = np (4.5)
np(1 — p) (4.6)

-
I

Con el uso de la funcién de masa de probabilidad binomial (ecuacion 4.4), se puede, en
principio, calcular la media y la varianza de una variable aleatoria binomial mediante las de-
finiciones de la media y la varianza de una variable aleatoria discreta (ecuaciones 2.29 y 2.30
en la seccion 2.4). Estas expresiones implican sumatorias que son tediosas de evaluar. Es mas
sencillo considerar una variable aleatoria binomial como una suma de variables de Bernoulli
aleatorias independientes.

Uso de una proporcion muestral para estimar la probabilidad de éxito

En muchos casos no se conoce la probabilidad de éxito p asociada con cierto ensayo de Ber-
noulli, y se desea estimar su valor. Una forma natural de esto dltimo consiste en realizar ex-
perimentos independientes n y contar el nimero X de éxitos. Para estimar la probabilidad de
éxito p se calcula la proporcién muestral p.

numero de éxitos X

P = Thdmero de ensayos  n

Esta notacién sigue un patrén que es importante conocer. La probabilidad de éxito, que se des-
conoce, esta representada por p. La proporciéon muestral, la cual se conoce, se representa por
p. El “sombrero” (*) indica que p se utiliza para estimar un valor desconocido p.

Un ingeniero que supervisa el control de calidad estd probando la calibracién de una miqui-
na que empaca helado en contenedores. En una muestra de 20 de éstos, tres no estan del to-
do llenos. Estime la probabilidad p de que la mdquina no llene bien un contenedor.

Solucion
La proporcién muestral de contenedores no llenos es p = 3/20 = 0.15. Se estima que la pro-
babilidad p de que la miquina no llene bien un contenedor es también igual a 0.15.

Incertidumbre en una proporcion muestral

Es importante considerar que la proporcién muestral p es s6lo una estimacion de la probabi-
lidad de éxito p, y que, en general, no es igual a p. Si se tomara otra muestra, probablemente
el valor de p seria diferente. Es decir, hay incertidumbre en p. Para que p sea una estimacion
util, se debe calcular su sesgo y su incertidumbre. Ahora se hace esto. Sea n el tamafio mues-
tral y X el niimero de éxitos, donde X ~ Bin(n, p).
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El sesgo es la diferencia u; — p. En virtud de que p = X/n, se tiene, a partir de la ecua-
cion (2.41), (de la seccién 2.5) que

MA— —&
p = MUx/n = n
np
:—:p
n

Debido a que u; = p, p no es sesgado; en otras palabras, su sesgo es 0.

La incertidumbre es la desviacion estandar o;. A partir de la ecuacion (4.6), la desvia-
cién estdndar de X es oy = +/np(1 — p). Puesto que p = X/n, se tiene a partir de la ecuacién
(2.43) (de la seccidén 2.5) que

Ox
O‘Azo'xn:—
p / n

_ /np(1 — p) _ [p(1 —p)
n n

En la prictica, cuando se calcula la incertidumbre de p, no se conoce la probabilidad de éxi-
to p, por lo que se le aproxima con D.

Si X ~ Bin(n, p), entonces la proporcién muestral p = X/n se emplea para estimar la
probabilidad de éxito p.

B P no sesgado.

B La incertidumbre en D es

1 —
o = [ p( - P) a7

En la prictica, cuando se calcula o7; se sustituye p por p, dado que no se conoce p.

Un comisionado de seguridad en una gran ciudad quiere estimar la proporcién de edificios en
la ciudad que viola los c6digos de incendios. Se elige una muestra aleatoria de 40 edificios
para inspeccionarlos, y se descubre que cuatro no cumplen el cédigo de incendios. Estime la
proporcion de edificios en la ciudad que violan éste y encuentre la incertidumbre en la esti-
macion.

Solucion

Sea p la proporcidn de edificios en la ciudad que no cumple el cédigo de incendios. El tama-
filo muestral (nimero de ensayos) es n = 40. El nimero de edificios con violaciones (éxitos)
es X = 4. Se estima p con la proporcién muestral p.

=X 010
P=%Ta ™"
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Al usar la ecuacién (4.7), la incertidumbre en p es

~ [pd=p)
=N

Al sustituir p = 0.1 por p y 40 por n, se obtiene

(0.10)(0.90)
PN

= 0.047

En el ejemplo 4.12 se obtuvo que la incertidumbre en la proporcién muestral era muy
grande. Se puede reducir aquélla al aumentar el tamafio de esta dltima. El ejemplo 4.13 mues-
tra como calcular el tamafio necesario para reducir la incertidumbre a una cantidad especifica.

En el ejemplo 4.12, ;cudntos edificios adicionales deben inspeccionarse para que la incerti-
dumbre de la proporcién muestral de los edificios que no cumple el cédigo sea sélo de 0.02?

Solucion
Se necesita determinar el valor de n de tal forma que o = +/p(1 — p)/n = 0.02. Al apro-

ximar p con p = 0.1, se obtiene
0.1)(0.9
n

Al despejar n se tiene que n = 225. Ya se ha sefialado 40 edificios, por lo que ahora se nece-
sita indicar 185 mas.

Algunas veces se desea estimar el valor de una funcién f{p) de una probabilidad de éxi-
to p. En estos casos se estima f(p) con f(p), donde p es la proporcién muestral. Posteriormen-
te se puede emplear el método de propagacidn de errores (ecuacién 3.10 de la seccién 3.3)
para encontrar la incertidumbre en f(p).

En una muestra de 100 llantas nuevas de automévil, se descubrié que siete de éstas tienen im-
perfecciones en el dibujo. Si se seleccionan aleatoriamente cuatro llantas nuevas y se instalan
en un automovil, estime la probabilidad de que ninguna de ellas tenga alguna imperfeccion,
y determine la incertidumbre en la estimacion.

Solucion

Sea p la probabilidad de que una llanta no tenga imperfecciones. Se inicia al calcular la pro-
porcién muestral p y determinando su incertidumbre. La proporcién muestral es p = 93/100
= 0.93. La incertidumbre en p estd dada por o; = /p(1 — p)/n. Se sustituye n = 100 y
p = 0.93 en p para obtener
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. . ~4
incertidumbre en p™:

Ejercicios para la seccion 4.2

1. Sea X ~ Bin(8, 0.4). Determine

a) PX=2)
b) PX =4)
¢) P(X<?2)
d) P(X > 6)
e) pux
f ox

. Se toma una muestra de cinco elementos de una poblacién
grande en la cual 10% de los elementos estd defectuoso.

a) Determine la probabilidad de que ninguno de los ele-
mentos de la muestra esté defectuoso.

b) Determine la probabilidad de que sélo uno de ellos ten-
ga defectos.

¢) Determine la probabilidad de que uno o mas de los ele-
mentos de la muestra estén defectuosos.

d) Determine la probabilidad de que menos de dos elemen-
tos de la muestra tenga defectos.

. Se lanza al aire una moneda diez veces.

a) (Cual es la probabilidad de obtener exactamente tres ve-
ces “cara”?

b) Determine la media del niimero de caras obtenidas.
¢) Determine la varianza del nimero de caras obtenidas.

d) Determine la desviaciéon estdndar del nimero de caras
obtenidas.

0'134 =~
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0.93)(0.07
oy = 1| LIDOOD 5 1555
100

Ahora la probabilidad de que ninguna de las cuatro llantas tenga alguna imperfeccion es p*.
Lo anterior se estima con p* = 0.93* = 0.7481. Se emplea la ecuacién (3.10) para calcular la

5
P

= 427\30‘13
= 4(0.93)*(0.0255)

= 0.082

op

. En un cargamento grande de llantas de automévil, 5% tiene

cierta imperfeccion. Se eligen aleatoriamente cuatro llantas
para instalarlas en el automévil.

a) (Cudl es la probabilidad de que ninguna de las llantas
tenga imperfeccion?

b) (Cudl es la probabilidad de que sélo una de las llantas
tenga imperfeccion?

¢) (Cudl es la probabilidad de que una o mds de las llantas
tenga imperfeccion?

. En un patrén aleatorio de ocho bits utilizado para probar un

microcircuito, cada bit tiene la misma probabilidad de ser 0
o 1. Suponga que los valores de los bits son independientes.

a) (Cudl es la probabilidad de que todos los bits sean 1?

b) ;Cudl es la probabilidad de que exactamente tres de los
bits sean 1?

¢) (Cudl es la probabilidad de que al menos seis de los bits
sean 1?

d) (Cudl es la probabilidad de que al menos dos de los bits
sean 1?

. Un ingeniero que supervisa el control de calidad, seleccio-

na una muestra aleatoria de 100 varillas de acero de la pro-
duccioén del dia, descubre que 92 de ellas satisfacen las
especificaciones.

a) Estime la proporcion, de la produccién de ese dia, que
satisface las especificaciones y determine la incertidum-
bre en la estimacién.
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b) Estime el nimero de varillas que se debe seleccionar pa-
ra reducir la incertidumbre a 1 por ciento.

. En una muestra aleatoria de 100 partes ordenadas al vende-

dor A, 12 estaban defectuosas. En una muestra aleatoria de
200 partes ordenadas al vendedor B, diez estaban defectuosas.

a) Estime la proporcion de partes del vendedor A que estan
defectuosas y determine la incertidumbre en la estima-
cion.

b) Estime la proporcion de partes del vendedor B que estan
defectuosas y encuentre la incertidumbre en la estima-
cion.

¢) Estime la diferencia en las proporciones y determine la
incertidumbre en la estimacién.

. De los elementos producidos en determinado proceso, 20%

estaba defectuoso; de ellos, se puede reparar 60 por ciento.

a) Determine la probabilidad de que un elemento elegido de
forma aleatoria esté defectuoso y no se pueda reparar.

b) Determine la probabilidad de que s6lo dos de los 20 ele-
mentos seleccionados aleatoriamente esté defectuoso y
no se pueda reparar.

. De los pernos manufacturados por cierta aplicacion, 90%

satisface la longitud especificada y se puede utilizar inme-
diatamente, 6% estd demasiado largo y s6lo se puede usar
después de que sea cortado, y 4% estd demasiado corto y
debe desecharse.

a) Determine la probabilidad de que un perno selecciona-
do aleatoriamente se pueda utilizar (inmediatamente o
después de ser cortados).

b) Determine la probabilidad de que menos de nueve de
una muestra de diez pernos se puedan utilizar (inmedia-
tamente o después de ser cortados).

Una distribuidora recibe importante cargamento de compo-
nentes. A la empresa le gustaria aceptar el cargamento si
10% o menos de los componentes estd defectuoso y recha-
zarlo si mds de 10% presenta defecto. Se opta por seleccio-
nar diez de éstos, y regresar el envio si mas de uno tiene
defectos.

a) Si la proporcién de pernos defectuosos en la muestra es
de hecho 10%, ;cudl es la probabilidad de que la distri-
buidora regrese el cargamento?

b) Si la proporcién de pernos defectuosos en la muestra es

20%, (cudl es la probabilidad de que la empresa regrese
el cargamento?

11.
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¢) Si la proporcién de pernos con defecto en la muestra es
2%, (cudl es la probabilidad de que la compaiiia regre-
se el cargamento?

d

~

La distribuidora decide que aceptard el cargamento sélo
si ninguno de los elementos de la muestra esta defectuo-
0. (Cudl es el nimero minimo de elementos que debe
seleccionar si quiere tener una probabilidad no mayor a
0.01 de aceptar el cargamento si es que 20% de los com-
ponentes del cargamento tiene defectos?

Cierto cargamento viene con la garantia de que contiene no
mas de 15% de unidades defectuosas. Si la proporcion de
unidades defectuosas es mayor a 15%, aquél serd regresado.
Se extrae una muestra aleatoria de diez unidades. Sea X el
nimero de unidades defectuosas en la muestra.

a) Si, de hecho, 15% de las unidades en el cargamento es-
td defectuoso (por lo que apenas el cargamento es acep-
table), ;a qué es igual P(X = 7)?

b) Con base en la respuesta del inciso (a), si 15% de las
unidades del cargamento esta defectuoso, ;siete piezas
defectuosas en una muestra de diez es un niimero inusual-
mente grande?

¢) Si se descubre que siete de las diez unidades de la mues-
tra esta defectuoso, jesto seria una evidencia de que se
debe regresar el cargamento? Explique.

d

~

Si, de hecho, 15% de las unidades en el cargamento es-
ta defectuoso, ja qué es igual P(X = 2)?

e) Con base en la respuesta al inciso (b), si 15% de las uni-
dades del cargamento estd defectuoso, ;dos muestras
defectuosas entre diez seria un nimero inusualmente
grande?

H

Si se descubre que dos de las diez unidades de la mues-
tra estan defectuosas, ;ello seria una evidencia de que se
debe regresar el cargamento? Explique.

Una compaiifa aseguradora ofrece descuentos a los propie-
tarios de casas que deseen instalar detectores de humo en
sus hogares. Un representante de la empresa afirma que
80% o mas de los asegurados tiene detectores de humo. Us-
ted toma una muestra aleatoria de ocho asegurados. Sea X el
nimero de éstos en la muestra que tiene detectores de humo.

a) Si exactamente 80% de los asegurados tiene detectores
de humo (por lo que la afirmacién del representante es
verdadera, pero apenas), ;a qué es igual P(X = 1)?

b) Con base en la respuesta al inciso (a), si 80% de los ase-
gurados tiene detectores de humo, ;juno de aquéllos en
una muestra de ocho serfa un nimero inusualmente pe-
quefio?
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¢) Si se descubre que uno de los ocho asegurados de la
muestra tenia un detector de humo, ;esto seria una evi-
dencia de que la afirmacién es falsa? Explique.

d

~

Si exactamente 80% de los asegurados tiene detectores

de humo, ja qué es igual P(X = 6)?

e) Con base en la respuesta al inciso (d), si 80% de los ase-
gurados tiene detectores de humo, ;seis de aquéllos en
una muestra de ocho serfa un nimero inusualmente pe-
quefio?

f) Si usted descubre que seis de los ocho asegurados de la

muestra tenfan detectores de humo, ;esto seria una evi-

dencia de que la afirmacién es falsa? Explique.

Unas figurillas de porcelana se venden a 10 ddlares si no
tienen imperfeccion, y a 3 délares si la presentan. Entre las
figurillas de cierta compafifa, 90% no tiene imperfecciones
y 10% si tiene. En una muestra de 100 figurillas ya vendi-
das, sea Y el ingreso ganado por su venta y X el nimero de
éstas que no presenta imperfecciones.

a) Exprese Y como una funcién de X.
b) Determine py.

¢) Determine oy.

El disefio de un sistema requiere la instalacién de dos com-
ponentes idénticos. El sistema funcionara si al menos uno

16.
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de los componentes lo hace. Un disefio alterno necesita cua-
tro de estos componentes, y el sistema funcionara si al menos
dos de los cuatro componentes funcionan. Si la probabilidad
de que el componente funcione es de 0.9, y si los componen-
tes funcionan de forma independiente, ;qué disefio tiene la
mayor probabilidad de funcionar?

Con referencia al ejemplo 4.14 estime la probabilidad de
que sélo una de las cuatro llantas tenga alguna imperfec-
cién, y determine la incertidumbre en la estimacion.

Si p es la probabilidad de éxito, a la cantidad p/(1 — p) se
le llama oportunidad. Esta se estima en la investigacion mé-
dica. El articulo “A Study of Twelve Southern California
Communities with Differing Levels and Types of Air Pollu-
tion” (J. Peters, E. Avol y colaboradores, en The American
Journal of Respiratory and Critical Care Medicine, 1999:
760-767) presenta una evaluacién de la salud respiratoria de
nifios del sur de California. Suponga que a 88 infantes, en
una muestra de 612 estudiados, se les diagnosticé bronqui-
tis durante los tdltimos 12 meses.

a) Estime la proporcion p de nifios a los que se les ha diag-
nosticado bronquitis y encuentre la incertidumbre en la
estimacion.

b) Estime la oportunidad y determine la incertidumbre en
la estimacion.

4.3 La distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson se utiliza con frecuencia en el trabajo cientifico. Una manera de
considerarla es como una aproximacién de la distribucién binomial cuando n es grande y p es
pequeiia. Esto dltimo se muestra con un ejemplo.

Una masa contiene 10 000 dtomos de una sustancia radiactiva. La probabilidad de que
cierto 4tomo decaiga en un periodo de un minuto es de 0.0002. Sea X el nimero de dtomos
que decae en un minuto. Se puede considerar a cada atomo como un ensayo de Bernoulli, en
los que el éxito ocurre si el &tomo decae. Por tanto, X es el niimero de éxitos en 10 000 ensayos
de Bernoulli independientes, cada uno con probabilidad de éxito de 0.0002, de tal forma que la
distribucién de X es Bin(10 000, 0.0002). La media de X es uy = (10 000)(0.0002) = 2.

Otra masa contiene 5 000 atomos y cada uno de éstos tiene probabilidad de 0.0004 de
decaer en un intervalo de un minuto. Sea Y el nimero de dtomos de esta masa que decae en
un minuto. Siguiendo la 16gica del parrafo anterior, ¥ ~ Bin(5 000, 0.0004) y uy = (5 000)
(0.0004) = 2.

En cada uno de estos casos, el nimero de ensayos 7 y la probabilidad de éxito p son di-
ferentes, pero el niimero promedio de éxitos, que es igual al producto np, es el mismo. Aho-
ra suponga que se quiere calcular la probabilidad de que sélo tres atomos decaigan en un
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minuto para cada una de estas masas. Mediante la funcién de masa de probabilidad binomial,
se calcula de la siguiente manera:

4, 10000! 5 9997
P(X=3)= 3199971 (0.0002)7(0.9998)"""" = 0.180465091

5 000!

P =3) = 317907

(0.0004)3(0.9996)*°7 = 0.180483143.

Estas probabilidades son casi iguales entre si. Aunque a partir de la férmula de la fun-
cién de masa de probabilidad binomial esto no es obvio, cuando n es grande y p es pequefia
la funcién de masa depende por completo de la media np, y muy pocos de los valores espe-
cificos de n y p. Por consiguiente, se puede aproximar la funcién de masa binomial con una
cantidad que dependa sélo del producto np. Especificamente, si n es grande y p es pequeiia,
y A = np, se puede demostrar mediante métodos avanzados que para todas las x,

! Ar
Y -y e 4.8)

x!(n —x)! x!

Esto conduce a la definicion de una nueva funcién de probabilidad, denominada funcién de
masa de probabilidad de Poisson, que se define mediante
A . .
e~»Z_  sixesun entero no negativo
px)=P(X =x)= x! (4.9

0 de otro modo

Si X es una variable aleatoria cuya funcién de masa de probabilidad estd dada por la
ecuacion (4.9), entonces X sigue una distribucién de Poisson con pardmetro A. La notacién
es X ~ Poisson(0).

Si X ~ Poisson(3), calcule P(X = 2), P(X = 10), P(X = 0), P(X = — 1) y P(X = 0.5).

Solucion
Cuando se usa la funcién de masa de probabilidad (4.9), con A = 3, se obtiene

2

P(X =2) = e—% = 0.2240

10

3
P(X=10)=¢>— =0.
( )=¢ 0l 0.0008

30
P(X =0) = e—3a = 0.0498
P(X=-1)=0 debido a que —1 no es un entero no negativo,

P(X=05)=0 debido a que 0.5 no es un entero no negativo
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E jemplo
m Si X ~ Poisson(4), calcule P(X = 2)y P(X > 1).

Solucion

PX<2)=PX=0+P(X=1)+PX=2)

40 n e
R b e
BRI TR Y
— 0.0183 + 0.0733 + 0.1465
— 02381

Para encontrar P(X > 1) se escribe

PX>1)=PX=2+PX=3)+---

Esto dltimo conduce a una suma infinita que es dificil de calcular. En vez de esto, se escribe

PX>1)=1-PX<1
=1-[PX=0)+PX =1)]

40 4!
1 [ -4 —4
=1 (e o +e 1!)

=1—-(0.0183 4 0.0733)
= 0.9084

Para las masas radiactivas descritas al inicio de esta seccidn, se utiliza la funcion de ma-
sa de Poisson para aproximar a P(X = x) o P(Y = x) sustituyendo a A = 2 en la ecuacién (4.9).
La tabla 4.1 muestra que la aproximacion es excelente.

TABLA 4.1 Ejemplo de una aproximacion de Poisson a la funcién de masa de probabilidad binomial*

P(X = x), P(Y = x), Aproximacion de Poisson
X X ~ Bin (10 000, 0.0002) Y ~ Bin (5 000, 0.0004) Poisson (2)
0 0.135308215 0.135281146 0.135335283
1 0.270670565 0.270670559 0.270670566
2 0.270697637 0.270724715 0.270670566
3 0.180465092 0.180483143 0.180447044
4 0.090223521 0.090223516 0.090223522
5 0.036082189 0.036074965 0.036089409
6 0.012023787 0.012017770 0.012029803
7 0.003433993 0.003430901 0.003437087
8 0.000858069 0.000856867 0.000859272
9 0.000190568 0.000190186 0.000190949

* Cuando n es grande y p pequeila, la funcién de masa de probabilidad Bin(n, p) también se aproxima mediante la funcién de masa de pro-
babilidad de Poisson (L) (ecuacién 4.9), con A = np. Aqui X ~ Bin(10 000, 0.0002) y ¥ ~ Bin(5 000, 0.0004), por lo que A = np = 2,y
la aproximacién de Poisson es Poisson(2).
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Si X ~ Poisson(A), entonces

B X es una variable aleatoria discreta, cuyos posibles valores son enteros no negati-
VOs.
B El pardmetro A es una constante positiva.

B La funcién de masa de probabilidad de X es

o A* six es un entero no negativo
PR =PX=x)=4° ¥

0 de otro modo

B La funcién de masa de probabilidad de Poisson se aproxima mucho a la funcién
de masa de probabilidad binomial cuando n es grande, p es pequefia y A = np.

Media y varianza de una variable aleatoria de Poisson

Para calcular la media y la varianza de una variable aleatoria de Poisson, se emplea la funcién
de masa de probabilidad junto con las definiciones dadas por las ecuaciones (2.29) y (2.30) (de
la seccidn 2.4). Al final de esta seccidén se muestran deducciones rigurosas de la media y de la
varianza con este método. Aqui se presenta un enfoque intuitivo. Si X ~ Poisson(A) se puede
considerar a X como una variable aleatoria binomial con n grande, p pequefia y np = A. Dado
que la media de una variable aleatoria binomial es np, se tiene que la media de una variable
aleatoria de Poisson es A. La varianza de una variable aleatoria binomial es np(1 — p). Puesto
que p es muy pequefia, se puede reemplazar 1 — p con 1, y concluir que la varianza de una va-
riable aleatoria de Poisson es np = A. Observe que esta dltima es igual a su media.

B Si X ~ Poisson(\), entonces la media y la varianza de X estan dadas por
My = A (4.10)

or=A 4.11)

La figura 4.3 muestra histogramas de probabilidad para las funciones de masa de probabili-
dad de Poisson(1) y de Poisson(10).

Uno de los primeros usos industriales de la distribucién Poisson se aplicé en la fabrica-
cién de cervezas. Un paso fundamental en dicho proceso es la adicién de la cultura de la le-
vadura para preparar la malta para la fermentacién. Se mantiene a las células vivas de
levadura suspendidas en un medio liquido. Debido a que las células estdn vivas, su concen-
tracion en el medio cambia con el tiempo. Por tanto, antes de que se agregue la levadura, se
necesita calcular la concentracion de células de levadura por unidad en el volumen de la sus-
pension, para asegurarse de que se afiadi6 la cantidad correcta.
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FIGURA 4.3 a) Histograma de probabilidad de Poisson(1), b) Histograma de probabilidad de Poisson(10).

E jemplo

Hasta principios del siglo XX, lo anterior consistia un problema para los fabricantes de
cerveza. Ellos estimaban la concentracion al extraer un pequefio volumen de la suspensién y
contar las células de levadura en ésta utilizando un microscopio. Por supuesto que las estima-
ciones determinadas asi estaban sujetas a la incertidumbre, pero nadie sabia cémo calcular ésta.
Por tanto, nadie sabia en cuanto podia diferir la concentracién de la muestra de la concentra-
cién verdadera.

William Sealy Gosset, un joven de 25 afios, fue contratado por la compafiia cervecera
Guinness, de Dublin, Irlanda, y descubrié en 1904 que el nimero de células de levadura en el
volumen de la suspension de una muestra seguia una distribucion de Poisson. Entonces desa-
rroll6 métodos para calcular la incertidumbre. El descubrimiento de Gosset no sélo le permi-
ti6 a Guinness hacer un producto mas consistente, sino que demostré que la distribucién de
Poisson puede tener aplicaciones importantes en muchas situaciones. Gosset queria publicar
su resultado, pero sus jefes consideraron que su descubrimiento era informacién privada y se
lo prohibieron. De todos modos Gosset lo publicd, pero para esconder este hecho a sus jefes,
utilizo el seudénimo “Estudiante”.

En el ejemplo 4.17 se seguird una légica de razonamiento que conduce al resultado de
“Estudiante”. Antes de esto, se mencionard que cuatro afios después de publicar ese resulta-
do, hizo otro descubrimiento que resolvié uno de los problemas pendientes mas importantes
de la estadistica, y que ha tenido, desde entonces, una profunda influencia en los trabajos de
casi todos los campos de la ciencia. Ese resultado se analiza en la seccién 5.3.

Unas particulas (por ejemplo, células de levadura) estdn suspendidas en un medio liquido con
concentracion de diez particulas por mL. Se agita por completo un volumen grande de la sus-
pension y después se extrae 1 mL. ;Cudl es la probabilidad de que sélo se extraigan ocho par-
ticulas?
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Solucién

Siempre y cuando el volumen extraido sea una fraccién pequefia del total, la solucién a este
problema no depende del volumen total de la suspensidn, sino s6lo de la concentracién de
particulas en éste. Sea V el volumen total de la suspension, en mL. Entonces, el niimero total
de particulas en la suspensién es 10V. Considere a cada una de éstas como un ensayo de Ber-
noulli. Una particula tiene “éxito” si es retirada. Ahora, se extrae 1 mL del total de V mL. Por
consecuencia, la cantidad que se retirard representa 1/V del total, de ahi que cada particula
tenga una probabilidad de 1/V de ser retirada. Sea X el nimero de particulas extraidas. De es-
te modo, X representa el nimero de éxitos en 10V ensayos de Bernoulli, cada uno con proba-
bilidad de éxito de 1/V. Por tanto, X ~ Bin(10V, 1/V). Puesto que V es grande, 10V es grande
y 1/V es pequeiio. Por consiguiente, en una aproximacién muy cercana, X ~ Poisson(10). Se
calcula P(X = 8) con la funcién de masa de probabilidad Poisson: P(X = 8) = e ~ 1070881 =
0.1126.

En el ejemplo 4.17, A tenia un valor de 10 ya que el nimero promedio de particulas en
1 mL de suspensién (el volumen retirado) era 10.

Unas particulas estdn suspendidas en un medio liquido con concentracién de seis particulas
por mL. Se agita por completo un volumen grande de la suspensién, y después se extrae 3 mL.
(Cuadl es la probabilidad de que sdlo se retiren 15 particulas?

Solucion

Sea X el nimero de particulas extraidas. El nimero promedio de particulas en un volumen
de 3 mL es 18. Entonces X ~ Poisson(18). La probabilidad de que se extraigan sélo 15 par-
ticulas es

15

18
P(X=15)=¢ ¥ —
15!

= 0.0786

Observe que para que las soluciones de los ejemplos 4.17 y 4.18 sean correctas, es im-
portante que la cantidad extraida de la suspensién no sea una fraccién demasiado grande del
total. Por ejemplo, si el volumen total en el ejemplo 4.18 fuera de 3 mL, de tal forma que se
extrajera toda la cantidad, se tendria la certeza de que se retiraron las 18 particulas, por lo que
la probabilidad de extraer 15 particulas serfa igual a cero.

La abuela hornea galletas de chispas de chocolates en grupos de 100. Ella agrega 300 chispas
en la masa. Cuando las galletas estdn hechas, le ofrece una. ;Cudl es la probabilidad de que
su galleta no tenga chispas de chocolate?

Solucion

Este es otro caso de particulas en suspensién. Sea X el niimero de chispas en su galleta. La
media del ndmero de chispas es tres en cada galleta, de forma que X ~ Poisson(3). De ahi que
P(X = 0) = ¢ 33%0! = 0.0498.
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Los nietos de la abuela se han estado quejando de que ella es muy tacafa con las chispas de
chocolate. La abuela acuerda agregar las suficientes chispas a la masa de tal forma que sélo
1% de las galletas no tendra chispas de chocolate. ;Cudntas chispas debe incluir en la masa
de 100 galletas para lograr su propdsito?

Solucién

Sea n el nimero de chispas que se incluird en una masa de 100 galletas, y X el nimero de
chispas en su galleta. La media del nimero de chispas es 0.01n por cada galleta, por lo que
X ~ Poisson(0.01x). Se debe determinar el valor de n para el cual P(X = 0) = 0.01. Utilizan-
do la funcién de masa de probabilidad Poisson(0.017)

0.01n)°
efo.om( n)

P(X =0) = o

— 670.01n

Al hacer e %" = 0.01, se obtiene que n = 461.

Los ejemplos 4.17 a 4.20 demuestran que para que las particulas se distribuyan unifor-
memente en un medio, el nimero de particulas que por casualidad estd en una pequefia por-
ci6én del medio sigue una distribucién de Poisson. En estos ejemplos, las particulas eran reales
y el medio era un espacio natural. Sin embargo, existen muchos casos en los que las “parti-
culas” representan eventos y el medio es el tiempo. Anteriormente se vio tal ejemplo, en el
que resulta ser que el nimero de eventos de decaimiento radiactivo en un intervalo fijo sigue
una distribucién de Poisson. Ahora se presenta otro.

Suponga que el nimero de visitas a cierto sitio web durante un intervalo fijo sigue una distri-
bucién de Poisson. Suponga que la media de la razén de visitas es de cinco en cada minuto.
Determine la probabilidad de que haya sélo 17 visitas en los siguientes tres minutos.

Solucién

Sea X el niimero de visitas en tres minutos. La media del nimero de visitas en tres minutos
es (5)(3) = 15, por lo que X ~ Poisson(15). Utilizando la funcién de masa de probabilidad
de Poisson(15),

L5157
17!
= 0.0847

PX=17)=e

En el ejemplo 4.21, sea X el nimero de visitas en f minutos. Determine la funcién de masa de
probabilidad de X, en funcién de t.
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Solucién
La media del nimero de visitas en # minutos es 5¢, por lo que X ~ Poisson(5¢). La funcién de
masa de probabilidad de X es

675[ (St)x

P =PX =x)="""" =012
X

Uso de la distribucion de Poisson para estimar una razén

A menudo se realizan experimentos para estimar una razén A que represente la media del nd-
mero de eventos que ocurren en una unidad de tiempo o espacio. En estos experimentos se
cuenta el nimero de eventos X que ocurre en ¢ unidades, y se estima la razén A con la canti-
dad A = X/z. (Observe que en virtud de que la cantidad X/¢ se utiliza para estimar A, ésta se
denota como A.) Si los nimeros de eventos en intervalos disjuntos son independientes, y si no
es posible que los eventos ocurran simultdneamente, entonces X sigue una distribucién de
Poisson. Al proceso que da como resultado dichos eventos se le denomina proceso de Pois-
son. Puesto que la media del nimero de eventos que ocurre en ¢ unidades de tiempo o espa-
cio es igual a Az, X ~ Poisson(Ar).

Sea A la media del nimero de eventos que ocurre en una unidad de tiempo o espacio.

Sea X el nimero de eventos que ocurre en ¢ unidades de tiempo o espacio. Entonces si
X ~ Poisson(Ar), A se estima con A = X/t.

Una suspensién contiene particulas en una concentracién desconocida de A por mL. Se agita
por completo la suspension, y después se extraen 4 mL y se cuentan 17 particulas. Estime A.

Solucién
Sea X = 17 el nimero de particulas contadas y # = 4 mL el volumen extraido de la suspen-
sién. Entonces A = X/t = 17/4 = 4.25 particulas por mL.

Incertidumbre en la razén estimada

Es importante darse cuenta que la razén estimada o concentracion A s6lo representa una esti-
macion de la verdadera razén o concentracién A. En general, A no es igual a A. Si se repitie-
ra el experimento, probablemente el valor de A seria diferente. En otras palabras, hay
incertidumbre en A. Para que A sea una estimacién dtil, se debe calcular su sesgo e incerti-
dumbre. Los célculos son similares a los de la proporcién muestral presentados en la seccién
4.2. Sea X el nimero de eventos contados en 7 unidades de tiempo o espacio, y suponga que
X ~ Poisson(Ar).

El sesgo es la diferencia w3 — A. Dado que A = X1, se tiene a partir de la ecuacién
(2.41) (de la seccién 2.5) que
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Hx
M7= HKx/e = ——

t

At

= — =X
t

Puesto que uj = A, A no es sesgado.

La incertidumbre es la desviacion estdndar o3. Dado que A = X1, se tiene a partir de la
ecuacion (2.43) (de la seccién 2.5) que 03, = oy/t. Debido a que X ~ Poisson(Ar), se tiene a
partir de la ecuacién (4.11) que ox = V/At. Por consecuencia,

Oy VAL A
Ux:—:—: —
t t t

En la préctica, no se conoce el valor de A, por lo que se puede aproximar con A.

. . . ~ X
Si X ~ Poisson(\r) se estima la razén A con x = —.
t

B A no es sesgado.

B La incertidumbre en A es
A

=1/ 4.12)

En la préctica se sustituye Py por A en la ecuacién (4.12), ya que no se conoce A.

Se saca una muestra de 5 mL de una suspension, y se cuenta 47 particulas. Estime la media
del nimero de particulas por mL y encuentre la incertidumbre en la estimacion.

Solucion
El nimero de particulas contadas es X = 47. El volumen extraido es r = 5 mL. La media es-
timada del nimero de particulas por mL es

A=—=94
5
La incertidumbre en la estimacion es
A
t

oy =

9.4 aproximando A con A = 9.4
5
=14
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La masa de cierta sustancia radiactiva emite particulas alfa a razén de A particulas por segun-
do. Un fisico cuenta 1 594 emisiones en 100 segundos. Estime A y determine la incertidum-
bre en la estimacidn.

Solucion
La estimacién de A es A = 1 594/100 = 15.94 emisiones por segundo. La incertidumbre es
A
o5 =1/ —
* 1
15.94 i ~
=4/ — aproximando A con A = 15.94
100
= 0.40

En el ejemplo 4.25, ;durante cudntos segundos deben contarse las emisiones para reducir la
incertidumbre a 0.3 emisiones por segundo?

Solucion
Se desea encontrar el tiempo ¢ para el cual o3 = /A/t = 0.3. Del ejemplo 4.25, A = 15.94.
Al sustituir este valor por A, se obtiene

15.94
t

=03

o5 =
Al despejar ¢ se tiene que t = 177 segundos.

Algunas veces se desea estimar una funcién f{A) de una razén de Poisson A. Se estima
f\) con f{A). Después se puede emplear el método de propagacién de errores (ecuacién 3.10
de la seccién 3.3) para encontrar la incertidumbre en f{A).

El nimero de imperfecciones en una lamina de aluminio fabricada por determinado proceso
sigue una distribucion de Poisson. En una muestra de 100 m? de aluminio, se encuentran 200
imperfecciones. Estime la probabilidad de que un metro cuadrado de aluminio no tenga im-
perfecciones y determine la incertidumbre en la estimacion.

Solucién
Sea A el ndmero promedio de imperfecciones por metro cuadrado. Se iniciard calculando A y

su incertidumbre. Se ha observado que X = 200 imperfecciones en = 100 m* de aluminio.
Por tanto, A = 200/100 = 2.00. La incertidumbre en A es

A
or =1/ -
* t
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2 ~
— m aproximando A con A = 2

=0.1414

Lo que se desea estimar es la probabilidad de que un metro cuadrado de aluminio no tenga
imperfecciones. Primero se expresa la probabilidad como una funcién de A. Con este prop6-
sito, Y representa el nimero de imperfecciones en 1 m” de ldmina de aluminio. Entonces,
Y ~ Poisson()A). Se desea estimar P(Y = 0). Utilizando la funcién de masa de probabilidad
de Poisson, esta probabilidad la da

e A0

P(Y:O): 0l :gf)‘

Por tanto, la probabilidad de que un metro cuadrado no tenga imperfecciones se estima con
e = ¢ %% = (.1353. Para encontrar la incertidumbre en la estimacion, se emplea el méto-
do de propagacion de errores (ecuacién 3.10).

d -~
o >~ |—=e o5
€ di
= ‘—e‘k o3

= ¢729(0.1414)
0.0191

Para el caso de las particulas en suspension, o eventos de decaimiento radiactivo, se co-
nocen los principios fundamentales de la fisica que rigen estos procesos, donde basandose en los
primeros principios, podria demostrarse que la distribucién del niimero de eventos es de Pois-
son. Existen muchos casos en los que la evidencia empirica sugiere que la distribucién de
Poisson es adecuada, pero las leyes que rigen los procesos no son comprendidas bien para rea-
lizar una posible deduccién rigurosa. Entre los ejemplos estd el ndmero de visitas a un sitio
web, el nimero de accidentes de trafico en una interseccién y el nimero de drboles en una
seccion del bosque.

Deduccién de la media y la varianza de una variable aleatoria de Poisson
Sea X ~ Poisson()). Se demostrard que wy = Ay o3 = A. Utilizando la definicién de la
media poblacional para una variable aleatoria discreta (ecuacién 2.29 de la seccion 2.4):

WK

ux = ) xP(X =x)
x=0
o0
A'.X
-3 xed
x!

Il
=

X

B )»0 S ot
= (0)(e™™) <O‘> +er ’\;
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o A,x
:AZe ]

Ahora la sumatoria "7 'e~*A*/x! es la suma de la funcién de masa de probabilidad de
Poisson()) sobre todos sus valores posibles. Por tanto, 77 e~*A*/x! = 1, por lo que,

Hx = A

Se emplea la ecuacién (2.31) (de la seccién 2.4) para demostrar que o3 = A.
o )\'X
a§::§:x%*{aa—u§ (4.13)
x=0
Al sustituir x(x — 1) + x para x> y A para uy en la ecuacién (4.13), se obtiene

oX_Zx(x—l)e ——I—er —.— (4.14)

x=0 x=0

Ahora, x(x — 1) =0six =001,y > oo xe *A*/x! = ux = A. Por consiguiente, se pue-
de comenzar por sumar el lado derecho de la ecuacion (4.14) en x = 2, y sustituir A por
> oo, xe A% /x! Se obtiene

A 2
x(x — e~ —'—i-)»—k

X

2
(x_z)‘—i-)»—k

=)

A
_ 52 L Y
=A xgzze (x—2)!+k A

2OO —A)\‘x 2
=X g e 7'+)\._)\.
X!

x=0

=22(1) 4+ 1 — A2
=2
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Ejercicios para la secciéon 4.3

1. Sea X ~ Poisson(4). Determine 5. El nimero de mensajes recibidos por el tablero computado

a) PX=1)
b) PX=0)
c) PX<?2)
d) PX>1)
e) px
) ox

. La concentracion de particulas en una suspension es 2 por
mL. Se agita por completo la concentracién, y posterior-
mente se extraen 3 mL. Sea X el nimero de particulas que
son retiradas. Determine

a) P(X=15)
by PX=2)
c) PX>1)
d) px
e) oy

. Suponga que 0.03% de los contenedores plasticos produci-
dos en cierto proceso tiene pequeilos agujeros que los dejan
inservibles. X representa el nimero de contenedores en una
muestra aleatoria de 10 000 que tienen este defecto. Deter-
mine

a) P(X =3)

b) PX=2)

¢) Pl=X<4)

d) px

e) oy

. Uno de cada 5 000 individuos en una poblacién porta cier-
to gen defectuoso. Se estudia una muestra aleatoria de 1 000
individuos.

a) (Cudl es la probabilidad de que sélo uno de los indivi-
duos de la muestra porte el gen?

b) (Cudl es la probabilidad de que ninguno sea portador?

¢) (Cudl es la probabilidad de que mas de dos individuos
porte el gen?

d

~

(Cudl es la media del nimero de individuos de la mues-
tra que porta el gen?

e) (Cudl es la desviacion estandar del nimero de indivi-
duos portadores de gen?

de anuncios es una variable aleatoria de Poisson con una ra-
z6n media de ocho mensajes por hora.

a) (Cudl es la probabilidad de que se reciban cinco mensa-
jes en una hora?

b) (Cuadl es la probabilidad de que se reciban diez mensa-
jes en 1.5 horas?

¢) (Cuadl es la probabilidad de que se reciban menos de tres
mensajes en 1/ horas?

. Cierto tipo de tablero de circuitos contiene 300 diodos. Ca-

da uno tiene una probabilidad p = 0.002 de fallar.

a) ;Cudl es la probabilidad de que fallen exactamente dos
diodos?

b) ;Cudl es la media del nimero de diodos que falla?

¢) (Cudl es la desviacion estindar del nimero de diodos
que falla?

d) Un tablero funciona si ninguno de sus diodos falla.
(Cuadl es la probabilidad de que funcione un tablero?

e) Se envian cinco tableros a un cliente. ;Cual es la proba-
bilidad de que cuatro o mas de ellos funcione?

. Una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial y

una variable aleatoria Y tiene una distribucién de Poisson.
Tanto X como Y tienen medias iguales a 3. ;Es posible de-
terminar qué variable aleatoria tiene la varianza mds gran-
de? Elija una de las siguientes respuestas:

i) Si, X tiene la varianza mds grande.
ii) Si, Y tiene la varianza mas grande.
iii) No, se necesita conocer el nimero de ensayos, n, para X.

iv) No, se necesita conocer la probabilidad de éxito, p, pa-
ra X.

v) No, se necesita conocer el valor de A para Y.

. Una quimica desea estimar la concentracién de particulas

que hay en determinada suspension. Ella extrae 3 mL de la
suspension y cuenta 48 particulas. Estime la concentracién
de particulas por mL y determine la incertidumbre en la es-
timacion.

. Una microbidloga quiere estimar la concentracion de cierto

tipo de bacteria en una muestra de agua tratada. Ella pone
una muestra de 0.5 mL de agua tratada en el vidrio del mi-
croscopio y descubre 39 bacterias. Estime la concentracion



10.

11.

12.

de bacterias por mL, en esta agua tratada, y determine la in-
certidumbre en la estimacion.

La abuela estd probando una nueva receta de pan de pasas.
En cada hornada de la masa de pan salen tres hogazas, y ca-
da una tiene 20 rebanadas de pan.

a) Siellaagrega 100 pasas a una hornada de masa, ;cudl es
la probabilidad de que una rebanada de pan elegida alea-
toriamente no tenga pasas?

b) Siella agrega 200 pasas a una hornada de masa, ;cual es
la probabilidad de que una rebanada de pan elegida alea-
toriamente tenga cinco pasas?

¢) (Cuantas pasas debe agregar para que la probabilidad de
que una rebanada elegida de forma aleatoria no tenga
pasas sea 0.01?

Mama y la abuela estan horneando, cada una, galletas de
chispas de chocolate. Cada una le da dos galletas. Una de las
galletas de mama tiene 14 chispas de chocolate y la otra tie-
ne 11. Las galletas de la abuela tienen seis y ocho chispas.

a) Estime la media del nimero de chispas en una de las ga-
lletas de mama.

b) Estime la media del nimero de chispas en una de las ga-
lletas de la abuela.

¢) Determine la incertidumbre en la estimacién de las ga-
lletas de mama.

d

N

Determine la incertidumbre en la estimacién de las ga-
lletas de la abuela.

e) Estime cudntas chispas mds en promedio tiene una ga-
lleta de mama en comparacién con una galleta de la
abuela. Determine la incertidumbre en la estimacion.

Usted ha recibido una masa radiactiva de la que se afirma
tiene una media de la razén de decaimiento de al menos una
particula por segundo. Si la media de la razén de decai-
miento es menor a una por segundo, usted puede regresar el
producto para un reembolso. Sea X el nimero de eventos de
decaimiento que se produce en diez segundos.

a) Si la media de la razén de decaimiento es exactamente
de una por segundo (de tal forma que la afirmacién es
verdad, pero apenas), ja qué es igual P(X = 1)?

b) Con base en la respuesta del inciso a), si la razén de de-
caimiento promedio es de una particula por segundo,
jun evento en diez segundos seria un niimero inusual-
mente pequeio?

¢) Si usted encuentra un evento de decaimiento en diez se-
gundos, ;esto seria una evidencia de que debe regresar-
se el producto? Explique.
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d) Si la media de la razén de decaimiento es sélo de una
por segundo, ja qué es igual P(X = 8)?

e) Con base en la respuesta del inciso (d), si la razén de de-
caimiento promedio es de una particula por segundo,
;ocho eventos en diez segundos serfa un niimero inusual-
mente pequefio?

/) Si cuenta ocho eventos de decaimiento en diez segun-
dos, ;esto serfa una evidencia de que debe regresarse el
producto? Explique.

13. Alguien afirma que cierta suspension contiene al menos sie-

te particulas por mL. Extrae una muestra de 1 mL de la so-
lucién. Sea X el nimero de particulas en la muestra.

a) Si el nimero promedio de particulas es exactamente sie-
te por mL (de manera que la afirmacién es verdad, pero
apenas), ¢a qué es igual P(X = 1)?

b) Con base en la respuesta del inciso (a), si la suspension
contiene siete particulas por mL, ;juna particula en una
muestra de 1 mL serfa un nimero inusualmente pequefio?

c) Siencuentra una particula en la muestra, ;esto seria una
evidencia de que la afirmacion es falsa? Explique.

d) Si la media del nimero de particulas es exactamente 7
por mL, ja qué es igual P(X = 6)?

e) Con base en la respuesta del inciso (d), si la suspensién
contiene siete particulas por mL, jseis particulas en una
muestra de 1 mL serfa un nimero inusualmente pequefio?

f) Si cuenta seis particulas en la muestra, jesto seria una
evidencia de que la afirmacioén es falsa? Explique.

14. Un fisico desea estimar la razén de emisiones de particulas

alfa provenientes de cierta fuente. El hace dos cuentas. Pri-
mero mide la razén fondo contando el nimero de particulas
que hay durante 100 segundos en ausencia de la fuente.
Cuenta 36 emisiones de fondo. Después, con la fuente pre-
sente, cuenta 324 emisiones en 100 segundos. Esto dltimo
representa la suma de las emisiones de la fuente mds las
emisiones de fondo.

a) Estime la razon de fondo, en emisiones por segundo, y
determine la incertidumbre en la estimacién.

b) Estime la suma de la fuente mds la razén de fondo, en
emisiones por segundo, y determine la incertidumbre en
la estimacion.

¢) Estime la razén de emisiones provenientes de la fuente
en particulas por segundo, y determine la incertidumbre en
la estimacién.

d) ;Qué da como resultado una menor incertidumbre al es-
timar la razén de emisiones provenientes de la fuente:
(1) contar las particulas de fondo s6lo durante 150 se-
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gundos, asi como las particulas de fondo, mds las de la 100 segundos? Si es asi, ;cudnto tiempo puede medirse
fuente durante 150 segundos, o (2) contar las particulas las particulas de la fuente mas las de fondo? Si no, ex-
de fondo durante 100 segundos, asi como las de la fuen- plique por qué.

te mas las de fondo durante 200 segundos? Calcule la
incertidumbre en cada caso.

15. Con referencia al ejemplo 4.27, estime la probabilidad de

(Es posible reducir la incertidumbre a 0.03 particulas que en 1 m* de aluminio haya una imperfeccién y determi-
por segundo si se mide la razén de fondo sélo durante ne la incertidumbre en la estimacion.

4.4 Algunas otras distribuciones discretas

En esta seccion se analizan diversas distribuciones discretas que son Utiles en varias situaciones.

La distribucion hipergeométrica

Cuando una poblacion finita contiene dos tipos de unidades, que pueden ser denominados co-
mo éxitos y fracasos, y se extrae una muestra aleatoria simple de la poblacidn, cada unidad
representa un ensayo de Bernoulli. A medida que se selecciona cada unidad, la proporcién de
éxitos en la poblacion restante disminuye o aumenta, dependiendo si la unidad extraida es
un éxito o fracaso. Por esta razdn, los ensayos no son independientes, de ahi que el nimero
de éxitos en la muestra no siga una distribucién binomial. En su lugar, la distribucién que des-
cribe adecuadamente el niimero de éxitos en esta situacién se llama distribucion hipergeo-
métrica.

Como ejemplo, suponga que se tiene un lote de 20 unidades que contiene seis que es-
tdn defectuosos, y que se extrae aleatoriamente cinco unidades de este lote. Sea X el nimero
de unidades defectuosas en la muestra. Se calculard P(X = 2). Con este propdsito, primero se
cuenta el ndmero total de los grupos diferentes de cinco unidades que puede extraerse de la
poblacién de 20. (Se hard referencia a cada grupo de cinco unidades como combinacién.) El
nimero de combinaciones de cinco unidades es el nimero de muestras diferentes que se pue-
de extraer, y cada una es igualmente probable. Después se determinard cudntas de estas com-
binaciones contienen exactamente dos defectuosas. La probabilidad de que una combinacién
de cinco unidades contenga s6lo dos defectuosas es el cociente

nimero de combinaciones de cinco unidades que contienen dos defectuosas

PX =2)=— — - - -
( ) nimero de combinaciones de cinco unidades que pueden seleccionarse entre 20

En general, el nimero de combinaciones de k unidades que se puede elegir de un grupo de
n unidades se denota por (2) y es igual a (véase la deduccién de la ecuacion 2.12 en la sec-

cién 2.2)
n _ n!
k] 7 kK'(n—k)!

Por tanto, el nimero de combinaciones de cinco unidades que se puede elegir entre 20 es

|
20 _ 200 504
5 5120 — 5)!
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Para determinar el nimero de combinaciones de cinco que contienen sélo dos defectuosas, se
describe la construccién de dicha combinacién como una secuencia de dos operaciones. Pri-
mero, se seleccionan dos unidades de las seis defectuosas; segundo, se seleccionan tres uni-
dades de las 14 no defectuosas. El nimero de combinaciones de dos unidades seleccionadas

entre seis es
6!
6 =—— =15
2 21(6 — 2)!

y el niimero de combinaciones de tres unidades elegidas de 14 es

|
MM
3 31(14 — 3)!

Por tanto, el nimero total de combinaciones de cinco unidades que puede componerse de dos

defectuosas y tres no defectuosas es el producto (g) (134) = (15)(364) = 5460 (ésta es una

aplicacién del principio fundamental de conteo; véase la seccién 2.2 para un andlisis mas de-

tallado). Se concluye que
6\ (14
P(X =2) 2)\3
- (20
5
5460

15 504
= 0.3522

Para calcular P(X = 2) en el ejemplo anterior, fue necesario conocer el nimero de unidades
en la poblacién (20), el de unidades defectuosas en la poblacién (6) y el de unidades extrai-
das (5). La funcién de masa de probabilidad de la variable aleatoria X se determina al utilizar
estos tres parametros. Especificamente, X tiene una distribucién hipergeométrica con los pa-
rametros 20, 6 y 5, ello se denota mediante X ~ H(20, 6, 5). Ahora se generalizara esta idea.

Suponga una poblacién finita que contiene N unidades, de ellas R son clasificadas co-
mo €xitos y N — R como fracasos. Suponga que se extrae n unidades de esta poblacion,
y sea X el nimero de éxitos en la muestra. Entonces X sigue la distribucién hipergeomé-
trica con los pardmetros N, R y n, que se puede denotar como X ~ H(N, R, n).

La funcién de masa de probabilidad de X es

px)=P(X=x)= (N) mix(0, R +n — N) <x < min(n, R)

n
0 de otro modo (4.15)
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De 50 edificios en un parque industrial, 12 no cumplen el cédigo eléctrico. Si se seleccionan
aleatoriamente diez edificios para inspeccionarlos, ;cudl es la probabilidad de que exactamen-
te tres de los diez no cumplan el c6digo?

Soluciéon
Sea X el ndmero de edificios seleccionados que violan el cédigo. Entonces, X ~ H(50, 12,
10). Se debe determinar P(X = 3). Utilizando la ecuacién (4.15),

(0

_(220)(12 620 256)
10272278 170

= 0.2703

Media y varianza de la distribucion hipergeométrica

En el recuadro siguiente se presenta la media y varianza de la distribucién hipergeométrica.
Se omiten sus deducciones.

Si X ~ H(W, R, n), entonces

iy = = (4.16)

s (BY (1R (N=n
=n(v) (%) (=) @

Con referencia al ejemplo 4.28 encuentre la media y la varianza de X.

Soluciéon
X ~ H(50, 12, 10), por lo que

_(10)(12)
50

= 2.4000

s o (12) (12 12) (010
ox = 10 {55 50) \50-1

= 1.4890

Mx
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Comparacion con la distribucion binomial

Una poblacién de tamafio N contiene R éxitos y N — R fracasos. Imagine que se toma una
muestra de n unidades de esta poblacién con reemplazo; es decir, cada unidad de la muestra
se regresard a la poblacion después de ser extraida. Entonces, las unidades de la muestra son
resultado de una secuencia de ensayos de Bernoulli independientes, y el nimero de los éxi-
tos X en la muestra tiene una distribucién binomial con n ensayos y probabilidad de éxito
p = RIN.

En la practica, rara vez se extraen muestras con reemplazo, debido a que no es necesa-
rio extraer la misma unidad dos veces. En su lugar, el muestreo se realiza sin reemplazo, en
el cual cada unidad es eliminada de la poblacién después de que es extraida. Entonces, las uni-
dades de la muestra son resultado de ensayos de Bernoulli dependientes, ya que la poblacién
cambia conforme se extrae cada unidad. Por esta razon, la distribucion del ndmero de éxitos,
X, es H(NV, R, n) en vez de Bin(n, R/N).

Cuando el tamafio muestral n es pequeilo en comparacién con el tamaifio de la pobla-
cién N (es decir, no mayor a 5%), la diferencia entre el muestreo con o sin reemplazo es po-
ca, y la distribucién binomial Bin(n, R/N) es una buena aproximacién de la distribucién
hipergeométrica H(N, R, n). Observe que la media de H(J, R, n) es nR/N, la misma que la de
Bin(n, R/N). Esto ultimo indica que sea que realice la muestra con o sin reemplazo, la propor-
cion de éxitos de la muestra en promedio es la misma que la de éxitos de la poblacién. La va-
rianza de Bin(n, R/N) es n(R/N)(1 — R/N) y la varianza de H(, R, n) se obtiene al multiplicar
esto por el factor (N — n)/(N — 1). Observe que cuando n es pequefia en relacién con N, es-
te factor se aproxima a 1.

Distribucion geométrica

Suponga que se lleva a cabo una secuencia de ensayos de Bernoulli independientes, cada uno
con la misma probabilidad de éxito p. Sea X el nimero de experimentos hasta incluir el pri-
mer éxito. Por tanto, X es una variable aleatoria discreta, la cual tiene una distribucion geo-
métrica con parametro p. Se expresa como X ~ Geom(p).

Una prueba de resistencia de soldadura consiste en poner carga en uniones soldadas hasta que
se dé una ruptura. Para cierto tipo de soldadura, 80% de las rupturas ocurre en la propia sol-
dadura, mientras que otro 20% se da en las vigas. Se prueba cierto nimero de soldaduras. Sea
X el ndmero de pruebas, incluyendo la primera prueba que da como resultado la ruptura de la
viga. ;Cudl es la distribucion de X?

Solucion

Cada prueba es un ensayo de Bernoulli, con un éxito definido como la ruptura de una viga.
Por consiguiente, la probabilidad de éxito es p=0.2. El nimero de ensayos incluyendo al
primer éxito tiene una distribucién geométrica con pardmetro p =0.2. Por consecuencia,
X ~ Geom(0.2).
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Con referencia al ejemplo 4.30, determine P(X = 3).

Solucién
El evento X = 3 ocurre cuando los primeros dos ensayos resultan en fracaso y el tercer expe-
rimento en éxito. De ahi que

P(X = 3) = P(FFS)
= (0.8)(0.8)(0.2)
—0.128

El resultado del ejemplo 4.31 se puede generalizar para generar la funcién de masa de
probabilidad de una variable aleatoria geométrica.

Si X ~ Geom(p), entonces la funcién de masa de probabilidad de X es

p(l—p)’(_1 x=1,2,...
px)=PX=x) =
0 de otro modo

Media y varianza de una distribucion geométrica

En el siguiente recuadro se muestra la media y varianza de la distribucion geométrica. Sus de-
ducciones requieren de la manipulacién de series infinitas y se omiten.

Si X ~ Geom(p), entonces

(4.18)

S | =

2 (4.19)

Con referencia al ejemplo 4.30, sea X el nimero de pruebas hechas incluyendo la primera rup-
tura de la viga. Determine la media y la varianza de X.

Solucion
Puesto que X ~ Geom(p), uy = 1/0.2 =5,y o3 = (1 — 0.2)/(0.2% = 20.

La distribuciéon binomial negativa

La distribuciéon binomial negativa constituye una extension de la distribucidon geométrica. Sea
r un entero positivo. Suponga que se realizan ensayos de Bernoulli independientes, cada uno
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con probabilidad de éxito p, y X representa el niimero de ensayos hasta incluir al r-ésimo éxi-
to. Por consecuencia, X tiene una distribucion binomial negativa con parametros r y p. Se
expresa como X ~ NB(7, p).

(Continuacién del ejemplo 4.30.) En una prueba de fuerza de soldadura, 80% de las pruebas
da como resultado ruptura de la soldadura, mientras que otro 20% propicia ruptura de la vi-
ga. Sea X el nimero de pruebas incluyendo la tercera ruptura de la viga. ;Cudl es la distribu-
cién de X? Determine P(X = 8).

Solucion

Dado que X representa el nimero de ensayos incluyendo al tercer éxito, y puesto que la pro-
babilidad de éxito es p = 0.2, X ~ NB(3, 0.2). Se calculard P(X = 8) y el método de cdlcu-
lo conducird a una deduccién de la funcién de masa de probabilidad de una variable aleatoria
binomial negativa. Debido a que X ~ NB(3, 0.2), el evento X = 8 significa que el tercer éxito
se presentd en el octavo ensayo. Otra forma de decir esto es que hubo exactamente dos éxi-
tos en los primeros siete ensayos y el octavo ensayo fue un éxito. En virtud de que todos los
experimentos son independientes, se tiene que

P(X = 8) = P(s6lo dos éxitos en los primeros siete ensayos)P(éxitos en el octavo ensayo)

Abhora el nimero de éxitos en los primeros siete ensayos tiene una distribucién Bin(7, 0.2),
por lo que

P(exactamente dos éxitos en los primeros siete ensayos) = (;) (0.2)%(0.8)°

La probabilidad de que el octavo ensayo (o cualquier otro experimento) dé como resultado un
éxito es 0.2. Por tanto,

P(X =8) = (;) (0.2)2(0.8)°(0.2)
(7 3 5
= <2> (0.2)%(0.8)
= 0.05505

Se generaliza el resultado del ejemplo 4.33 para construir la funcién de masa de proba-
bilidad de una variable aleatoria binomial negativa.

Si X ~ NB(7, p), entonces la funcién de masa de probabilidad de X es

X

px)=PX=1x) = (r

0 de otro modo

:Dp’(l—p)x_’ x=rr—+1,...
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Observe que el valor posible mds pequefio de X es r, ya que se requiere al menos r en-
sayos para producir r éxitos. Observe que cuando » = 1, la distribucién binomial negativa es
la misma que la distribucién geométrica. En simbolos, NB(1, p) = Geom(p).

Una variable aleatoria binomial negativa constituye
una suma de variables aleatorias geométricas

Suponga que una secuencia de ocho ensayos de Bernoulli independientes, cada uno con pro-
babilidad de éxito p, aparece de la siguiente manera:

FFSFSZFFS

Si X es el nimero de ensayos incluyendo al tercer éxito, entonces X ~ NB(3, p), y para esta
secuencia de experimentos, X = 8. Se denota el nimero de ensayos incluyendo al primer éxi-
to por Y;. Para esta secuencia, ¥; = 3, pero en general Y, ~ Geom(p). Ahora se comienza a
contar, empezando desde el primer ensayo después del primer éxito, incluyendo al segundo
éxito. Este niimero de ensayos se representa con Y,. Para esta secuencia Y, = 2, pero en ge-
neral ¥, ~ Geom(p). Finalmente, se cuenta el nimero de ensayos, a partir del primer ensayo
después del segundo éxito, incluyendo al tercero. Y5 denota el nimero de ensayos. Para esta
secuencia Y3 = 3, pero nuevamente, en general, Y3 ~ Geom(p). Esclaroque X =Y, + ¥, +
Y;. Més atin, puesto que los experimentos son independientes, Y;, ¥, y Y3 también lo son. Es-
to demuestra que si X ~ NB(3, p), entonces X es la suma de tres variables aleatorias indepen-
dientes Geom(p). Este resultado se puede generalizar para cualquier entero positivo r.

Si X ~ NB(r, p), entonces

X=Y + -+,

donde Y, . . ., Y, son variables aleatorias independientes, cada una con distribucién
Geom(p).

Media y varianza de la distribuciéon negativa binomial

Si X ~ NB(r, p), entonces X = Y, + - -- + Y,, donde Y}, . . ., Y, son variables aleatorias in-
dependientes, cada una con distribucién Geom(p). De ahi que la media de X sea la suma de
las medias de las Y, y la varianza de X sea la suma de las varianzas. Cada Y; tiene una media
1/p y varianza (1 — p)Ip*. Por consiguiente, wy = r/p 'y oz =r(1 — pp*.

Si X ~ NB(r, p), entonces
Mmx = — (4.20)

ox = ——5— “21)
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Con referencia al ejemplo 4.33, determine la media y la varianza de X, donde X representa el
nimero de pruebas incluyendo la tercera ruptura de la viga.

Solucion
Dado que X ~ NB(3, 0.2), se tiene que

= 3 =15
M =027
3(1-0.2)
2 _ _
oy = oz = 60

Distribucion multinomial

Un ensayo de Bernoulli representa un proceso que tiene dos posibles resultados. Una genera-
lizacién del ensayo de Bernoulli constituye el experimento multinomial, que es un proceso
con k resultados, donde k = 2. Por ejemplo, el lanzamiento de un dado es un experimento mul-
tinomial, con seis posibles resultados: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Cada resultado de un experimento multi-
nomial tiene una probabilidad de ocurrir. Las probabilidades de los k resultados se representan

como py, . . . , pi. Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado, p; = p, = - - - = pg = 1/6.
Ahora suponga que se realizan n experimentos independientes multinomiales, cada uno
con los mismos k resultados posibles y con las mismas probabilidades py, . . ., p;. Se enume-
ran los resultados 1, 2, . . ., k. Para cada resultado i, X; representa el nimero de ensayos que
tiene ese resultado. Entonces X, . . ., X, son variables aleatorias discretas. La coleccién
X, . .., X, tiene una distribucién multinomial con parametros n, py, . . . , p;. Se expresa co-
mo Xy, ..., X, ~ MN(n, p, ..., py). Observe que toda la coleccién X, . . . , X, sigue la dis-

tribucion multinomial, en vez de sélo una X;.

Se inspeccionan las unidades producidas por una linea de ensamble, y se clasifica cada una
como correspondiente (aceptable), inferior o rechazada. En general, 70% de las unidades son
correspondientes, 20% son inferiores y 10% rechazadas. Suponga que se selecciona de forma
independiente y aleatoria cuatro unidades. Sean X, X,, X5 los nimeros entre los cuatro even-
tos correspondientes inferiores y rechazados, respectivamente. ;Cual es la distribucién de X,
X5, X3?

Solucion

Cada unidad es un ensayo multinomial con tres posibles resultados: correspondiente, inferior
y rechazada. Las probabilidades asociadas con los resultados son p; = 0.7, p, = 0.2y p3 =
0.1. Las variables aleatorias X, X,, X; se refieren a los nimeros de cada resultado en los cua-
tro ensayos independientes. Por tanto, X;, X,, X3 ~ MN(4, 0.7, 0.2, 0.1).

Para mostrar cémo se calculan las probabilidades de variables aleatorias multinomiales,
se calculard P(X; = 2, X, = 1 y X5 = 1), en la que X;, X,, X5 se definieron en el ejemplo 4.35.
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Esto dltimo conduce a una deduccién de la funcién de masa de probabilidad multinomial. Se
comenzard por observar que hay 12 arreglos de dos correspondientes (C), una inferior (D) y
una rechazada (R) entre los cuatro resultados. Aqui se enlistan.

CCDR CCRD CDCR CDRC CRCD CRDC
DCCR DCRC DRCC RCCD RCDC RDCC

Cada uno de estos 12 arreglos es igualmente probable. Se calcula la probabilidad de CCDR.
El evento CCDR es una secuencia de cuatro resultados: C en el primer ensayo, C en el segun-
do, D en el tercero y R en el cuarto. Dado que los ensayos son independientes, la probabili-
dad de la secuencia de resultados es igual al producto de cada una de sus probabilidades.

P(CCDR) = (0.7)(0.7)(0.2)(0.1) = (0.7)%(0.2)(0.1)
Puesto que cada uno de los 12 arreglos tiene la misma probabilidad,
P(X; =2,X, = 1,X; = 1) = (12)(0.7)%(0.2)(0.1) = 0.1176
En este calculo, el nimero de arreglos era pequefio para contarlos al enlistarlos a todos. En

general, para calcular probabilidades como ésta, se necesita una férmula. Esta dltima se en-
cuentra en el siguiente recuadro. En la seccién 2.2 se presenta una deduccion.

Suponga que se llevan a cabo n experimentos independientes, cada uno tiene k resul-
tados posibles. Sean x;, . . . , x; el niimero de ensayos con resultados 1, 2, . . . , k, res-
pectivamente. El nimero de arreglos de los resultados entre los n ensayos es

n!

xi!xp! e xy!

Ahora, se puede especificar la funcién de masa de probabilidad multinomial.

Si Xy, ..., Xy~ MN(, p, ..., p,entonces la funcién de masa de probabilidad de
X, ..., X es

px1, ..., x) =PXi=x1,..., Xk = Xxp)

n!
X1 X2 Xk —
ﬁﬂpz'“Pk xi—0,1,2,...,n
_ X1 Xt o X! ny—n
= § =

0 de otro modo

Observe que la distribucién multinomial difiere de las otras distribuciones en que estudia di-
versas variables aleatorias simultdneamente. Este hecho se expresa al afirmar que p(x,, . . .,
x;) es la funcion de masa de probabilidad conjunta de X, . . ., X;. La seccion 2.6 analiza
con mds profundidad las funciones de masa de probabilidad conjunta.



4.4 Algunas otras distribuciones discretas 229

La alcaptonuria es una enfermedad genética que se caracteriza por carencia de una enzima ne-
cesaria para metabolizar al 4cido homogentisico. Algunas personas son portadores de aquélla,
lo cual significa que no tienen la enfermedad, sino que pueden transmitirla potencialmente a
sus hijos. De acuerdo con las leyes de la herencia genética, un hijo, cuyos padres son portado-
res de alcaptonuria, tiene probabilidad de 0.25 de no tener la enfermedad, 0.5 de ser portador
y 0.25 de padecer la enfermedad. En una muestra de diez hijos de portadores de la alcaptonu-
ria, jcudl es la probabilidad de que tres no la tengan, cinco sean portadores y dos la padezcan?

Solucion

Sean X, X, X; los nimeros entre los diez hijos que no tienen la enfermedad, son portadores
y la padecen, respectivamente. Entonces X, X,, X; ~ MN(10, 0.25, 0.50, 0.25), por lo que de
la ecuacién (4.22) se tiene que

10!
315121
— (2 520)(0.015625)(0.03125)(0.0625)

P(X1=3,X=5,X3=2)= (0.25)%(0.50)°(0.25)>

= 0.07690

Algunas veces sélo se desea concentrar en uno de los posibles resultados de un experi-
mento multinomial. En esta situacion, se puede considerar el resultado de interés como ““éxi-
to”, y cualquier otro resultado como “fracaso”. De este modo, es posible ver que el nimero
de ocurrencias de cualquier resultado particular tiene una distribucién binomial.

SiXi,...,Xy~ MN(,p,,...,py,entonces para cada i

X, ~ Bin(n, p;)

Con referencia al ejemplo 4.36, determine la probabilidad de que sélo cuatro de los diez hi-
jos no padezcan la enfermedad.

Soluciéon

Sea X el nimero de hijos que no tiene la enfermedad en una muestra de diez. Entonces
X ~ Bin(10, 0.25); por tanto,

10!

el (0.25)4(0.75)°

P(X=4)=

= 0.1460
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Ejercicios para la seccion 4.4

. Quince automdviles son llevados a una concesionaria para
validar su garantia. Suponga que cinco presentan graves
problemas de motor, mientras que diez tienen problemas sin
importancia. Se eligen aleatoriamente seis automdviles pa-
ra componerlos. ;Cual es la probabilidad de que dos tengan
graves problemas?

. Un cargamento contiene 40 elementos. Se seleccionard de
forma aleatoria y se probard cinco elementos. Si dos o mds
estdn defectuosos, se regresard el cargamento.

a) Si, de hecho, el cargamento contiene cinco elementos
defectuosos, (cual es la probabilidad de que sean acep-
tados (no regresados)?

b) Si, de hecho, el cargamento contiene diez elementos de-
fectuosos, ;cudl es la probabilidad de que se regresen?

. La probabilidad de que una computadora que corre cierto
sistema operativo se descomponga en determinado dia es de
0.1. Determine la probabilidad de que la maquina se des-
componga por primera vez en el duodécimo dia, después de
la instalacion del sistema operativo.

. Un semaforo localizado en cierta interseccion esta en verde

50% de las veces, en ambar 10% y en rojo 40%. Un auto-
movil pasa por esta interseccion una vez al dia. Sea X el ni-
mero de dias que ha transcurrido, incluyendo la primera vez
que el automovil se topa con una luz roja. Suponga que ca-
da dia representa un experimento independiente.

a) Determine P(X = 3).
b) Determine P(X = 3).
¢) Determine uy.

d) Determine 0.

. Con referencia al ejercicio 4. Sea Y el nimero de dias inclu-
yendo el tercer dia en que se topa con una luz roja.

a) Determine P(X = 7).

b) Determine pwy.

. 2
c) Determine oy.

. Con referencia al ejercicio 4, ;cudl es la probabilidad de
que en una secuencia de diez dias, se haya encontrado con
cuatro luces verdes, una ambar y cinco rojas?

. Si X ~ Geom(p), ;cudl es el valor mds probable de X?

CAPITULO 4 Distribuciones cominmente usadas

i 0

i) 1/p

i) p

) 1

v) (1= p)p’

. Un proceso que llena paquetes se detiene cada vez que se

detecta uno cuyo peso no cumple la especificacién. Supon-
ga que cada paquete tiene probabilidad de 0.01 de no cum-
plir con la especificacion y que los pesos de los paquetes
son independientes.

a) Determine el nimero promedio de paquetes que sera lle-
nado antes de que se detenga el proceso.

b) Determine la varianza del nimero de paquetes que sera
llenado antes de que se detenga el proceso.

¢) Suponga que el proceso no se detendra hasta que se de-
tecten cuatro paquetes, cuyo peso no cumpla con la espe-
cificacion. Determine la media y la varianza del nimero
de paquetes que serd llenado antes de que se detenga el
proceso.

. En un lote de diez microcircuitos, tres estan defectuosos. Se

elige aleatoriamente cuatro microcircuitos para ser proba-
dos. Sea X el nimero de circuitos probados que son defec-
tuosos.

a) Determine P(X = 2).
b) Determine py.

¢) Determine oy.

. De los clientes que ordenan cierto tipo de computadora per-

sonal, 20% ordena una tarjeta grafica actualizada, 30% me-
moria extra, 15% ordena tanto una tarjeta grafica actuali-
zada como memoria extendida, y 35% no ordena ninguna.
Se eligen de forma aleatoria quince 6rdenes. Sea X, X,, X3,
X4, los respectivos niimeros de 6rdenes en las cuatro catego-
rias dadas.

a) Determine P(X; =3,X, =4,X3; =2y X, = 6).
b) Determine P(X; = 3).

. Cierta marca de automévil viene equipada con un motor en

uno de cuatro tamaios (en litros): 2.8, 3.0, 3.3, o 3.8. El
10% de los clientes ordena el motor de 2.8 litros, 40% de
3.0, 30% de 3.3 y 20% de 3.8. Se selecciona una muestra
aleatoria de 20 6rdenes para una auditoria.
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a) (Cudl es la probabilidad de que el nimero de 6rdenes ratura real 10% de las veces, y lecturas mayores a 0.1°C por
para los motores de 2.8, 3.0, 3.3 y 3.8 litros sean 3, 7, 6 debajo de la temperatura real 20% de las veces.
y 4, respectivamente?

b) (Cudl es la probabilidad de que haya més de diez 6rde- a) En una serie de diez lecturas independientes, ;cudl es la
nes de los motores de 3.0 litros? probabilidad de que cinco se encuentren dentro de 0.1°C

de la temperatura real, dos a mas de 0.1°C por encima de

12. Un termopar localizado dentro de cierto medio produce lec- ella, y tres a mds de 0.1°C debajo de dicho pardmetro?

turas con margen de 0.1°C de la temperatura real 70% de b) (Cudl es la probabilidad de que mas de ocho lecturas se
las veces, lecturas mayores a 0.1°C por encima de la tempe- encuentren dentro de 0.1°C de la temperatura real?

4.5 Distribucion normal

La distribucion normal (también conocida como distribucion de Gauss) es la distribucién
mads utilizada en la estadistica. Constituye un buen modelo para muchas, aunque no para to-
das las poblaciones continuas. Parte de esto tdltimo se debe al teorema del limite central, que
se analizara en la seccién 4.10.

La distribucién normal es continua en vez de discreta. La media de una variable aleato-
ria normal puede tener cualquier valor y la varianza cualquier valor positivo. La funcién de
densidad de probabilidad de una variable aleatoria normal con media u y varianza o estd da-
da por |

— —(x=p)*/20?
fx) i (4.23)

Al final de esta secci6n se comprueba el hecho de que u y o son la media y la varian-
za, respectivamente. Si X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad
es normal con media  y varianza o, se expresa como X ~ N(u, o).

Si X ~ N(u, o%), entonces la media y la varianza de X estdn dadas por

Mx = M
2 2
oy =0

La figura 4.4 presenta una gréfica de la funcién de densidad de probabilidad normal con
media p y desviacion estandar o. Algunas veces a la funcion de densidad de probabilidad nor-
mal se le llama curva normal. Observe que ésta es simétrica alrededor de u, de tal forma que
. representa la mediana, asi como la media. También, toda poblacién normal se caracteriza por

B Aproximadamente 68% de la poblacién se encuentra en el intervalo u = o.
B Aproximadamente 95% de la poblacién se encuentra en el intervalo u = 20.
B Aproximadamente 99.7% de la poblacion se encuentra en el intervalo u * 30.

La proporcién de una poblacién normal que se encuentra a cierto nimero de desviacio-
nes estdndar de la media es la misma en cualquier poblacién normal. Por esta razén, cuando
se trabaja con poblaciones normales, se convierte las unidades en las cuales se midi6 origi-
nalmente las unidades de la poblacién a unidades estandar. Estas tltimas indican a cudntas
desviaciones estdndar se encuentra un dato de la media poblacional.
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FIGURA 4.4 Funci6n de densidad de probabilidad de una variable aleatoria normal con
media p y varianza o,

Suponga que la estatura en una poblacién de mujeres sigue una curva normal con media . =
64 pulgadas y desviacion estindar o = 3 pulgadas. La estatura de dos mujeres elegidas alea-
toriamente es de 67 y 62 pulgadas, respectivamente. Convierta estas estaturas a unidades es-
tandares.

Solucién

Una estatura de 67 pulgadas es tres pulgadas mayor que la media de 64, y tres pulgadas es
igual a una desviacion estandar. Por tanto, 67 pulgadas es una desviacidn estindar mayor que
la media y equivalente a una unidad estandar. Una estatura de 62 pulgadas es 0.67 desviacio-
nes estdndar menor que la media, por lo que 62 pulgadas es equivalente a — 0.67 unidades
estandar.

En general, se convierte a unidades estdndar al restar la media y dividir entre la desvia-
ci6n estandar. Por consiguiente, si x es una unidad seleccionada de una poblacién normal con
media p y varianza 02, la unidad estandar equivalente a x es el nimero z, donde

X —p
o

= (4.24)
Algunas veces, al nimero z se le denomina “puntaje z” de x, que representa un elemento ex-
traido de una poblacién normal con media 0 y desviacién estindar 1. A aquélla se le llama
poblacion normal estandar.

Las laminas de aluminio utilizadas para fabricar latas de bebida tienen un espesor (en milési-
mas de pulgada) que se distribuye normalmente con una media de 10 y desviacioén estandar
de 1.3. Una lamina particular tiene un espesor de 10.8 milésimas de pulgadas. Determine el
puntaje z.

Solucién
La cantidad 10.8 es un dato de una poblacién normal con media u = 10 y desviacién estan-
dar o = 1.3. Por consecuencia,



E jemplo

4.5 Distribucion normal 233

10810
‘T3

=0.62

Con referencia al ejemplo 4.39, el espesor de cierta lamina tiene un puntaje z de —1.7. Deter-
mine el espesor de la ldmina en las unidades originales en milésimas de pulgada.

Solucion
Usando la ecuacion (4.24), sustituyendo —1.7 para z y despejando x. Se obtiene
x—10
1.3

—-1.7=

Al despejar x se obtiene x = 7.8. La lamina tiene un espesor de 7.8 milésimas de pulgada.

La proporcién de una poblacién normal que se encuentra dentro de un intervalo espe-
cifico es igual al 4rea que se encuentra debajo de la densidad de probabilidad normal en di-
cho intervalo. Esto ultimo sugiere que dichas proporciones se calculan al integrar la densidad
de probabilidad normal dada en la ecuacién (4.23). Lo que es muy interesante es que las dreas
debajo de esta curva no pueden determinarse mediante el método, ensefiado en célculo ele-
mental, de encontrar la integral de la funcién y colocar los limites de integracién. Lo anterior
se debe a que la integral de esta funcién es una serie infinita y no puede escribirse con exac-
titud. En su lugar, las 4reas debajo de esta curva deben aproximarse numéricamente.

Las areas debajo de la curva normal estdndar (media O, varianza 1) se han tabulado ex-
tensivamente. Una tabla comun, denominada tabla normal estandar, o tabla z, es la tabla
A.2 (en el Apéndice A). Para determinar las dreas debajo de una curva normal con diferentes
media y varianza, se convierten a unidades estdndares y se utiliza la tabla z. La tabla A.2 pro-
porciona las dreas en la cola izquierda de la curva para valores de z. Es posible calcular otras
areas al sustraer o usando el hecho de que el drea total debajo de la curva es igual a 1. Ahora
se presentan diversos ejemplos para mostrar el uso de la tabla z.

Determine el drea debajo de la curva normal a la izquierda de z = 0.47.

Solucién
De la tabla z, el drea es de 0.6808. Véase la figura 4.5.

0.6808

|
0 047

FIGURA 4.5 Solucién al ejemplo 4.41.
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Determine el drea debajo de la curva normal y a la derecha de z = 1.38.

Solucion
De la tabla z, el drea a la izquierda de z = 1.38 es de 0.9162. Por tanto, el drea a la derecha
es 1 —0.9162 = 0.0838. Véase la figura 4.6.

0.9162 0.0838

0 1.38

FIGURA 4.6 Solucién al ejemplo 4.42.

Determine el drea debajo de la curva normal entre z = 0.71 y z = 1.28.

Solucioén

De la tabla z, el 4rea a la izquierda de z = 1.28 es de 0.8997. El 4rea a la izquierda de z =
0.71 es de 0.7611. Por consiguiente, el drea entre z = 0.71 y z = 1.28 es 0.8997 — 0.7611 =
0.1386. Véase la figura 4.7.

0.8997 0.7611 0.1386
1 1 1 Fj\

0 1.28 0 0.71 0 0.711.28

FIGURA 4.7 Solucién al ejemplo 4.43.

E jemplo

(A qué puntaje z corresponde el 750. percentil de una curva normal? ;El 250. percentil? ;La
m mediana?

Solucién

Para responder esta pregunta se utiliza al revés la tabla z. Se necesita encontrar el puntaje z
para el que 75% del area de la curva estd a la izquierda. A partir del contenido de la tabla, el
drea mas cercana a 75% es 0.7486, correspondiente al puntaje z de 0.67. Por tanto, el 750.
percentil es aproximadamente de 0.67. Por simetria de la curva, el 250. percentil es z = —0.67
(esto también puede verse directamente en la tabla). Véase la figura 4.8. La mediana es z = 0.
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=75% =~25%

1 I
0 0.67 -0.67 0

FIGURA 4.8 Solucién al ejemplo 4.44.

Los tiempos de vida de las baterfas en cierta aplicacién se distribuyen normalmente con me-
dia de 50 horas y desviacion estdndar de cinco horas. Determine la probabilidad de que se eli-
ja aleatoriamente una bateria que dure entre 42 y 52 horas.

Solucion

Sea X el tiempo de vida de una baterfa elegida aleatoriamente. Entonces X ~ N(50, 5%). La fi-
gura 4.49 muestra la funcién de densidad de probabilidad de la poblacién N(50, 5%). El drea
sombreada representa P(42 < X < 52), la probabilidad de que una bateria seleccionada de
forma aleatoria tenga una duracién entre 42 y 52 horas. Para calcular esta area, se hard uso de
la tabla z. Primero se necesita convertir las cantidades 42 y 52 a unidades estandar. Se tiene

42 —50 52 —-50
= =

= —1.60 = 0.40

De la tabla z, el drea a la izquierda de z = —1.60 es 0.0548, y el 4rea a la izquierda de z =
0.40 es 0.6554. La probabilidad de que una bateria tenga tiempo de vida entre 42 y 52 horas
es 0.6554 — 0.0548 = 0.6006.

0.6006

|
42 50 52

z=—1.6 z=04

FIGURA 4.9 Solucién al ejemplo 4.45.

Con referencia al ejemplo 4.45, determine el 400. percentil de los tiempos de vida de las ba-
terfas.

Solucion

De la tabla z, el 4rea mas cercana a 0.4000 es 0.4013, correspondiente al puntaje z de —0.25.
La poblacién de los tiempos de vida tiene una media de 50 y una desviacién estandar de 5. El
400. percentil es el punto 0.25 desviaciones estindar menor a la media. Este valor se deter-
mina al convertir el puntaje z en uno nuevo, utilizando la ecuacion (4.24):
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x —50
5

—-0.25 =

Al despejar x se tiene que x = 48.75. El 400. percentil de los tiempos de vida de las baterias
es de 48.75 horas. Véase la figura 4.10.

=40%

I
48.75 50

z=-0.25

FIGURA 4.10 Solucién al ejemplo 4.46.

E jemplo

Un proceso fabrica cojinetes de bolas cuyos didmetros se distribuye normalmente con media
de 2.505 cm y desviacion estandar de 0.008 cm. Las especificaciones requieren que el didme-
tro esté dentro del intervalo 2.5 = 0.01 cm. ;Qué proporcién de cojinetes de bolas cumple con
la especificacion?

Soluciéon
Sea X el didmetro de un cojinete de bolas seleccionado aleatoriamente. Entonces X ~
N(2.505, 0.0087). La figura 4.11 presenta la funcién de densidad de probabilidad de la pobla-
cién N(2.505, 0.008%). El drea sombreada representa P(2.49 < X < 2.51), que es la propor-
cioén de cojinetes de bolas que cumplen con la especificacion.

Se calcula los puntajes z de 2.49 y 2.51:

2492505

2.51 —2.505
7= 1.88 1=

=— = =0.63
0.008 0.008

El érea a la izquierda de z = —1.88 es 0.0301. El 4rea a la izquierda de z = 0.63 es 0.7357.
El dreaentre z = 0.63y z = —1.88 es 0.7357 — 0.0301 = 0.7056. Aproximadamente 70.56%
de los didmetros satisface la especificacion.

0.7056
|
2.49 2505 251
z=—1.88 z=0.63

FIGURA 4.11 Solucién al ejemplo 4.47.
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Con referencia al ejemplo 4.47, el proceso puede recalibrarse para que la media sea igual a
2.5 cm, el centro del intervalo de la especificacion. La desviacion estandar del proceso sigue
siendo de 0.008 cm. ;Qué proporcion de los didmetros satisface la especificacion?

Solucion
El método de solucién es el mismo que en el ejemplo 4.47. La media es de 2.500 en vez de
2.505. Los célculos se realizan de la siguiente manera:

249-250

2.51-2.50
= —_ =

1.25 z =1.25

0.008 ~0.008

El drea a la izquierda de z = — 1.25 es 0.1056. El drea a la izquierda de z = 1.25 es 0.8944.
El dreaentre z = 1.25y z = — 1.25 es 0.8944 — 0.1056 = (.7888. Véase la figura 4.12. El
recalibrado aumenta a 78.88% la proporcion de didmetros que satisface la especificacion.

0.7888
1
2.49 2.50 2.51
z=—1.25 z=125

FIGURA 4.12 Soluci6n al ejemplo 4.48.

Con referencia a los ejemplos 4.47 y 4.48, suponga que se ha recalibrado el proceso de tal for-
ma que la media del didmetro mide ahora 2.5 cm. ;A qué valor debe reducirse la desviacién
estandar para que 95% de los didmetros satisfaga la especificacion?

Solucién

El intervalo de especificacion es 2.49 — 2.51 cm. Se debe encontrar un valor de o para que
este intervalo abarque 95% de la poblacién de didmetros de cojinetes de bolas. Véase la figu-
ra 4.13. El puntaje z que tiene 2.5% del area a la izquierda es z = — 1.96. El puntaje z que
tiene 2.5% del area a su derecha es z = 1.96 (esto tltimo se obtiene de la simetria de la cur-
va). De ahi que el limite menor de la especificacion, 2.49, tenga un puntaje z de —1.96, mien-
tras que el limite superior de 2.51 tiene un puntaje z de 1.96. Cualesquiera de estos hechos se
puede utilizar para encontrar a . De la ecuacién (4.24),

2.51 —2.50
1.96 = ————
o

Al despejar o se tiene que o = 0.0051 cm.
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=95%

2.49 2.50 251
z=—1.96 z=1.96

FIGURA 4.13 Solucién al ejemplo 4.49. Si o = 0.0051, entonces 95% de la poblacion
estard entre 2.49 y 2.51.

Estimacion de los parametros de una distribucion normal

Los parametros p y o de una distribucién normal representan su media y varianza, respecti-
vamente. Por tanto, si X|, . .., X, son una muestra aleatoria de una distribucién N(uw, 02), M
se estima con la media muestral X y o* se estima con la varianza muestral s>. Al igual que
con cualquier otra media, la incertidumbre en X es o/ /i, que serd reemplazada con s//n
si no se conoce a o. Ademds, wx = w, por lo que X es un estimador no sesgado de .

Combinaciones lineales de variables aleatorias
independientes normales

Una de las caracteristicas mds notables de la distribucién normal consiste en que las combi-
naciones lineales de variables aleatorias independientes normales son en s{ mismas variables
aleatorias. Para ser mas especifico, suponga que X; ~ N(u,, o)), X, ~ N(uy, 03), . . ., X, ~
N(u,, o°2) son variables aleatorias independientes normales. Observe que las medias y varian-
zas de estas variables aleatorias pueden diferir entre si. Sean ¢y, ¢,, . . . , ¢, constantes. Enton-
ces, la combinacion lineal ¢, X, + ¢,X, + - - - + ¢, X, es una variable aleatoria distribuida
normalmente. La media y la varianza de la combinacién lineal son c;u; + copy + -+ - + 1,
y Aol + Sos+ -+ ol respectivamente (véanse las ecuaciones 2.49 y 2.53 en la sec-

cion 2.5).

Sean X, X», . . ., X, independientes y distribuidas normalmente con medias w;,

Moy - . ., M, ¥ Varianzas ol 0%, .., 0% Seancy, ¢y . . ., €, coOnstantes, y sea

X, + X, + - - - + ¢,X, una combinacién lineal, entonces

Xy + Xy + o+ e, X, ~ Ny, + copy + -0 + ¢, c%cr% + cg 0'% + o+ c,2,0',21
(4.25)

En el articulo “Advances in Oxygen Equivalent Equations for Predicting the Properties of
Titanium Welds” (D. Harwig, W. Ittiwattana y H. Castner, en The Welding Journal, 2001:
126s-136s), los autores proponen una ecuacién de equivalencia al oxigeno para predecir la re-
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sistencia, ductilidad y dureza de soldaduras hechas casi de titanio puro. La ecuacién es E =
2C + 3.5N + O, donde E es la equivalencia del oxigeno, y C, Ny O las proporciones de peso,
en partes por millén, de carbono, nitrégeno y oxigeno, respectivamente (se omitié un térmi-
no constante que consiste en el contenido de hierro). Suponga que para un nivel particular de
titanio puro comercial, las cantidades C, N 'y O son aproximadamante independientes y se dis-
tribuyen normalmente con medias we = 150, wy = 200, wo = 1 500 y desviaciones estdndar
oc =30, 0y = 60, 0, = 100. Determine la distribucién de E. Determine P(E > 3 000).

Solucion

Puesto que E es una combinacién lineal de variables aleatorias normales independientes, su
distribucién es normal. Ahora se debe determinar la media y la varianza de E. Utilizando la
ecuacion (4.25) se calcula

we =2uc +35un + 1o
= 2(150) + 3.5(200) + 1(1 500)
=2500

aé = 2203 + 3.5201%, + 1205
= 22(30%) + 3.5%(60%) + 17(100%)
= 57700

Se concluye que £ ~ N(2 500, 57 700).

Para calcular P(E > 3 000), se calcula el puntaje z: z = (3 000 — 2 500)/4/57 700 =
2.08. El 4rea a la derecha de z = 2.08 debajo de la curva normal es 0.0188. Por tanto, P(E >
3 000) = 0.0188.

Si X, X, . .., X, es una muestra aleatoria de cualquier poblacién con media p y va-
rianza o, entonces la media muestral X tiene una media ux = u y varianza o = o-*/n. Si
la poblacién es normal, entonces X también es normal, ya que es una combinacién lineal de
X, ..., X, con coeficientes ¢c;, = - - - = ¢, = l/n.

Sean X|, . . ., X, independientes y distribuidas normalmente con media w y varianza
o, entonces

o 2
X ~N (u, (;) (4.26)

Otras combinaciones lineales importantes son la suma y resta de dos variables aleato-
rias. Si X'y Y son variables aleatorias independientes, la suma X + Yy laresta X — Y son com-
binaciones lineales. Las distribuciones X + Yy X — Y se puede determinar utilizando la
ecuacion (4.25)conc; = 1,¢c,=lparaX+ Yyc, =1,¢c,=— lparaX — Y.
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Sean X y Y independientes, con X ~ N(uy, o) y Y ~ N(uy, o3), entonces

X+ Y~ Nuy+ py,ox + o3) (4.27)

X =Y~ Nux — pyox + 0y) (4.28)

¢Cémo puede saberse si los datos que se tiene
provienen de una poblacién normal?

En la practica, a menudo se tiene una muestra de alguna poblacién y se le debe utilizar para
decidir si la distribucién de la poblacién se aproxima a la normal. Si la muestra es razonable-
mente grande, su histograma es buena indicacién. Las muestras grandes de poblaciones nor-
males tienen histogramas que se parecen a la funcién de densidad normal: con un pico en el
centro, y decrecientes mas o menos simétricamente en cada lado. Las graficas de probabili-
dad, que se analizardn en la seccién 4.9, son otra buena forma de determinar si una muestra
grande proviene de una poblacién que es aproximadamente normal. Para muestras pequefias,
es dificil determinar si la distribucién normal es la apropiada. Un hecho importante es éste:
las muestras de poblaciones normales raramente tienen datos atipicos. Por tanto, no se utili-
za la distribucién normal en conjuntos de datos que tengan valores atipicos. Esto es cierto
cuando el tamafio muestral es pequefio. Infortunadamente, para conjuntos pequefios de datos
que no tienen datos atipicos, es dificil determinar si la poblacién es aproximadamente normal.
En general, se requiere de cierto conocimiento del proceso que generd los datos.

Deduccién de la media y varianza de una variable aleatoria normal
Sea X ~ N(u, ). Se demuestra que uy = ny o3 = o’ Empleando la definicién de la
media poblacional de una variable aleatoria continua (ecuacién 2.35 de la seccién 2.4),

/ Tl wewiety
Ux = xe X
—0o OA/2T

Se hace la sustitucién de z = (x — w)/o. Entonces x = o0z + u y dx = odz. Se obtiene

© 1
x :/ ———(oz+woe 1 dz

—00 OA/2T
/oo 1 2/ dzt /00 1 222 d
=0 ze Z @ Z
oo N2 1 —oo N 2T

El cédlculo directo demuestra que

/oo /1 — /2 d 0
ze =
—oco V2T

Asimismo,



4.5 Distribucion normal 241

o0 l 5
/ ——e ¥ dz =1
—00 V21

debido a que es la integral de la funcién de densidad de probabilidad N(0, 1) sobre todos
sus posibles valores.
Por tanto,

ry = a(0) + u(l) = p

Para demostrar que 0)2( = ¢ se utiliza la ecuacién (2.36) (de la seccién 2.4):

(0.¢]
1 2 2
2 _ 2 —(x—p)° /20
T = (x — ux) ——e dx

X /700 X o2
Se hace la sustitucién de z = (x — w)/o. Recuerde que wy = w. Entonces
2 / * 20 1 —22/2 d
o O Z oe - Z
X —0 o221

R | 2
= 02/ ——7%e ¥4z
—o N2

Al integrar por partes dos veces se demuestra que
/OO 1 2 —7%/2 d 1
—=ze " z=
—co V2T

Por consiguiente, 0';2( = g2

Ejercicios para la seccion 4.5

1. Determine el drea bajo la curva normal

a) (Cudl es la proporcioén de puntuaciones mayores a 700?

b) ;Cudl es el 250. percentil de las puntuaciones?

a) A laderechadez = — 0.85.

b) Entre z = 040y z = 1.30.
c¢) Entrez = — 030y z = 0.90.
d) Desde z = — 1.50 hasta z = — 0.45.

¢) Si la puntuacién de alguien es de 600, ;en qué percentil
se encuentra?

d) ;Qué proporcion de las puntuaciones se encuentra entre
420y 520?

2. Determine el drea bajo la curva normal 4. Suponga que la estatura de mujeres en una poblacién sigue

a) Alaizquierda de z = 0.56.

b) Entrez = — 293y z= — 2.06.
c¢) Entrez = — 1.08 y z = 0.70.
d) Desde z = 0.96 hasta z = 1.62.

la curva normal con media de 64.3 pulgadas y desviacion
estandar de 2.6 pulgadas.

a) {Qué proporcion de mujeres tiene estatura entre 60 y 66
pulgadas?

b) La estatura de una mujer es 0.5 de desviacion estdndar
mayor a la media. ;Qué proporciéon de mujeres mide

. Las puntuaciones de una prueba estandarizada se distribu-
yen normalmente con media de 480 y desviacién estdndar
de 90.

mas que ella?

¢) ¢(Cudnto mide una mujer cuya estatura se encuentra en
el 90o. percentil?
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d) Se elige aleatoriamente una mujer de esta poblacién.
(Cudl es la probabilidad de que ella mida mds de 67 pul-
gadas?

e) Se elige aleatoriamente a cinco mujeres de esta pobla-
cién. ;Cudl es la probabilidad de que sélo una de ellas
mida mas de 67 pulgadas?

. La resistencia de una aleacion de aluminio se distribuye
normalmente con media de 10 gigapascales (GPa) y desvia-
cién estandar de 1.4 GPa.

a) (Cudl es la probabilidad de que una muestra de esta
aleacion tenga resistencia mayor a 12 GPa?

b) Determine el primer cuartil de la resistencia de esta
aleacion.

¢) Determine el 950. percentil de la resistencia de esta
aleacion.

. En una universidad, las puntuaciones del SAT en matemati-
cas de una clase de primer afo fue de, en promedio, 650 y
tuvo desviacion estandar de 100. El mdximo puntaje posi-
ble es de 800. ;Es posible que el histograma de las puntua-
ciones de estos alumnos siga una curva normal? Explique.

. La penicilina es producida por el hongo Penicillium, que
crece en un caldo, cuyo contenido de aztcar debe controlar-
se con cuidado. La concentracién éptima de azicar es de
4.9 mg/mL. Si la concentracién excede los 6 mg/mL, el
hongo muere y el proceso debe suspenderse todo el dia.

a) Si la concentracion de azidcar en tandas de caldo se dis-
tribuye normalmente con media 4.9 mg/mL y desvia-
cién estandar 0.6 mg/mL, ;en qué proporcién de dias se
suspenderd el proceso?

b) El distribuidor ofrece vender caldo con una concentra-
cion de azicar que se distribuye normalmente con me-
dia de 5.2 mg/mL y desviacién estandar de 0.4 mg/mL.
(Este caldo surtird efectos con menos dias de produc-
cién perdida? Explique.

. Un método de cromatografia utilizado para purificar a una
proteina también destruye parte de ésta, en un proceso de-
nominado desnaturaciéon. Un método particular recupera
una media de 55% (0.55) de la proteina y tiene desviacion
estandar de 0.15. La cantidad recuperada se distribuye nor-
malmente.

a) En cierto proceso industrial, no es posible obtener una
recuperacion menor a 0.30 mds de 5% de las veces. (Es-
te proceso cumple con este requisito? Explique.

b) En otro proceso, la recuperacion debe ser mayor a 0.50
al menos 95% de las veces. Si la media de la recupera-

9.

10.

11.
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cién se distribuye normalmente con una media de 0.60,
(cudl es el valor mds grande que puede tener la desvia-
cién estandar para cumplir con este requisito?

Se hace una perforacion cilindrica en un molde y se coloca
un piston cilindrico en la perforacion. La holgura es igual a
la mitad de la diferencia entre los didmetros de la perfora-
cién y el piston. El didmetro de la perforacion se distribuye
normalmente con media de 15 cm y desviacion estdndar de
0.025 cm, y el didmetro del piston se distribuye con media
14.88 cm y desviacion estandar 0.015 cm.

a) Determine la media de la holgura.
b) Determine la desviacion estandar de la holgura.

¢) (Cudl es la probabilidad de que la holgura mida menos
de 0.05 cm?

d) Determine el 250. percentil de la holgura.

e) Las especificaciones requieren que la holgura mida en-
tre 0.05 y 0.09 cm. ;Cudl es la probabilidad de que la
holgura satisfaga la especificacion?

f) Se puede ajustar la media del didmetro de la perfora-
cién. ;A qué valor debe ajustarse para maximizar la pro-
babilidad de que la holgura esté entre 0.05 y 0.09 cm?

Los ejes fabricados para el uso de dispositivos de almacena-
miento Optico tienen didmetros que se distribuyen normal-
mente con media u = 0.652 y desviacién estandar o =
0.003 cm. La especificacion para el diametro del eje mide
entre 0.650 = 0.005 cm.

a) ;Qué proporcion de los ejes fabricados por este proceso
cumple con la especificacion?

b) La media del proceso puede ajustarse utilizando calibra-
cién. Si se establece que la media mide 0.650 cm, ;qué
proporcion de los ejes cumplira con la especificacion?

¢) Si se establece que la media mide 0.650 cm, ;cudl debe
ser la desviacion estdndar para que 99% de los ejes cum-
pla con la especificacién?

El volumen de latas llenadas por cierta maquina se distribu-
ye con media de 12.05 onzas y desviacién estdndar de 0.03
onzas.

a) (Qué proporcién de latas contiene menos de 12 onzas?

b) La media del proceso se puede ajustar utilizando cali-
bracién. (En qué valor debe fijarse la media para que
99% de las latas contenga 12 onzas o mds?

¢) Sila media del proceso sigue siendo de 12.05 onzas, ;en
qué valor debe fijarse la media para que 99% de las la-
tas contenga 12 onzas o mas?
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13.

14.

Un proceso de recubrimiento de peliculas genera filmes cu-
yo espesor se distribuye con media de 110 micrones y des-
viacién estdndar de 10 micrones. En cierta aplicacion, el
espesor minimo aceptable es de 90 micrones.

a) ;Qué proporcién de peliculas estaran demasiado delga-
das?

b) (A qué valor debe establecerse la media para que sélo
1% de las peliculas esté muy delgado?

c) Si la media sigue siendo 110, ;cudl debe ser la desvia-
cién estandar para que s6lo 1% de las peliculas sea muy
delgado?

Un proceso hilador de fibras produce una fibra cuya resis-
tencia se distribuye con media de 75 N/m? La resistencia
minima aceptable es de 65 N/m?.

a) 10% de las fibras producidas mediante el método actual
no cumple con la especificaciéon minima. ;Cudl es la
desviacién estdndar de la resistencia de las fibras en el
proceso actual?

b) Si la media sigue siendo de 75 N/m?, ;cudl debe ser la
desviacion estandar para que sélo 1% de las fibras no sa-
tisfaga la especificacion?

¢) Siladesviacién estandar es de 5 N/m?, ¢en qué valor de-
be fijarse la media para que s6lo 1% de las fibras no sa-
tisfaga la especificacion?

El programa de garantia de calidad de cierto proceso de for-
mulacion de un adhesivo consiste en medir qué tanto el ad-
hesivo pega un pedazo de pladstico a una superficie de
vidrio. Cuando el proceso funciona correctamente, la fuer-
za del adhesivo X se distribuye con media de 200 N y des-
viacién estdndar de 10 N. Cada hora, usted hace una
medicion de la fuerza del adhesivo. Usted debe informar a
su supervisor si su medicién indica que el proceso se ha
desviado de su distribucién objetivo.

a) Calcule P(X = 160) bajo el supuesto de que el proceso
estd funcionando correctamente.

b) Con base en su respuesta al inciso a), si el proceso fun-
ciona bien, ;una fuerza de 160 N seria inusualmente pe-
quefia? Explique.

c) Siusted observa una fuerza adhesiva de 160 N, ;esto tl-
timo seria una evidencia de que el proceso ya no funcio-
na correctamente? Explique.

d

~

Encuentre P(X = 203), bajo la suposicién de que el pro-
ceso esta funcionando bien.

e) Con base en su respuesta del inciso d), si el proceso fun-
ciona correctamente, /seria una fuerza de 203 N inusual-
mente grande? Explique.

15.

16.

17.
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f) Si usted observa una fuerza adhesiva de 203 N, ;lo an-

terior serfa una evidencia de que el proceso ya no fun-
ciona correctamente? Explique.

g) Encuentre P(X = 195), bajo la suposicion de que el pro-
ceso estd funcionado bien.

h) Con base en su respuesta del inciso g), si el proceso es-
ta funcionando correctamente, ;seria una fuerza de 195
N inusualmente pequefia? Explique.

i) Si usted observa una fuerza adhesiva de 195 N, ;esto se-
ria una evidencia de que el proceso ya no funciona co-
rrectamente? Explique.

Una instalacion de luz tiene dos focos. El A es de un tipo
cuya duracién se distribuye con media de 800 horas y des-
viacién estandar de 100 horas. El B tiene una duracién que
se distribuye con media de 900 horas y desviacion estandar
de 150 horas. Suponga que las duraciones de los focos son
independientes.

a) Cudl es la probabilidad de que el foco B dure mas que
el A?

b) ;Cudl es la probabilidad de que el foco B dure 200 ho-
ras mas que el A?

¢) Otra instalacién de luz tiene s6lo un foco. Se pone uno
del tipo A y cuando se funde se instala otro de tipo B.
(Cuadl es la probabilidad de que la duracion total de am-
bos sea mayor a 2 000 horas?

La molaridad de un soluto en solucion se define como el ni-
mero de moles del soluto por litro de solucién (1 mol =
6.02 x 10% moléculas). Si X es la molaridad de una solucién
de cloruro de sodio (NaCl) y Y es la molaridad de una solu-
cion de carbonato de sodio (Na,COs), la molaridad del ion
de sodio (Na¥) en una solucién hecha de partes iguales
NaCl y Na,CO; estd dada por M = 0.5X + Y. Suponga que
X y Y son independientes y se distribuyen normalmente y
que X tiene media de 0.450 y desviacion estandar de 0.050,
y Y tiene media de 0.250 y desviacién estdndar de 0.025.

a) Cudl es la distribucion de M?
b) Determine P(M > 0.5).

Una compaiifa recibe importante cargamento de pernos. Estos
se utilizardn en una aplicacién que necesita de una torsion
de 100 J. Antes de que se acepte el cargamento, un ingenie-
ro especialista en control de calidad sacara una muestra de
12 pernos y medira la torsién necesaria para romper a cada
uno de ellos. El cargamento serda aceptado si el ingeniero
concluye que menos de 1% de los pernos tiene torsién de
ruptura menor a 100 J.
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a) Silos 12 valores son 107, 109, 111, 113, 113, 114, 114, ¢) (Qué pasara si los 12 valores hubieran sido 108, 110,
115,117, 119, 122, 124, calcule 1a media y la desviacion 112, 114, 114, 115, 115, 116, 118, 120, 123, 140? Utili-
estandar muestral. ce el método descrito en los incisos a) y b) para deter-

b) Suponga que se saca una muestra de 12 valores de una minar si el cargamento hubiera sido aceptado.
poblacién normal, y suponga que la media y la desvia- d) Compare los conjuntos de 12 valores en los incisos a) y
cién estandar muestrales calculadas en el inciso @) son ¢). (En qué muestra los pernos son mas resistentes?
realmente la media y la desviacion estandar de la pobla- ¢) (El método es vilido para ambas muestras? ;Por qué si

cién. Calcule la proporcion de pernos cuya torsién de

o por qué no?
ruptura es menor a 100 J. ;Serd aceptado el cargamento?

4.6 Distribucion lognormal

Para datos que tienen valores atipicos, la distribucién normal no es apropiada. La distribucién
lognormal, que tiene relacion con la distribucién normal, es, a menudo, buena opcién para
estos conjuntos de datos. La distribucién lognormal se deriva de la distribucién normal de la
siguiente manera: Si X es una variable aleatoria normal con media u y varianza o, entonces
la variable aleatoria Y = ¢* tiene distribucién lognormal con pardmetros u y . Observe
que si Y tiene una distribucién normal con parametros w y o, entonces X = In Y tiene una
distribucién normal con media w y varianza o”.

B SiX~ N, o), entonces la variable aleatoria ¥ = ¢* tiene distribucién lognor-
mal con pardmetros w y o>,

B Si Y tiene distribucién lognormal con pardmetros u y o, entonces la variable alea-
toria X = In Y tiene la distribucién N(u, ad).

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria lognormal con para-
metros w y o’es
1
fx)y=¢ ox 2

0 six <0

1 .
exp [—%z(lnx — u)z} six >0 (4.29)

La figura 4.14 presenta una grafica de la funcién de densidad lognormal con pardme-
tros w = 0y o = 1. Observe que la funcién de densidad esté sesgada. Esta es la razén por la
que se utiliza la distribucién lognormal para modelar procesos que tienden a producir ocasio-
nalmente valores grandes o atipicos.
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FIGURA 4.14 Funci6n de densidad de probabilidad de la distribucién lognormal con
pardmetros u = 0y o = 1.

Puede demostrarse mediante métodos avanzados que si Y es una variable aleatoria log-
normal con pardmetros p y o2, entonces la media E(Y) y la varianza V(Y) estan dadas por

E(Y) — e,u + o2 V(Y) — e2y, +20% _ eZ,u + 202 (430)

Observe que si Y tiene una distribucién lognormal, los pardmetros u y o> no se refieren a la
media y varianza de Y, sino que lo hacen a la media y varianza de la variable aleatoria nor-
mal In Y. En la ecuacién (4.30) se utiliza la notacién E(Y) en vez de uy y V(Y) lugar de o3,
para evitar confusiones entre w y o.

El tiempo de vida de cierto componente sigue una distribucién lognormal con pardmetros
pn = 1diay o = 0.5 dias. Determine la media del tiempo de vida de estos componentes. En-
cuentre la desviacién estandar de los tiempos de vida.

Solucion

Sea Y el tiempo de vida de un componente escogido aleatoriamente. La media de Y determina-
da mediante la ecuacién (4.30) es e' * 052 — 3 08 difas. La varianza es X" * 209" — 2D+ 057
= 2.6948. Por tanto, la desviacion estandar es v/2.6948 = 1.64 dias.

Para calcular las probabilidades de variables aleatorias lognormales, se saca el logarit-
mo y se utiliza la tabla z (tabla A.2). Los ejemplos 4.52 y 4.53 ilustran el método.
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Con referencia al ejemplo 4.51, encuentre la probabilidad de que un componente dure mas de
cuatro dias.

Solucion

Sea Y el tiempo de vida de un componente seleccionado de forma aleatoria. Se necesita cal-
cular P(Y > 4). No se puede utilizar la tabla z para Y, debido a que Y no proviene de una po-
blacién normal. Sin embargo, In Y proviene de una poblacién normal; especificamente, In ¥
~ N(1, 0.52). Se expresa P(Y > 4) como una probabilidad que implica a In Y-

P(Y>4)=P(InY>In4) = P(In Y > 1.386)
El puntaje z de 1.386 es

_ 1.386 — 1.000
0.5
= 0.77

De la tabla z se tiene que P(In Y > 1.386) = 0.2206. (Véase la figura 4.15.) Se concluye que
aproximadamente 22% de los componentes durard mds de cuatro dias.

0.2206

|
1.00 1.386
z=0.77

FIGURA 4.15 Solucién al ejemplo 4.52.

Con referencia al ejemplo 4.51 determine la mediana de los tiempos de vida. Encuentre el
800. percentil de los tiempos de vida.

Solucion
Sea Y el tiempo de vida de un componente escogido aleatoriamente. Sea M la mediana de los
tiempos de vida. Entonces P(Y = m) = 0.5. En logaritmos, se tiene que P(In Y = In m) = 0.5.
Esto significa que In m es la mediana de In Y. Ahora, In ¥ ~ N(1, 0.52). Por consecuencia, In
m =1, porlo que m = ¢' = 2.718.

Para encontrar al 800. percentil, pg, se hace P(Y = pg;) = 0.80. Por lo que P(In Y = In
Pso) = 0.80. Esto significa que In pg, es el 80o. percentil de In Y. Ahora In ¥ ~ N(1, 0.5%). De
la tabla z, el puntaje z del 800. percentil es 0.84. Por consiguiente, In pgy, = 1 + (0.84)(0.5)
= 1.42, de tal forma que pg, = ' = 4.14.
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Estimacion de los parametros de una distribucion lognormal

Si Y es una variable aleatoria cuya distribucién es lognormal con parametros u y o, enton-
ces uy o son la media y la varianza, respectivamente, de In Y. Por tanto, si Yy, ..., Y, es
una muestra aleatoria de una poblacién lognormal, primero se transforma a la escala logarit-
mica, definiendo X; =InY,,...,X, = InY,. Ahora X|, ..., X, es una muestra aleatoria de
N(u, 0%). Se estima w con X y o con la varianza muestral sz. Al igual que con la media mues-
tral, la incertidumbre en X es oy =0/ J/n, 'y si no se conoce o, se le estima con la desvia-
cion estandar muestral sy.

Los didmetros (en mm) de las semillas de cierta planta siguen una distribucién normal. Una
muestra aleatoria de cinco semillas tiene los didmetros 1.52, 2.22, 2.64, 2.00 y 1.69. Estime
los parametros wy o.

Solucién

Para estimar w y o, se sacan los logaritmos de los cinco valores de la muestra, para obtener
0.419, 0.798, 0.971, 0.693 y 0.525. La media muestral es 0.681 y la desviacién estdndar
muestral es 0.218. Por consecuencia, se estima que @ = 0.681,d = 0.218.

¢Cémo puede saberse si los datos provienen
de una poblacién lognormal?

Como se afirm6 anteriormente, es muy raro que las muestras provenientes de poblaciones nor-
males contengan datos atipicos. En contraste, las muestras provenientes de poblaciones log-
normales a menudo tienen datos atipicos en la cola derecha. Es decir, las muestras contienen
pocos valores que son mds grandes que el resto de los datos. Obviamente, esto dltimo se re-
fleja en la larga cola derecha de la funcién de densidad lognormal (figura 4.14). Para las
muestras con datos atipicos a la derecha, se transforman los datos, sacando el logaritmo na-
tural (o cualquier logaritmo) de cada valor. Luego se intenta determinar si estos logaritmos
vienen de una poblacién normal, graficindolos en un histograma o en una gréfica de proba-
bilidad. En la seccién 4.9 se analizardn las graficas de probabilidad.

Observe que la densidad lognormal tiene sélo una cola larga, a la derecha. Por esta ra-
z0n, las muestras de poblaciones lognormales tienen datos atipicos a la derecha, pero no a la
izquierda. Por consiguiente, no debe utilizarse la distribucidon lognormal en muestras con in-
usualmente muy pocos datos. Ademds, las poblaciones lognormales sélo tienen valores posi-
tivos, por lo que no puede emplearse la distribucién lognormal en muestras que contengan
ceros o valores negativos. Por tltimo, es importante observar que la transformacién log no
siempre genera una muestra que se aproxima a la normal. Para verificar lo anterior, se tiene
que graficar un histograma o un gréfico de probabilidad (véase la seccion 4.9).

La figura 4.16 presenta dos histogramas. El primero muestra la produccién mensual de
255 pozos de gas, en unidades de miles de pies cuibicos. El histograma claramente tiene una
larga cola derecha, por lo que se concluye que los datos no provienen de una poblacién normal.
El segundo muestra los logaritmos naturales de las producciones mensuales. Este histograma
se aproxima mds a la curva normal, aunque se percibe cierta diferencia con la normalidad.
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FIGURA 4.16 a) Histograma que muestra la produccién mensual de 255 pozos de gas. Tiene una larga cola derecha. b)
Histograma que muestra los logaritmos naturales de las producciones mensuales. La distribucién de los datos logaritmicos
se aproxima mucho més a la normal.

Ejercicios para la seccion 4.6

1. El tiempo de vida (en dias) de cierto componente electroni- e) Determine el 750. percentil del porcentaje absorbido.

co que opera en un ambiente a alta temperatura sigue una
distribucién lognormal con w = 1.2y o0 = 0.4.

a) Determine la media del tiempo de vida.

b) Determine la probabilidad de que un componente dure
entre tres y seis dias.

¢) Determine la mediana del tiempo de vida.

d) Determine al 90o. percentil de los tiempos de vida.

. Cuando un pesticida entra en contacto con la piel, se absor-
be cierto porcentaje de éste. El porcentaje del pesticida que
serd absorbido durante cierto espacio de tiempo puede mo-
delarse con una distribucion lognormal. Suponga que para
cierto pesticida, la cantidad que es absorbida (en porcenta-
je) durante un periodo de dos horas sigue una distribucién
lognormal con uw = 1.5y o = 0.5.

a) Determine la media del porcentaje absorbido.
b) Determine la mediana del porcentaje absorbido.

¢) Determine la probabilidad de que el porcentaje absorbi-
do sea mayor que 10.

d) Determine la probabilidad de que el porcentaje absorbi-
do sea menor que 5.

f) Determine la desviacién estandar del porcentaje absor-
bido.

. El indice de masa corporal (IMC) de una persona se define

como la masa corporal de una persona dividido entre el cua-
drado del peso de la persona. El articulo “Influences of Pa-
rameter Uncertainties within the ICRP 66 Respiratory Tract
Model: Particle Deposition” (W. Bolch, E. Farfan y colabo-
radores, en Health Physics, 2001:378-394) establece que el
indice de masa corporal (en kg/m2) en hombres entre 25-34
afios sigue una distribucién lognormal con parametros u =
3215y o = 0.157.

a) Determine la media del IMC para hombres entre 25-34
afos.

b) Determine la desviacion estandar del IMC para hombres
entre 25-34 afios.

¢) Determine la mediana del IMC para hombres entre 25-
34 afios.

d) (Qué proporcién de hombres entre 25-34 afios tiene un
IMC menor a 22?

e) Encuentre el 750. percentil de IMC para hombres entre
25-34 afios.



4. El articulo “Stochastic Estimates of Exposure and Cancer

Risk from Carbon Tetrachloride Released to the Air from the
Rocky Flats Plant” (A. Rood, P. McGavran y colaboradores,
en Risk Analysis, 2001:675-695) modela el aumento en el
riesgo de cdncer debido a la exposicion al tetracloruro de
carbono como una lognormal con u = —15.65y o = 0.79.

a) Determine la media del riesgo.

b) Determine la mediana del riesgo.

¢) Determine la desviacion estandar del riesgo.
d) Determine el 50. percentil.

e) Determine el 950. percentil.

. El articulo “Withdrawal Strenght of Threaded Nails” (D.
Rammer, S. Winistorfer y D. Bender, en Journal of Structu-
ral Engineering, 2001:442-449) describe un experimento
que compara la resistencia final a ser retirados (en N/mm)
de varios tipos de clavos. Para un clavo con rosca anular y
un vastago de didmetro de 3.76 mm introducido en una ma-
dera de pinabete, pino y abeto, la resistencia final de retiro
fue modelada como una lognormal con u = 3.82 y o =
0.219. Para un clavo con rosca en espiral, bajo las mismas
condiciones, la resistencia se modelé como una lognormal
conu =347yo0 = 0.272.

a) (Cual es la media de la resistencia de retiro para los cla-
vos con rosca anular?

b) (Cudl es la media de la resistencia de retiro para los cla-
VOs con rosca en espiral?

¢) (Con qué tipo de clavo es mds probable que la fuerza de
retiro sea mayor a 50 N/mm?

d

~

(Cudl es la probabilidad de que un clavo con rosca en
espiral tenga una resistencia mayor a ser retirado que la
mediana de los clavos con rosca anular?

e) Se realiza un experimento en el cual se mide las resis-
tencias a ser retirados de diversos clavos de los dos ti-
pos. Se registra que un clavo tiene resistencia a ser
retirado de 20 N/mm, pero no se sabe el tipo. ;Piensa
que se trata de un clavo con rosca anular o de un clavo
con rosca en espiral? ;Por qué? ;Qué tan seguro esta?

. Elija la mejor respuesta, y explique. Si X es una variable
aleatoria con una distribucién lognormal, entonces

i) la media de X siempre es mayor que la mediana.
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ii) la media de X siempre es menor que la mediana.

iii) la media puede ser mayor que, menor que, o igual que
la mediana, dependiendo del valor de o.

. Los precios de acciones u otros instrumentos financieros

con frecuencia se modelan como una distribucién lognor-
mal. Un inversionista estd considerando comprar acciones
en una de dos compaiifas, A o B. Hoy el precio de una ac-
cién en ambas compaiifas es de un ddlar. Para la A, el valor
de la accién en un afio a partir de ahora se modela como una
lognormal con pardmetros u = 0.05 y o = 0.1. Para la B,
el valor de la accién en un afo a partir de ahora se modela
como una lognormal con parametros u = 0.02y o0 = 0.2.

a) Determine la media del precio de una accién de la com-
paiifa A en un afio a partir de ahora.

b) Determine la probabilidad de que el precio de una ac-
ci6n de la compania A en un afio a partir de ahora sea
mayor a $1.20.

¢) Determine la media del precio de una accion de la com-
paiiia B en un afio a partir de ahora.

d) Determine la probabilidad de que el precio de una ac-
cién de la compaiifa B en un afio a partir de ahora sea
mayor a $1.20.

. Un fabricante afirma que la resistencia a la tensién de cier-

to compuesto (en MPa) tiene una distribucion lognormal
conu =5y o = 0.5. Sea X la resistencia de una muestra
aleatoria y representativa de este compuesto.

a) Si la afirmacion es cierta, ja qué es igual P(X < 20)?

b) Con base en la respuesta al inciso (a), si la afirmacion es
cierta, juna resistencia de 20 MPa serfa inusualmente
pequefia?

¢) Si usted observa una resistencia a la tension de 20 MPa,
(esto seria una evidencia de que la afirmacion es falsa?
Explique.

d) Si la afirmacion es cierta, ja qué es igual P(X < 130)?

e) Con base en la respuesta al inciso d), si la afirmacion es
cierta, juna resistencia de 130 MPa serfa inusualmente
pequefia?

f) Si usted observa una resistencia a la tensién de 130
MPa, ;esto seria una evidencia de que la afirmacion es
falsa? Explique.
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4.7 La distribucion exponencial

La distribucion exponencial es una distribucién continua que algunas veces se utiliza para
modelar el tiempo que transcurre antes de que ocurra un evento. A menudo, a aquél se le lla-
ma tiempo de espera. En algunas ocasiones la distribucién exponencial se utiliza para mo-
delar el tiempo de vida de un componente. Asimismo, hay una relacién cercana entre la
distribucién exponencial y la distribucion de Poisson.

La funcién de densidad de probabilidad de la distribucién exponencial tiene un pardme-
tro, que representa una constante positiva A cuyo valor determina la localizacién y forma de
la funcién.

Definicion
La funcién de densidad de probabilidad de la distribucién exponencial con pardmetro

A>0es

Ae M x>0

f(x)={0 <0 4.31)

La figura 4.17 presenta la funcién de densidad de probabilidad de la distribucién exponencial
para varios valores de A. Si X es una variable aleatoria cuya distribucién es exponencial con
pardmetro A, se expresa como X ~ Exp(A).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

FIGURA 4.17 Grificas de la funcién de densidad de probabilidad exponencial para varios valores de A.

Es facil calcular la funcién de distribucién acumulativa de la distribucién exponencial.
Para x = 0, F(x) = P(X = x) = 0. Para x > 0, la funcién de distribucién acumulativa es

X
F(x)=P(X <x)= / reMdt=1—e ™
0
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Si X ~ Exp()L), la funcién de distribucién acumulativa de X es

| —e M x>0

0 <0 (4.32)

F(x)= P(X <x) ={

La media y la varianza de una variable aleatoria exponencial se pueden calcular me-
diante la integracién por partes. Al final de la seccién se muestra las deducciones.

Si X ~ Exp()A), entonces

1
mx =7 (4.33)
2 _ 1 434
zeﬁ (4.34)

Si X ~ Exp(2), encuentre puy, o3 y P(X =< 1).

Solucion
Se calcula uy y oy a partir de las ecuaciones (4.33) y (4.34), sustituyendo A = 2. Se obtiene
ux = 0.5, o3 = 0.25. Utilizando la ecuacién (4.32), se tiene que

PXX<1)=1-e2D=0.865

Con referencia al ejemplo 4.55, determine la mediana de X. Encuentre el 30o. percentil de X.

Solucién
Sea m la mediana de X. Entonces P(X = m) = 0.5. Mediante la ecuacién (4.32) se tiene que
1 — ¢ *" = 0.5. Al despejar m, se obtiene que m = 0.3466.

Sea p3, el 300. percentil. Entonces P(X = ps,) = 0.30. Utilizando la ecuacién (4.32), se
tiene que 1 — e~ %% = 0.30. Al despejar ps, se obtiene que p3, = 0.1783.

La distribucion exponencial y el proceso de Poisson

Se menciond que algunas veces se utiliza la distribucién exponencial para modelar el tiempo
de espera de un evento. Resulta que la distribucién exponencial es el modelo correcto para los
tiempos de espera siempre y cuando los eventos sigan un proceso de Poisson. Recuerde de la
seccién 4.3 que los eventos que siguen un proceso Poisson con un pardmetro de razén A cuan-
do los nimeros de eventos en intervalos disjuntos son independientes, y el niimero X de even-
tos que ocurre en un intervalo con una longitud ¢ tiene una distribucién de Poisson con media
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At, es decir, cuando X ~ Poisson(Ar). La conexidn entre la distribucién exponencial y el pro-
ceso de Poisson es la siguiente:

Si los eventos siguen un proceso de Poisson con un pardmetro de razén A, y si 7 re-
presenta el tiempo de espera desde cualquier punto inicial hasta el préximo evento,
entonces T ~ Exp(A).

Al final de esta seccidn se demuestra este hecho.

Una masa radiactiva emite particulas de acuerdo con un proceso de Poisson a una media de ra-
z6n de 15 particulas por minuto. En algin punto inicia un reloj. ;Cudl es la probabilidad de
que transcurran cinco segundos antes de la siguiente emisién? ;Cudl es la media del tiempo
de espera hasta que se emite la siguiente particula?

Solucién
El tiempo se medird en segundos. T denota el tiempo en segundos que transcurre antes de que
se emita la siguiente particula. La media de la razén de las emisiones es de 0.25 por segundo,
por lo que el pardmetro de razén es A = 0.25 y T ~ Exp(0.25). La probabilidad de que trans-
curran mas de cinco segundos antes de la siguiente emision es igual a

P(T>5)=1—-P(T <))

=1 — (1 — 0B

o125

= 0.2865

La media del tiempo de espera es U7 = — = 4.

Propiedad de falta de memoria

La distribucién exponencial tiene una propiedad conocida como falta de memoria, que se
muestra en los ejemplos 4.58 y 4.59.

El tiempo de vida de un circuito integrado particular tiene una distribucién exponencial con
media de dos afios. Encuentre la probabilidad de que el circuito dure més de tres afios.

Solucién
Sea T el tiempo de vida del circuito. Dado que ur = 2, A = 0.5. Se necesita encontrar P(T > 3).
P(T>3)=1—P(T <3)
—1— (1 _ 670.5(3))
— 1S

= 0.223
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Con referencia al ejemplo 4.58, suponga que actualmente un circuito tiene cuatro afios y atn
funciona. Determine la probabilidad de que funcione tres anos mds. Compdrela con la proba-
bilidad de que un circuito nuevo funcione tres aios mds, la cual se calcul6 en el ejemplo 4.58.

Solucion
Se pide que el tiempo de vida de un circuito sea mds de cuatro afios y se tiene que calcular la
probabilidad de que el tiempo de vida sea mayor que 4 + 3 = 7 afios. La probabilidad esta
dada por
P(T>7yT >4)
P(T > 4)

P(T > 7T > 4) =

Si T > 7, entonces también T > 4. Por consecuencia, P(T > 7y T > 4) = P(T > 7). De ahi
que
P(T >17)

P(T > 4)
05D

P(T >7T >4) =

e—0.5(4)
— 0503

— 671.5

=0.223

La probabilidad de que un circuito con cuatro afios dure tres afilos mds es la misma probabi-
lidad de que el circuito nuevo dure tres afios.

Los ejemplos 4.58 y 4.59 muestran la propiedad de falta de memoria. La probabilidad
de que se tenga que esperar f unidades adicionales, dado que ya se han esperado s unidades,
es la misma que la probabilidad de que se tenga esperar ¢ unidades desde el inicio. La distri-
bucién exponencial no “recuerda” cudnto tiempo se ha esperado. En particular, si el tiempo
de vida de un componente sigue una distribucién exponencial, entonces la probabilidad de
que un componente que tiene s unidades de tiempo dure 7 unidades de tiempo adicionales es
la misma que la probabilidad de que un componente nuevo dure ¢ unidades de tiempo. En
otras palabras, un componente cuyo tiempo de vida siga una distribucién exponencial no
muestra ningtin sintoma de los afios o del uso.

Los calculos en los ejemplos 4.58 y 4.59 se pueden repetir para cualesquiera valores s
y t en lugar de 4 y 3, y para cualquier valor de A en lugar de 0.5. Ahora, se establece la pro-
piedad de falta de memoria en su forma general:

Propiedad falta de memoria
Si T ~ Exp(A), y ¢ y s son nimeros positivos, entonces

P(T >t+s|T >s)=P(T >1)
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El nimero de visitas a un sitio web sigue un proceso de Poisson con una razén de tres por mi-
nuto. ;Cudl es la probabilidad de que transcurra mds de un minuto sin recibir una visita? Si
transcurren dos minutos sin una visita, ;/cudl es la probabilidad que se dé una visita en el si-
guiente minuto?

Solucion

Sea T el tiempo de espera en minutos hasta la siguiente visita. Entonces T ~ Exp(3). La pro-
babilidad de que transcurra un minuto sin ninguna visita es P(T > 1) = ¢ >V = 0.0498. De-
bido a la propiedad de falta de memoria, la probabilidad de que pase un minuto adicional sin
ninguna visita, dado que han transcurrido dos minutos sin una visita, es también igual a 0.0498.
Por tanto, la probabilidad de que ocurra una visita en el siguiente minuto es igual a 1 — 0.0498
= 0.9502.

Uso de la distribucion exponencial para estimar una razén

Si X ~ Exp(A), entonces wy = 1/A, por lo que A = 1/uy. De ahi que X, . . ., X, sea una mues-
tra aleatoria de Exp(L), una estimacién razonable de A es A= 1X.

Se analizara el sesgo en A= 1/X.Al igual que con cualquier media muestral X, uy =
, por tanto, X es un estimador no sesgado de . No obstante, u;x # 1/u, ya que 1/u no es
una funcién lineal de w. Por consecuencia, A = 1/X es un estimador sesgado de A = 1/u. Uti-
lizando métodos avanzados puede demostrarse que uj, = A + A/n; de esta forma el sesgo es
aproximadamente A/n. Por tanto, para una muestra de tamafio n lo suficientemente grande el
sesgo es despreciable, pero puede ser importante cuando el tamaifio de aquélla es pequefio.

Se puede estimar la incertidumbre en A mediante el método de propagacion de errores
(ecuacioén 3.10 de la seccion 3.3):

d 1

07 R |—=|o0%
* ‘dXX X

Para que esta expresion sea titil, es necesario conocer ox. Ahora, que la desviacion estandar de
una distribucién Exp(A) es o = 1/A (lo cual se tiene a partir de la ecuacién 4.34; observe que
la desviacion .est.éndar esla mi'sma que la media). Por consiguiente, o5 = o//n = 1/(Ay/n).
Se puede sustituir A con el estimador 1/X para obtener

Ahora, se puede estimar la incertidumbre o3;

UX%'
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Esta estimacién con el método de propagacién de errores es muy bueno cuando el tamafio
muestral es de al menos 20 o algo asi. Para tamafios menores de muestra, éste subestima la
incertidumbre.

Si X|, ..., X, es una muestra aleatoria de Exp(A)n, entonces el pardmetro A se estima
con
n = i (4.35)
X

Este estimador es sesgado. El sesgo es aproximadamente igual a A/n. La incertidumbre
en A se estima con
1
==
X/n
Este estimador de la incertidumbre es razonablemente bueno cuando el tamafio mues-
tral es mayor a 20.

(4.36)

Correccion del sesgo

Dado que w3 = wx = A + Mn = (n + 1)A/n, se tiene que W, + jx = A En otras palabras,
la cantidad n/[(n + 1)X] es un estimador menos sesgado de A que 1/X . A esto tltimo se le
conoce como estimador con correccion de sesgo.

Se toma una muestra aleatoria de tamafio 5 de una distribucién Exp(L). Los valores son 7.71,
1.32, 7.46, 6.53 y 0.44. Encuentre un estimador con correccion de sesgo de A.

Solucion
La media muestral es X = 4.6920. El tamafio muestral es n = 5. El estimador con correccién
de sesgo de A es 5/[6(4.6920)] = 0.178.

Deduccién de la media y la varianza de una
variable aleatoria exponencial
Para deducir la ecuacion (4.33) se comienza con la ecuacion (2.35) (de la seccién 2.4):

px = / xf () dx

o0

Al sustituir la funcién de densidad de probabilidad exponencial (4.31) para f(x), se obtiene
oo
Ux = / rxe ™ dx
0

Al integrar por partes, haciendo u = xy dv = Ae ~ ™ se obtiene

ee o0
+ / e ™ dx (4.37)
0

px = —xe ™

0
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Se evalda la primera cantidad en el lado derecho de la ecuacién (4.37):

o0

—xe ™| = lfim —xe ™™ =0

X—>00

, X
= lim ——
x—oo ehx

Por consecuencia,

Para deducir la ecuacion (4.34) se comienza con la ecuacion (2.37) (de la seccion 2.4):

o0

0)2( = / x2 f(x)dx — /L%(
—0oQ

Al sustituir la funcién de densidad de probabilidad exponencial (4.31) por f(x) y 1/\A por

My, S€ obtiene

o0 1
2 2 —ix
o = Ax“e M dx — — (4.38)
X /O )\2

Se evalia la integral fooo Ax2e ™ dx, utilizando la integracién por partes. Al hacer u = x°
y dv = Ae ™ se obtiene

o0

o0 o0
/ Axle ™™ dx = —x2e ™M +/ 2xe ™ dx (4.39)
0 0

0

Se evalua la primera cantidad en el lado derecho de la ecuacion (4.39):

oo
—x?e™| = lim —x?e ™ -0
X—> 00
0
z xz
= lim ——
x—o0 eMX
) 2x , .
= lim — por la regla de L’Hospital

2
= lim ——— por la regla de L’Hospital
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Por tanto,

OO o0
/ axle ™™ dx = / 2xe M dx
0 0

2 o0
= f/ Axe ™ dx
A Jo

2
= AMX
(2 1
ERVYAW
e
Al sustituir en (4.38) se obtiene
2 1
2 _

b vinty

1
Y

Deduccion de la relacién entre la distribucion exponencial

y el proceso de Poisson

Sea T el tiempo de espera hasta el siguiente evento en un proceso de Poisson con un para-
metro de razén A. Es evidente que T ~ Exp(A) al demostrar que la funcién de distribucién
acumulativa de T es F(r) = 1 — e M que es la funcién de distribucién acumulativa de
Exp(A).

Primero, si t = 0, entonces F(f) = P(T = t) = 0. Ahora ¢ > 0. Se comienza por calcu-
lar P(T > ¢). La clave es considerar que T > t, si y s6lo si, no ocurre ningtin evento duran-
te las siguientes 7 unidades de tiempo. Sea X el nimero de eventos que sucede en las
siguientes ¢ unidades de tiempo. Ahora 7' > ¢ siy sélo si X = 0, por lo que P(T > 1) = P(X
= 0).

Puesto que X ~ Poisson (Af),

0

A
_ At
PX=0)=e"G

— oM
Por consecuencia, P(T > t) = e ™. La funci6n de distribucién acumulativa de T es
F(@) =0parat=0,yparat >0
F@)=P(T <1)

=1—P(T >1)

— M
Dado que F() es la funcién de distribucién acumulativa de Exp(A), se tiene que
T ~ Exp(A).
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Ejercicios para la seccion 4.7

1. T ~ Exp(0.45). Determine ¢) Si usted hubiera esperado cinco minutos para que ocu-

a) pr

b) o7

c¢) P(T>3)

d) La mediana de T

. El tiempo de vida de un fusible en cierta aplicacién tiene
distribucién exponencial con media de dos afos.

a) (Cudl es el valor del pardmetro A?

b) (Cudl es la mediana del tiempo de vida de dicho fusi-
ble?

¢) (Cudl es la desviacion estandar?
d

e) Determine la probabilidad de que un fusible dure mas de
cinco afos.

~

(Cudl es el 600. percentil?

f) Si un fusible tiene un afio y aun sigue funcionando,
,cudl es la probabilidad de que funcione dos afos mas?

. Una investigadora de catalizadores afirma que los didme-
tros, en micrones, de los poros de un nuevo producto que
ella ha fabricado sigue una distribucién exponencial con pa-
rémetro A = 0.25.

a) (Cudl es la media del diametro de los poros?

b) (Cudl es la desviacion estdndar de los didmetros de los
poros?

¢) (Qué proporcién de los poros tiene un didmetro menor
a tres micrones?

d) (Qué proporcion de los poros tiene un didmetro mayor
a 11 micrones?

e) (Cudl es la mediana del didmetro de los poros?
f) (Cuadl es el tercer cuartil de los didmetros de los poros?

g) (Cual es el 990. percentil de los didmetros de los poros?

. Alguien argumenta que el tiempo de espera, en minutos, en-
tre las visitas a un sitio web tiene una distribuciéon exponen-
cial con pardmetro A = 1.

a) Sea X el tiempo de espera hasta la siguiente visita. Si la
afirmacion es verdadera, ja qué es igual P(X = 5)?

b) Con base en la respuesta al inciso (a), si la afirmacién es
verdadera, ;esperar cinco minutos es un tiempo de espe-
ra inusualmente largo?

rriera la siguiente visita, jatin seguiria creyendo en la
afirmacion? Explique.

. Cierto tipo de componente puede ser comprado nuevo o

viejo. E1 50% de los componentes nuevos duran mds de cin-
co afios, pero solo 30% de los usados dura mds de cinco
afios. ;Seria posible que las duraciones de los componentes
se distribuyan exponencialmente? Explique.

. Una masa radiactiva emite particulas de acuerdo con un

proceso de Poisson a una razén media de dos por segundo.
Sea T el tiempo de espera, en segundos, entre las emisiones.
a) (Cudl es la media del tiempo de espera?

b) (Cuadl es la mediana del tiempo de espera?

¢) Determine P(T > 2).

d) Determine P(T < 0.1).

e) Determine P(0.3 < T < 1.5).

/) Si han transcurrido tres segundos sin que haya ninguna
emision, jcudl es la probabilidad de que haya una emi-
sioén dentro del siguiente segundo?

~

. Se considera que el nimero de accidentes de transito en

cierta interseccién sigue el modelo de un proceso de Pois-
son con una media de tres accidentes al afio.

a) Determine la media del tiempo de espera entre los acci-
dentes.

b) Determine la desviacion estandar de los tiempos de es-
pera entre los accidentes.

¢) Determine la probabilidad de que transcurra mas de un
afio entre un accidente y otro.

d) Determine la probabilidad de que transcurra menos de
un mes entre un accidente y otro.

e) Sino ocurre ningtin accidente en los ultimos seis meses,
(cual es la probabilidad de que suceda un accidente du-
rante el siguiente aflo?

. La distancia entre imperfecciones consecutivas en un rollo

de ldmina de aluminio se distribuye exponencialmente con
una distancia media de 3 m. Sea X la distancia, en metros,
entre las imperfecciones.

a) ;Cudl es la media del nimero de imperfecciones por
metro?

b) (Cuadl es la probabilidad de que cinco metros de alumi-
nio tengan sélo dos imperfecciones?



9. Una instalacién de luz contiene cinco focos. La duracién de
cada foco se distribuye exponencialmente con una media
de 200 horas. Cada vez que se funde un foco, éste se reem-
plaza. Sea T el momento del primer reemplazo del foco. Sea
X,,i=1,...,5 laduracién de cinco focos. Suponga que
la duracién de los focos son independientes.

a) Determine P(X; > 100).
b) Determine P(X; > 100y X, > 100y - - - y X5 > 100).

¢) Explique por qué el evento 7> 100 es el mismo que {X;
>100y X, > 100y ---y X5 > 100}.
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Determine P(T = 100).

T es cualquier nimero positivo. Encuentre P(T =< 1),
;cudl es la funcién de distribucién acumulativa de 77

;T tiene una distribucién exponencial?
Determine la media de T.

Si hubiera n focos, y la duracién de cada uno se distri-
buyera exponencialmente con pardmetro A, ;cudl seria
la distribucién de 77

4.8 Las distribuciones gamma y de Weibull

Las distribuciones gamma y de Weibull son extensiones de la distribucién exponencial. Am-
bas implican una integral conocida como la funcion gamma. Primero se define la funcién
gamma y se establecen algunas de sus propiedades.

Definicion

3. T(1/2) = /.

Para r > 0, la funcién gamma estd definida por
o0
()= / et dr (4.40)
0

La funcién gamma tiene las siguientes propiedades:

1. Siresun entero, entonces I'(r) = (r — 1)!
2. Para cualquier r, T'(r + 1) = rI'(r).

La distribucion gamma

La distribucion gamma es una distribucién continua, uno de sus propdsitos es ampliar la uti-
lidad de la distribucién exponencial en el modelado de tiempos de espera. La funcién de den-
sidad de probabilidad gamma tiene dos pardmetros, r y A, que son constantes positivas.

Definicion

r>0yA>0es

La funcién de densidad de probabilidad de la distribucién gamma con pardmetros

)\’rxrflef)»x 0
_— X >

fx) = ') 4.41)
0 x<0
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Si X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidades gamma con
pardmetros r y A, se expresa como X ~ I'(r, ). Observe que cuando r = 1, la distribucién
gamma es igual a la exponencial. Con simbolos, I'(1, A) = Exp(A). La figura 4.18 muestra
gréficas de la funcién de densidad de probabilidad gamma para varios valores de r y A.

0.8 r=1, a=1
0.6 —
04 r=3,A=2
0.2 r=5 A=1
0 | ] ] )
0 2 4 6 8 10 12

FIGURA 4.18 Funci6n de densidad de probabilidad gamma para varios valores de r y A.

Cuando el pardmetro r es un entero, la distribucién gamma es una extension directa de la
distribucién exponencial. Para ser mds especificos, recuerde que si los eventos seguian un pro-
ceso de Poisson con pardmetro de razén A, el tiempo de espera hasta que ocurriera un evento
se distribufa como Exp(A). Si r es cualquier entero positivo, entonces el tiempo de espera has-
ta que haya ocurrido r eventos se distribuye como I'(r, A). Esto puede decirse de otra mane-
ra. Sea X| el tiempo de espera hasta el primer evento, y, para i > 1, sea X el tiempo de espera
entre los eventos i — 1 e i. El tiempo de espera hasta el r-€simo evento es la suma de las va-
riables aleatorias independientes X; + - - - + X,, cada uno de los cuales se distribuye como
Exp(A).

Si X, ..., X, son variables aleatorias independientes, cada una se distribuye como
Exp()A), entonces la suma X; + - - - + X, se distribuye como I'(r, A).

Dado que la media y la varianza de una variable aleatoria exponencial estd dada por 1/A
y 1/A?, respectivamente, se puede utilizar el hecho de que una variable aleatoria gamma es la
suma de variables aleatorias exponenciales independientes para calcular la media y la varian-
za de una variable aleatoria gamma en el caso en que r es un entero. Los resultados se pre-
sentan en el siguiente cuadro, y de hecho, son vilidos para todos los valores de r y A.
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Si X ~ I'(r, M), entonces

(4.42)

oz = — (4.43)

Suponga que los tiempos de llegada a una ventanilla de toma de 6rdenes desde el automdvil si-
gue un proceso de Poisson con media de razén A = 0.2 llegadas por minuto. Sea T el tiempo de
espera hasta la tercera llegada. Determine la media y varianza de 7. Encuentre P(T = 20).

Solucion

La variable aleatoria T se distribuye I'(3, 0.2). Utilizando las ecuaciones (4.42) y (4.43) se
calcula u; = 3/0.2 = 15 y o7 = 3/(0.2%) = 75. Para calcular P(T < 20) se sigue la siguiente
I6gica: T = 20 significa que el tercer evento ocurrird dentro de 20 minutos. Esto es lo mismo
que si se dijera que el ndmero de eventos que ocurren dentro de 20 minutos es mayor que o
igual a tres. Ahora, sea X el niimero de eventos que ocurren dentro de 20 minutos. Lo que se
ha dicho es que P(T = 20) = P(X = 3). Ahora la media de X es (20)(0.2) = 4 y X tiene una
distribucién de Poisson, por lo que X ~ Poisson(4). De ahi que

P(T <20) = P(X = 3)
=1-P(X <2
=1-[PX=0+PX=1+PX=2)]
40 4! 4?
N A i L S e
=1 (e o1 +e T +e 2!)
=1—(e*+4e* 487
=0.7619
El método empleado en el ejemplo 4.62 para determinar a P(T = 20) se puede utilizar

para determinar la funcién de distribucién acumulativa F(x) = P(T =< x), cuando T ~ T'(r, A)
y r s un entero positivo.

Si T ~ T'(r, A) y r es un entero positivo, la funcién de distribucién acumulativa de T
estd dada por

r—1

e (Rx)/

AX

I—Ze —j! x>0 (4.44)
j=0

0 x <0

F(x)=P(T <x)=
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A una distribucién gamma en la cual el parametro r es un entero positivo se le denomi-
na algunas veces distribucion de Erlang. Si r = k/2 donde k es un entero positivo, a la dis-
tribucion I'(r, 1/2) se le llama distribucion Ji-cuadrada con k grados de libertad. La
distribucién Ji-cuadrada es muy importante en la inferencia estadistica. Se analizaran algunos
de sus usos en la seccion 6.10.

Distribucion de Weibull

La distribucién de Weibull constituye una distribucidon continua que se utiliza en varias situa-
ciones. Una aplicaciéon comun es modelar los tiempos de vida de componentes, como cojine-
tes, ceramica, capacitores y dieléctricos. La funcion de densidad de probabilidad de Weibull
tiene dos pardmetros, ambos constantes positivas, que determinan su localizaciéon y forma.
Estos se representan por o y B. La funcién de densidad de probabilidad de la distribucién de
Weibull es

afx e (BO" x>0

Sx) = {0 <0 (4.45)

Si X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad de Weibull con
pardmetros oty B, se expresa como X ~ Weibull(¢, ). Observe que cuando o = 1, la distri-
bucién de Weibull es igual que la distribucién exponencial con pardmetro A = . Con simbo-
los, Weibull(1, B) = Exp(B).

La figura 4.19 muestra graficas de la funcién de densidad de probabilidad de Weibull(c,
B) para diversas opciones de los pardmetros oy B. Al variar los valores de oy B se puede ge-
nerar gran variedad de curvas. Debido a esto dltimo, se puede construir la distribucién de Wei-
bull para que se ajuste a gran variedad de conjuntos de datos. Esta es la principal razén de la
utilidad de la distribucién de Weibull.

FIGURA 4.19 La funcién de densidad de probabilidad de Weibull para varias elecciones de oy f.

La funcién de distribucién acumulativa de Weibull se puede calcular al integrar la fun-
cion de densidad de probabilidad:



E Jjemplo

4.8 Las distribuciones gamma y de Weibull 263

/x @Bt e B gr = 1 — BT x5
Fx)=P(X <x)= 0 (4.46)

0 x <0
Esta integral no es tan dificil como parece. Sélo se sustituyen u = (B)*y du = af*1* ™ 'dr.

La media y la varianza de la distribucién de Weibull se expresan en términos de la fun-
cién gamma.

Si X ~ Weibull(¢e, f3), entonces

up=Lr (1 . 1) 4.47)
B o

e N N

Para el caso especial de que 1/o sea un entero, entonces
1[/1 1 [ /2 1\ 1
=_ (=) gy o iy | U f (e
s [@] = { G- (O]

Si la cantidad 1/ es un entero, entonces 1 + 1/ay 1 + 2/o son enteros, por lo que se
puede aplicar la propiedad 1 de la funcién gamma para calcular exactamente a uy y os. Si la
cantidad 1/c es de la forma n/2, en donde n es un entero, entonces, en principio, se puede
calcular exactamente wy y o3 mediante aplicaciones repetitivas de las propiedades 2 y 3 de la
funcién gamma. Para otros valores de ¢, juy y o3 deben ser aproximadas. Muchos programas
de computacién pueden hacer esto.

En el articulo “Snapshot: A Plot Showing Program through a Device Development Labora-
tory” (D. Lambert, J. Landwehr y M. Shyu, en Statistical Case Studies for Industrial Process
Improvement, ASA-SIAM, 1997), los autores sugieren utilizar una distribucion de Weibull para
modelar la duracién de un proceso de horneado en la fabricacién de un semiconductor. Sea T’
la duracion en horas del proceso de horneado de una muestra elegida aleatoriamente. Si
T ~ Weibull(0.3, 0.1), ;cudl es la probabilidad de que el proceso de horneado dure més de
cuatro horas? ;Cudl es la probabilidad de que dure entre dos y siete horas?

Solucién
Se utiliza la funcién de distribucién acumulativa, ecuacién (4.46). Al sustituir 0.3 por oy 0.1
por f3, se tiene

P(T<t)=1—¢ @1

En consecuencia,
P(T>4)=1—-P(T <4)
=1 — (1= lOD@
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0.3
o~ 04

o—0-7597
= 0.468

La probabilidad de que el proceso dure entre dos y siete horas es

P2<T<7)=P(T <7 —P(T<2
=(1— e—[<0.1><7)]“-3) —(- e—[<o.1><z)]0-3)

— o lOH@I" _ —l0.H(]*

e~ (0% _ —07»

— e—()A6170 _ 6_0'8985

=0.132

Ejercicios para la seccion 4.8

1. SeaT ~T(4,0.5). a) Si T ~ Weibull(¢, ), encuentre A(r).

a) Determine wy.
b) Determine o.
¢) Determine P(T = 1).
d) Determine P(T = 4).

. La duracidn, en afios, de un tipo de motor eléctrico peque-
flo operando en condiciones adversas se distribuye expo-
nencialmente con A = 3.6. Cada vez que falla un motor, es
reemplazado por otro del mismo tipo. Determine la proba-
bilidad de que menos de seis motores falle dentro de un afio.

. Sea T ~ Weibull(0.5, 3).

a) Determine wy.

a) Determine o.

a) Determine P(T < 1).

a) Determine P(T > 5).

a) Determine P(2 < T < 4).

. Si T es una variable aleatoria continua que siempre es posi-
tiva (como el tiempo de espera), con una funcién de densi-
dad de probabilidad f(r) y una funcién de distribucién
acumulativa F(7), entonces se define que la funcion de ries-
go es la funcién

f@
1—F(1)
La funcién de riesgo es la tasa de fallos por unidad de tiem-

po, expresada como una proporcién de los elementos que
no ha fallado.

h(t) =

b) (En qué valores de o la funcién de riesgo aumenta jun-
to con el tiempo? (En qué valores de o la funcién de
riesgo disminuye?

¢) Si T tiene una distribucién exponencial, demuestre que
la funcién de riesgo es constante.

. En el articulo “Parameter Estimation with Only One Com-

plete Failure Observation” (W. Pang, P. Leung y colabora-
dores, en International Journal of Reliability, Quality, and
Safety Engineering, 2001:109-122), se modela la duracién,
en horas, de cierto tipo de cojinete con la distribucién de
Weibull con pardmetros ot = 225y = 4.474 x 10~ *,

a) Determine la probabilidad de que un cojinete dure mas
de 1 000 horas.

b) Determine la probabilidad de que un cojinete dure me-
nos de 2 000 horas.

¢) Determine la mediana de la duracién de un cojinete.

d) La funcién de riesgo se definié en el ejercicio 4. ;Cudl
es el riesgo en ¢t = 2 000 horas?

. La duracion de cierta bateria se modela con la distribucion

de Weibull con oc = 2y = 0.1.

a) ;Qué proporcion de baterias durara mas de diez horas?

b) (Qué proporcioén de baterias durard menos de cinco ho-
ras?

¢) (Qué proporcion de baterias durard mds de 20 horas?

d) La funcién de riesgo se definié en el ejercicio 4. ;Cudl
es el riesgo en ¢t = 10 horas?



7. Laduracién de un ventilador, en horas, que se usa en un sis-

tema computacional tiene una distribuciéon de Weibull con
o= 15y B=0.0001.
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e) Con base en su respuesta al inciso (d), si el modelo es
correcto, ;90 dias serfa una duracién inusualmente cor-
ta?, juna duracién inusualmente larga? Explique.

f) Siusted observé que un componente duré 90 dias, ;con-

a) (Cudl es la probabilidad de que un ventilador dure mas siderarfa que este modelo es plausible? Explique.

de 10 000 horas?

b) (Cudl es la probabilidad de que un ventilador dure me- 9. Un sistema consiste de dos componentes conectados en se-
nos de 5 000 horas? rie. El sistema fallard cuando alguno de los componentes fa-

¢) (Cudl es la probabilidad de que un ventilador dure entre lle. Sea T el momento en el que el sistema falla. Sean X, y
3000 y 9 000 horas? X, las duraciones de los dos componentes. Suponga que X

y X, son independientes y que cada uno sigue una distribu-

i6 Weibull =2 =0.2.
8. Alguien sugiere que la duracién 7 (en dias) de cierta com- cion de Weibull con o yp=0

ponente se puede modelar con una distribucién de Weibull

a) Determine P(X; > 5).
con parametros oo = 3y = 0.01.

b) Determine P(X; > 5y X, > 5).

a) Si este modelo es correcto, ja qué es igual P(T' = 1)? ¢) Explique por qué el evento 7' > 5 es el mismo que el

b) Con base en su respuesta al inciso (a), si el modelo es evento {X; > 5y X, > 5}.

correcto, jun dia seria una duracién inusualmente corta? d) Determine P(T = 5).

Explique. e) Sea t cualquier nimero positivo. Encuentre P(T < 1),
¢) Si usted observé que un componente duré un dia, ;con- ;cudl es la funcién de distribuciéon acumulativa de 77

siderarfa que este modelo es plausible? Explique. f) T tiene una distribucién de Weibull? Si es asf, ¢cudles

d) Si este modelo es correcto, ja qué es igual P(T = 90)? son sus pardmetros?

4.9 Graficas de probabilidad

Los cientificos e ingenieros trabajan con frecuencia con datos que se pueden considerar co-
mo una muestra aleatoria de cierta poblacién. En muchos de dichos casos, es importante de-
terminar una distribucién de probabilidad que describa aproximadamente la poblacién. En
algunos casos, el conocimiento del proceso que gener6 los datos puede orientar la decision.
No obstante, con mayor frecuencia, la tnica forma de determinar una distribucién apropiada
es examinar la muestra para encontrar una distribucién de probabilidad que se ajuste.

Las gréficas de probabilidad son una buena forma para lograrlo. Dada una muestra
aleatoria X, . . ., X,,, una grafica de probabilidad puede determinar si es posible que la mues-
tra provenga de alguna poblacidn especifica. Se presentard la idea que estd detras de las gra-
ficas de probabilidad con un ejemplo simple. Se extrae una muestra aleatoria de tamafio 5 y
se desea determinar si la poblacién de que proviene es normal. La muestra, en orden ascen-
dente, es

3.01, 3.35, 479, 596, 7.89

Los valores, en orden ascendente, se denotan por X, ..., X, (n = 5 en este caso). Lo prime-
ro que debe hacerse es asignar valores crecientes espaciados uniformemente entre 0 y 1 a X;.
Hay muchas maneras aceptables de hacer esto; probablemente la mas simple es asignar el va-
lor (i — 0.5)/n a X;. La siguiente tabla muestra la asignacion para determinada muestra.
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i Xi (i— 0.5)/5
1 3.01 0.1
2 3.35 0.3
3 4.79 0.5
4 5.96 0.7
5 7.89 0.9

Se elige al valor (i — 0.5)/n para que refleje la posicién de X; en la muestra ordenada. Exis-
ten i — 1 valores menores que X;, ademds de i valores menores que o iguales a X;. La canti-
dad (i — 0.5)/n es un compromiso entre las proporciones (i — 1)/n e i/n.

El objetivo es determinar si es posible que la muestra provenga de una poblacién nor-
mal. La distribucién normal mds factible es aquella donde la media y desviacion estandar son
iguales a la media y desviacion estandar muestrales. La media muestral es X = 5.00 y la des-
viacién estandar es s = 2.00. Por tanto, se determinard si es posible que esta muestra proven-
ga de una distribucién N(5, 2%). La figura 4.20 es una gréfica de los cinco puntos (X, (i —
0.5)/5). Esta curva es la funcién de distribucion acumulativa (fda) F(x) de la distribucién
N(5, 2%). Recuerde que F(x) = P(X < x) donde X ~ N(5, 2°).

FIGURA 4.20 La curva es la fda de N(5, 2). Si los puntos muestrales X,, . . . , X, provienen
de esta distribucion, es probable que estén cerca de la curva.

Se han trazado rectas horizontales a través de los puntos de la muestra. Se denotan los va-
lores x de los puntos de la fda que son atravesados por rectas, en orden ascendente, por Oy, . . .,
QOs. Ahora, la recta horizontal que pasa por (X;, 0.1) intercepta a la fda en el punto (Q, 0.1).
Lo anterior significa que la proporcién de valores en la poblacién N(5, 2%) que es menor que
oigual a Q; es 0.1. Otra forma de decir esto es que Q; es el 100. percentil de la distribucién
N(5, 22). Si la muestra X, . . ., X,, verdaderamente proviene de una distribucién N(5, 22),
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entonces es razonable pensar que el valor mds bajo de la muestra, X, estard muy cerca del
100. percentil de la poblacién. De forma intuitiva, la razén de esto dltimo es que se esperaria
que el mads bajo de los cinco puntos probablemente proviniera del quinto mas bajo, o 20%, de
la poblacién, y que el 100. percentil se encontrard a la mitad de ese 20% mas bajo. Al aplicar
la misma légica a los puntos restantes, se esperaria que cada Q; se aproximara a su X; corres-
pondiente.

La grafica de probabilidad estd compuesta por los puntos (X;, Qi). Puesto que la dis-
tribucién que gener6 los Q; era una distribucion normal, se le llama grafica de probabilidad
normal. Si, de hecho, X|, . . ., X, provienen de la distribucién que generé los Q;, los puntos
se deben concentrar en una linea recta. Para construir la grafica, se deben calcular los Q;. Es-
tos son los percentiles 100( — 0.5)/n de la distribucién que se supone generd la muestra. En
este ejemplo, los Q; son el 10, 30, 50, 70 y 900. percentiles de la distribucién N(5, 22). Es po-
sible aproximar estos valores al buscar los puntajes z correspondientes a estos percentiles, y
después convertirlos en nuevos puntajes. En la practica, los Q; se calculan siempre utilizando
un software computacional. La siguiente tabla muestra los X; y los Q; para este ejemplo.

i Xi Qi
1 3.01 2.44
2 3.35 3.95
3 4.79 5.00
4 5.96 6.05
5 7.89 7.56
La figura 4.21 presenta una grafica de probabilidad normal para la muestra X, . . ., Xs.

Se traza una linea recta en la grafica, para que sea mas fécil decir si los puntos se aproximan
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FIGURA 4.21 Gréficas de probabilidad normal para la muestra X, . . ., Xs. Las gréficas son idénticas, excepto por la es-

cala del eje vertical. Los puntos de la muestra se aproximan a una linea recta, por lo que es factible que provengan de una

poblacién normal.
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o no a una linea recta. Se presenta dos versiones de la grafica; son idénticas excepto por la es-
cala del eje vertical. En la gréfica de la izquierda, los valores del eje vertical representan los
Q;. En la grafica de la derecha, los valores del eje vertical representan los percentiles (como
decimales, por lo que 0.1 es el 100. percentil) de los Q,. Por ejemplo, el 100. percentil de N(5, 2%)
es 2.44, de tal forma que el valor 0.1 en la gréafica de la derecha corresponde al valor 2.44 de
la gréfica de la izquierda. El 500. percentil, o mediana, es 5, por lo que el valor 0.5 en la grafi-
ca de la derecha corresponde al valor 5 de la grafica de la izquierda. A menudo, los software
escalan al eje vertical como en la grafica de la derecha. En la figura 4.21, los puntos de la mues-
tra se aproximan a la recta; por tanto, es muy factible que la muestra provenga de una distri-
bucién normal.

Es importante mencionar que a los puntos Q, . . . , O, se les denomina cuantiles de la
distribucién de la que son generados. Algunas veces, a los puntos X, . . ., X, se les llama
cuantiles empiricos. Por esta razdn, algunas veces se hace referencia a la grafica de proba-
bilidad como grafica cuantil-cuantil, o grafica QQ.

En este ejemplo, se utiliza una muestra de sélo cinco puntos para que los calculos sean
claros. En la practica, las graficas de probabilidad funcionan mejor con muestras mas gran-
des. Una buena regla general es que se necesiten al menos 30 puntos antes de confiar en una
gréfica de probabilidad. No obstante, las gréficas de probabilidad se pueden utilizar en mues-
tras mas pequeflas, pero s6lo detectardn desviaciones muy pronunciadas de la normalidad.

La figura 4.22 muestra dos graficas de probabilidad. La grafica en la figura 4.22a es de
las producciones mensuales de 225 pozos de gas. Estos datos no se aproximan a una linea rec-
ta; por consiguiente, no provienen de una poblacién que se aproxima a la normal. La grafica
en la figura 4.22b es de los logaritmos naturales de las producciones mensuales. Los datos se
aproximan mucho mds a una linea recta, aunque se puede ver cierta desviacidn de la norma-
lidad. (La figura 4.16 de la seccion 4.6 presenta los histogramas de estos datos.)
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FIGURA 4.22 Dos gréficas de probabilidad normal. (a) Griéfica de producciones mensuales de 225 pozos de gas. Estos da-
tos no se aproximan a una linea recta y, por tanto, no provienen de una poblacién que se aproxima a la normal. (b) Gréfica
de los logaritmos naturales de las producciones mensuales. Estos datos se aproximan mucho mds a una linea recta, aunque
se puede ver cierta desviacién de la normalidad. Véase en la figura 4.16 los histogramas de estos datos.
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Interpretacion de las graficas de probabilidad

Es mejor no utilizar métodos estrictos e inamovibles en el momento de interpretar una grafi-
ca de probabilidad. La rectitud de la grafica se puede aproximar a simple vista. Cuando se de-
cide si los puntos de una gréfica de probabilidad se aproximan o no a una linea recta, no preste
mucha atencién a los puntos en los extremos (superior o inferior) de la muestra, a menos que
estén muy alejados de la recta. Es comin que algunos puntos en cualesquiera de los extremos
se desvien un poco de la recta. Sin embargo, un punto que se aleja demasiado de la recta,
mientras que la mayorfa de los otros puntos estdn cerca, representa un dato atipico y merece
atencion.

Ejercicios para la seccion 4.9

1. Cada una de las tres muestras fueron graficadas sobre una gréfica de probabilidad normal. Para cada una, diga si la muestra pa-
rece provenir de una poblacién aproximadamente normal.
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0.99 | e 1 099}
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2. Construya una grafica de probabilidad normal para los da- 41 18 32 19 46 20 45 39 43 23
tos de las barras de jabon del ejercicio 1 en la seccién 1.3. 38 1.9 46 18 47 18 46 19 35 4.0
(Parece ser que estos datos provienen de una distribucién 37 37 43 3.6 3.8 38 3.8 25 45 4.1
aproximadamente normal? 37 3.8 34 40 23 44 41 43 33 20

3. A continuacién se muestran las duraciones (en minutos) de Construya una grafica de probabilidad normal para estos
40 erupciones del geiser Old Faithful en el Parque Nacional datos. jParece ser que estos datos provienen de una distri-

Yellowstone. bucién aproximadamente normal?
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4. A continuacion se muestran las duraciones (en minutos) de
40 intervalos entre las erupciones del geiser Old Faithful en
el Parque Nacional Yellowstone.

Construya una grafica de probabilidad normal para estos
datos. ;Parece ser que estos datos provienen de una distri-
bucién aproximadamente normal?

5. Construya una grafica de probabilidad normal para los da-
tos MP de la tabla 1.2. ;Parece ser que las MP vienen de
una distribucién aproximadamente normal?

6. Construya una gréfica de probabilidad normal para los lo-
garitmos de los datos MP en la tabla 1.2. ;Parece ser que los
logaritmos de los datos MP vienen de una distribucién apro-
ximadamente normal?

7. ;Se puede utilizar la gréfica en el ejercicio 6 para determi-
nar si parece ser que los datos MP vienen de una poblacién
lognormal? Explique.

4.10 EIl teorema del limite central

El teorema del limite central es, por mucho, el resultado mds importante en estadistica. Mu-
chos de los métodos estadisticos comtinmente empleados basan su validez en este teorema.
El teorema del limite central establece que si se extrae una muestra lo suficientemente gran-
de de una poblacién, entonces la distribucién de la media muestral es aproximadamente nor-
mal, sin importar de qué tipo de poblacion haya sido extraida la muestra. Esto tltimo permite
calcular las probabilidades de medias muestrales haciendo uso de la tabla z, a pesar de que la
poblacién de la cual se sacé la muestra no sea normal. A continuacién se explica lo anterior
con mads detalle.

Sea X|, . . ., X, una muestra aleatoria simple de una poblacién con media w y varianza
o’ SeaX = (X, + -+ - + X,)/n 1a media muestral. Ahora imagine que se extraen muchas de
esas muestras y se calculan sus medias muestrales. Si se pudiera extraer cada muestra posible
de tamafio n de la poblacidn original, y calcular la media muestral para cada una, la coleccién
resultante seria la poblacién de medias muestrales. Se puede construir la funcién de densidad
de probabilidad de esta poblacion. También es factible observar que la forma de esta funcién de
densidad de probabilidad dependeria de la forma de la poblacién de la cual se extrajo la mues-
tra. Lo sorprendente es que si el tamafio de ésta es suficientemente grande esto no es asi. Si

El teorema del limite central

Sea X, . . ., X, una muestra aleatoria simple de una poblacién con media p y varian-
za o’
- Xt X ,
SeaX = " la media muestral.
Sea S, = X; + - - - + X, la suma de las observaciones muestrales.

Entonces si n es suficientemente grande

— 0‘2
X~N (M >
n

S, ~ N(nu, noz)

aproximadamente (4.49)

aproximadamente (4.50)
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el tamafio de la poblacién fuera muy grande, la distribucién de la media muestral seria apro-
ximadamente normal, sin importar la distribucién de la poblacién de la cual se sac6 la muestra.

Observe que el teorema del limite central especifica que uz = u y o3 = o*/n, lo cual
es valido para cualquier media muestral. La suma de las unidades de la muestra es igual a la
media multiplicada por el tamafio muestral, esto es, S, = nX . De ahi que s, = Ny a§n =
n*a*In = no” (véanse las ecuaciones 2.41 y 2.42 de la seccidn 2.5).

El teorema del limite central establece que X y S, se distribuyen aproximadamente co-
mo normales, si el tamafio muestral n es suficientemente grande. La cuestién natural por pre-
guntar es: ({Qué tan grande es suficientemente grande? La respuesta depende de la forma de
la poblacién principal. Si se extrae la muestra de una distribucién aproximadamente simétri-
ca, la aproximacion normal puede ser buena, incluso para un valor muy pequefio de n. No obs-
tante, si la poblacién estd demasiado sesgada, puede ser necesaria una n muy grande. La
evidencia empirica sugiere que para la mayoria de las poblaciones, un tamafio de muestra de
30 o mas es lo suficientemente grande para que la aproximacién normal sea adecuada (véase
la figura 4.23).

Para la mayoria de las poblaciones, si el tamafio muestral es mayor a 30, la aproxi-
macion del teorema del limite central es buena.

Sea X el nimero de imperfecciones en una pulgada de un alambre de cobre. La funcién de
masa de probabilidad de X se muestra en la siguiente tabla.

)¢ P(X = x)
0 0.48
1 0.39
2 0.12
3 0.01

Se toma una muestra de 100 alambres de esta poblacién. ;Cuadl es la probabilidad de que el
nimero promedio de imperfecciones por alambre en esta muestra sea menor a 0.5?

Solucién

La media del niimero de imperfecciones en la poblacién es u = 0.66 y la varianza poblacio-
nal es o> = 0.5244. Véase en los ejemplos 2.35 y 2.36 (en la seccién 2.4) el cdlculo de estas
cantidades. X|, . . . , Xy denota el nimero de imperfecciones en los 100 alambres extraidos
de esta poblacién. Se necesita encontrar P(X < 0.5). Ahora, el tamafio muestral es n = 100,
que es una muestra grande. Por el teorema del limite central (expresion 4.49) se tiene que
X ~ N(0.66, 0.005244). Por tanto, el puntaje z es

0.5 —0.66
7= —=—-2.21

+/0.005244

De la tabla z, el drea a la izquierda de —2.21 es 0.0136. Por consecuencia, PX <0.5) =
0.0136, por lo que sélo 1.36% de las muestras de tamafio 100 tendrd menos de 0.5 imperfec-
ciones por alambre. Véase la figura 4.24.
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05— Poblacién . Tamaiio de muestra = 5 25 Tamaiio de muestra = 30
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FIGURA 4.23 La grafica de la extrema izquierda en cada fila es la distribucién (funcién de densidad de probabilidad o fun-
cién de masa de probabilidad) de una variable aleatoria. Las dos gréficas a la derecha son las distribuciones de la media
muestral (linea continua) para muestras de tamafios 5 y 30, respectivamente, con la curva normal (linea discontinua) sobre-
puesta. Fila superior: Dado que la distribucién original es aproximadamente simétrica, la aproximacién normal es buena
incluso para un tamafio de muestra tan pequefio como cinco. Fila de en medio: La distribucién original estd algo sesgada.
Aun asi, la aproximacién normal es razonablemente buena incluso para una muestra de tamafio 5, y muy buena para una
muestra de tamaiio 30. Fila inferior: La distribucion original estd muy sesgada. La aproximacién normal no es buena para
una muestra de tamaiio 5, pero es razonablemente buena para una muestra de tamafio 30. Observe que dos de las distribu-
ciones originales son continuas y una discreta. El teorema del limite central es valido tanto para las distribuciones continuas
como para las discretas.
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0.0136

|
0.50 0.66
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FIGURA 4.24 Solucién al ejemplo 4.64.

Observe que en el ejemplo 4.64 se necesita conocer s6lo la media y la varianza de la
poblacién, no la funcién de masa de probabilidad.

En una universidad grande, la media de la edad de los estudiantes es 22.3 afios y la desvia-
cién estandar es de cuatro afios. Se toma una muestra aleatoria de 64 estudiantes. ;Cudl es la
probabilidad de que la edad promedio de estos estudiantes sea mayor a 23 afios?

Solucion

Sean X, . . ., Xg, las edades de los 64 estudiantes en la muestra. Se desea determinar P(X >
23). Ahora la poblacién de la cual se sacé la muestra tiene una media u = 22.3 y varianza
o? = 16. El tamafio muestral es n = 64. Por el teorema del limite central (expresion 4.49) se
tiene que X ~ N(22.3, 0.25). El puntaje z para 23 es

23 -223 140
1= ————————=1.
+/0.25

De la tabla z, el 4rea a la derecha de 1.40 es 0.0808. Por tanto, P(X > 23) = 0.0808. Véase
la figura 4.25.

0.0808

I

22.3 23.0
z=14

FIGURA 4.25 Solucién al ejemplo 4.65.

Aproximacion normal a la binomial
Recuerde de la seccién 4.2, que si X ~ Bin(n, p), entonces X = Y, + -- -+ Y,,donde Y}, ..., 7Y,

n
es una muestra de una poblacién de Bernoulli(p). Por consiguiente, X es la suma de los datos

de la muestra. La proporcién muestral es
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X Y+--+7Y,

p=—=
n n

que es también la media muestral ¥ . La poblacién de Bernoulli(p) tiene una media u = p y
una varianza o> = p(1 — p). Por el teorema del limite central se tiene que si el nimero de ex-
perimentos 7 es grande, entonces X ~ N(np, np(1 — p)) y p ~ N(p, p(1 — p)/n).

Nuevamente surge la cuestion, ;qué tan grande es lo suficientemente grande? En el ca-
so binomial, la exactitud de la aproximacién normal depende del nimero promedio de éxitos
np y del nimero promedio de fracasos n(1 — p). Entre mds grandes sean los valores de np y
n(l — p), mejor serd la aproximacion. Una regla general es utilizar la aproximacién normal
cada vez que np > 5y n(1 — p) > 5. Una regla mejor y mds prudente es utilizar la aproxi-
macién normal cada vez que np > 10y n(1 — p) > 10.

Si X ~ Bin(n, p) y sinp > 10y n(1 — p) > 10, entonces

X ~ N(np, np(1 — p)) aproximadamente 4.51)

~ 1 -
p~N < p, p(np)) aproximadamente 4.52)

Para mostrar la exactitud de la aproximacién normal a la binomial, la figura 4.26 mues-
tra el histograma de probabilidad Bin(100, 0.2) con la funcién de densidad de probabilidad
N(20, 16) sobrepuesto. Aunque se puede detectar cierto grado de asimetria en la distribucién
binomial, la aproximacién normal es muy buena.

0.1 —

A1
iy

0.04 -

0.02 -~

L1
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

FIGURA 4.26 El histograma de probabilidad Bin(100, 0.2), con la funcién de densidad de pro-
babilidad N(20, 16) sobrepuesta.
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Correccion por continuidad

La distribucién binomial es discreta, mientras que la distribucién normal es continua. La co-
rreccion por continuidad es un ajuste, hecho cuando se aproxima una distribucion discreta
con una continua, que puede mejorar la exactitud de la aproximacidén. Para ver cémo funcio-
na, imagine que se lanza al aire una moneda 100 veces. Sea X el nimero de caras. Entonces
X ~ Bin(100, 0.5). Imagine que se desea calcular la probabilidad de que X esté entre 45 y 55.
Esta probabilidad diferird dependiendo si se incluye o excluye los puntos finales, 45 y 55. La
figura 4.27 ilustra el caso en el que se incluye los puntos finales; es decir, en el que se quie-
re estimar P(45 = X = 55). La probabilidad exacta estd dada por el drea total de los rectdn-
gulos del histograma de probabilidad binomial correspondientes, incluyendo a los enteros 45
y 55. Se sobrepone la curva normal aproximada. Para obtener una mejor aproximacion se de-
be calcular el drea bajo la curva normal entre 44.5 y 55.5. En contraste, la figura 4.28 mues-
tra el caso en el que se desea calcular P(45 < X < 55). Aqui se incluye los puntos finales. La
probabilidad exacta estd dada por el area total de los rectangulos del histograma de probabi-
lidad binomial correspondientes a los enteros 46 al 54. La mejor aproximacién normal se en-
cuentra al calcular el drea bajo la curva normal entre 45.5 y 54.5.

0.08 |- _
0.07 7 B

0.06 |-

0.05 |- 7z *
0.04 |-
0.03 -
0.02 -
0.01 |-

0 I I I I I
40 45 50 55 60

FIGURA 4.27 Para calcular P(45 = X = 55) deben incluirse las 4reas de los rectdngulos corres-
pondientes a 45 y 55. Para aproximar esta probabilidad con la curva normal, se calcula el drea ba-
jo la curva entre 44.5 y 55.5.

En resumen, para aplicar la correccién por continuidad, determine qué rectangulos del
histograma de probabilidad discreta desea incluir, y después calcule el area bajo la curva nor-
mal que corresponde a estos rectangulos.

Si se lanza al aire una moneda 100 veces, utilice la curva normal para aproximar la probabi-
lidad de que el nimero de caras esté entre, e incluyendo a, 45y 55.
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FIGURA 4.28 Para calcular P(45 < X < 55) se debe excluir las dreas de los rectdngulos
correspondientes a 45 y a 55. Para aproximar esta probabilidad con la curva normal, se
calcula el drea bajo la curva entre 45.5 y 54.5.

Solucion

La figura 4.27 muestra esta situacién. Sea X el nimero de caras obtenidas. Entonces
X ~ Bin(100, 0.5). Al sustituir . = 100 y p = 0.5 en la ecuacién (4.51) se obtiene la aproxi-
macién normal X ~ N(50, 25). Puesto que se incluyen los puntos finales 45 y 55, debe calcu-
larse el 4rea bajo la curva normal entre 44.5 y 55.5. Los puntajes z para 44.5 y 55.5 son

_445-50

55.5-50
= _11, i=—=

5 5

1.1

De la tabla z se determina que la probabilidad es 0.7286. Véase la figura 4.29.

0.7286

|
44.5 50 55.5

z=—1.1 z=1.1
FIGURA 4.29 Solucién al ejemplo 4.66.

E jemplo

4.67

Si se lanza al aire 100 veces una moneda, utilice la curva normal para aproximar la probabi-
lidad de que el ndmero de caras estd entre, y excluyendo a, 45y 55.
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Solucién

La figura 4.28 muestra esta situacién. Sea X el nimero de “caras” obtenidas. Al igual que en
el ejemplo 4.66, X ~ Bin(100, 0.5), y la aproximacién normal es X ~ N(50, 25). Como con-
secuencia de que se excluyen los puntos finales 45 y 55, se debe calcular el area bajo la cur-
va normal entre 45.5 y 54.5. Los puntajes z para 45.5 y 54.5 son

45.5 - 50 54.5 =50
z:f=—0.9, zzf:OQ

De la tabla z se determina que la probabilidad es 0.6318. Véase la figura 4.30.

0.6318

|
45.5 50 54.5
z=-0.9 z=0.9

FIGURA 4.30 Solucién al ejemplo 4.67.

En cierta universidad grande, 25% de los estudiantes tiene mds de 21 afios de edad. En una
muestra de 400 estudiantes, (cudl es la probabilidad de que mas de 110 supere los 21 afios?

Solucion

Sea X el nimero de estudiantes que tiene mas de 21 afios. Entonces X ~ Bin(400, 0.25). Pue-
de utilizarse la aproximacién normal, la cual es X ~ N(100, 75). Ya que se desea determinar
la probabilidad de que el nimero de estudiantes sea mayor que 110, se excluye al valor 110.
Por tanto, se determina P(X > 110.5). Se calcula el puntaje z para 110.5, el cual es

~ 110.5 - 100
VT

Utilizando la tabla z se determina que P(X > 110.5) = 0.1131. Véase la figura 4.31.

=1.21

0.1131
|

100 110.5
z=1.21

FIGURA 4.31 Solucién al ejemplo 4.68.



278

CAPITULO 4 Distribuciones comunmente usadas

Exactitud de la correccion por continuidad

La correccion por continuidad mejora, en la mayoria de los casos, la exactitud de la aproxi-
macién normal a la distribucién binomial. Sin embargo, para distribuciones binomiales con n
grande y p pequefia, cuando se calcula una probabilidad que corresponda a un drea en la co-
la de la distribucidn, la correccién por continuidad puede, en algunos casos, reducir en algo la
exactitud de la aproximacién normal. Esto resulta del hecho de que la aproximacién normal
no es perfecta; no puede explicar un pequefio grado de asimetria en estas distribuciones. En
suma, el uso de la correccién por continuidad hace que la aproximacién normal a la distribu-
ci6én binomial sea mejor en la mayoria de los casos, pero no en todos.

Aproximacion normal a la de Poisson

Recuerde que si X ~ Poisson()), entonces X es aproximadamente binomial con n grande y
np = A. Recuerde también que uy = Ay oy = A. De ahi que si A es suficientemente grande,
es decir, A > 10, entonces X es aproximadamente binomial, con np > 10. Por el teorema del
limite central se tiene que X es también aproximadamente normal, con media y varianza igual
a A. Por tanto, puede utilizarse la distribucién normal para aproximar a la de Poisson.

Si X ~ Poisson(A), donde A > 10, entonces

X~NM, A, aproximadamente (4.53)

Correccion por continuidad para la distribucion de Poisson

Dado que una distribucién de Poisson es discreta, la correccién por continuidad puede, en
principio, aplicarse cuando se utiliza la aproximacion normal. Para las dreas que incluyen la
parte central de la curva, la correccién por continuidad generalmente mejora la aproximacion
normal, pero para las dreas de las colas la correccién por continuidad algunas veces empeora
la aproximacién. No se utilizard la correccién por continuidad para la distribucién de Poisson.

El nimero de visitas a un sitio web sigue una distribucién de Poisson, con una media de 27
visitas por hora. Encuentre la probabilidad de que haya 90 o mds visitas durante tres horas.

Solucion

Sea X el nimero de visitas al sitio web en tres horas. La media del nimero de visitas en tres
horas es 81, por lo que X ~ Poisson(81). Utilizando la aproximacién normal X ~ N(81, 81).
Se desea encontrar P(X = 90). Se calcula el puntaje z de 90, que es

_%0-81_
N T

Haciendo uso de la tabla z se determina que P(X = 90) = 0.1587. Véase la figura 4.32.
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0.1587
1

81 90
z=1

FIGURA 4.32 Solucién al ejemplo 4.69.

Ejercicios para la seccion 4.10

1. Las bolsas de una mezcla de concreto, etiquetadas con un

peso de 100 libras, tienen por peso una media poblacional
de 100 libras y una desviacién estdndar poblacional de 0.5
libras.

a) (Cual es la probabilidad de que la media del peso de una
muestra aleatoria de 50 bolsas sea menor a 99.9 libras?

b) Sila media del peso de poblacional aumenta a 100.15 li-
bras, (cudl es la probabilidad de que la media del peso
de una muestra de tamafio 50 sea menor a 100 libras?

. Un libro de 500 paginas tiene 250 hojas de papel. El espe-
sor del papel utilizado para fabricar el libro tiene una media
de 0.08 mm y una desviacién estandar de 0.01 mm.

a) (Cual es la probabilidad de que un libro seleccionado
aleatoriamente tenga un espesor mayor a 20.2 mm (sin
incluir las portadas)?

b) (Cudl es el 100. percentil del espesor del libro?

¢) Alguien quiere conocer la probabilidad de que una pagi-
na elegida aleatoriamente tenga un espesor mayor a 0.1
mm. /Se tiene la suficiente informacién para calcular
esta probabilidad? Si es asi, calcule la probabilidad. Si
no, explique por qué.

. Se elige una muestra aleatoria de 100 hombres con una es-
tatura media de 70 pulgadas y una desviacion estandar de
2.5 pulgadas. (Cudl es la probabilidad de que la estatura
promedio de los hombres de la muestra sea mayor a 69.5
pulgadas?

. Entre todas las formas de declaracion de ingresos para el
pago de impuestos, llenadas en cierto afio, la media del im-
puesto pagado fue de $2 000 y la desviacién estdndar fue de
$500. Ademads, en 10% de las formas, el impuesto pagado
fue mayor a $3 000. Se toma una muestra aleatoria de 625
formas de declaracion de ingresos para el pago de impuestos.

a) (Cudl es la probabilidad de que el impuesto promedio
pagado en las formas de la muestra sea mayor a $1 980?

b) ¢Cuil es la probabilidad de que mas de 60 de las formas
de la muestra tenga un impuesto mayor a $3 000?

. Se extrae una muestra de 225 alambres de la poblacién de

alambres descrita en el ejemplo 4.64 (p. 271). Encuentre la
probabilidad de que menos de 110 de éstos no tengan im-
perfeccion.

. Unos tambores, con una etiqueta de 30 L, son llenados con

una solucién proveniente de una tina grande. Se agrega una
cantidad aleatoriamente de la solucién en cada tambor con
media de 30.01 L y desviacion estandar de 0.1 L.

a) (Cudl es la probabilidad de que la cantidad total de la
solucién contenida en 50 tambores sea mayor a 1 500 L?

b) Si la cantidad total de la solucién en la tina es de 2 401
L, (cudl es la probabilidad de que puedan llenarse 80
tambores sin que se acabe la solucion?

¢) (Cudnta solucién debe contener la tina para que la pro-
babilidad sea 0.9 de que puedan llenarse 80 tambores
sin que se acabe la solucion?

. Cierto proceso de fabricacién de componentes electrénicos

produce partes, 20% de las cuales esta defectuoso. Las par-
tes son enviadas en unidades de 400. Los envios que contie-
nen mds de 90 partes defectuosas se puede regresar. Usted
puede suponer que cada envio constituye una muestra alea-
toria simple de partes.

a) Cudl es la probabilidad de que se regrese un envio es-
pecifico?

b) En un dia particular se realizaron 500 envios. ;Cudl es
la probabilidad de que se regresen 60 o mds de éstos?
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10.

¢) Se introduce un nuevo proceso de fabricacion, el cual se
supone reduce los porcentajes de las partes defectuosas.
El objetivo de la compaiiia es reducir la probabilidad de
que se regrese un envio a 0.01. ;Cudl debe ser el porcen-
taje de partes defectuosas para alcanzar este objetivo?

Verdadero o falso:

a) Con una muestra grande, el histograma de la muestra se
parecera mucho a la curva normal.

b) Con una muestra grande, la funcién de densidad de pro-
babilidad de la media muestral se parecera mucho a la
curva normal.

. La densidad de las particulas en una suspension es de 50 por

mL. Se extrae un volumen de 5 mL de la suspension.

a) (Cudl es la probabilidad de que el nimero de particulas
extraidas esté entre 235 y 265?

b) (Cudl es la probabilidad de que el nimero promedio de
particulas por mL en la muestra extraida esté entre 48 y
527

¢) Si se toma una muestra de 10 mL, ;cudl es la probabili-
dad de que el nimero promedio por mL de particulas en
la muestra extraida esté entre 48 y 527

d) (Qué tan grande debe ser la muestra extraida para que el
ndmero promedio de particulas por mL en la muestra es-

té entre 48 y 52 con probabilidad de 95%?

Un productor de baterias afirma que la duracion de cierto ti-
po de bateria tiene una media poblacional de 40 horas y des-
viacién estandar de cinco horas. Sea X la duracién promedio
de las baterfas en una muestra aleatoria simple de tamaio
100.

a) Si la afirmacién es cierta, ;cudl es P(Y = 36.7)?

b) Con base en la respuesta al inciso a), si la afirmacion es
cierta, juna media muestral de 36.7 horas seria una du-
racion inusualmente corta?

¢) Si la duracion media de la muestra de las 100 baterias
fuera de 36.7 horas, (usted creeria en la afirmacion del
fabricante? Explique.

d

e) Con base en la respuesta al inciso d), si la afirmacion es
cierta, juna media muestral de 39.8 horas serfa una du-
racion inusualmente corta?

Si la afirmacién es cierta, ;cual es P(X = 39.8)?

~

Si la media muestral de la duracién de las 100 baterias
fuera de 39.8 horas, (usted creeria en la afirmacion del
fabricante? Explique.

N

11.

12.
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Se ha disefiado un nuevo proceso para fabricar lozas de ce-
ramica. El objetivo es que no haya mds de 5% que no sea
satisfactorio debido a defectos en la superficie. Se revisa
una muestra de 1 000 lozas. Sea X el nimero de lozas no sa-
tisfactorio en la muestra.

a) Si5% de las lozas producidas no es satisfactorio, ;a qué
es igual P(X = 75)?

b) Con base en la respuesta al inciso a), si 5% de las lozas
no es satisfactorio, ;75 no satisfactorias de las 1 000 se-
ria un ndmero inusualmente grande? Explique.

¢) Si75 de las lozas de la muestra no fueran satisfactorias,
(seria factible que se haya alcanzado el objetivo? Expli-
que.

d) Si5% de las lozas producidas no es satisfactorio, ja qué
es igual P(X = 53)?

e) Con base en la respuesta al inciso d), si 5% de las lozas
no es satisfactorio, ;53 lozas no satisfactorias de las 1 000
serfa un nimero inusualmente grande?

f) Si53 de las lozas de la muestra no fueran satisfactorias,
(seria factible que se haya alcanzado el objetivo? Expli-

que.

Fechado radiactivo: El carbono-14 es un is6topo radiactivo
del carbono que decae al emitir una particula beta. En la at-
mosfera terrestre, aproximadamente un dtomo de carbono
en 10'? es carbono-14. Los organismos vivos intercambian
carbono con la atmdsfera, por lo que esta misma tasa es va-
lida para el tejido vivo. Después de que un organismo mue-
re, éste deja de intercambiar carbono con su ambiente, y su
tasa de carbono-14 disminuye exponencialmente con el
tiempo. La tasa a la cual se emite particulas beta desde una
masa dada de carbono es proporcional a la tasa de carbono-
14, por lo que esta tasa también disminuye con el tiempo.
Al medir la tasa de emisiones beta en una muestra de teji-
do, se puede estimar el tiempo transcurrido desde la muerte
del organismo. Especificamente, se sabe que f afios después
de la muerte, el nimero de emisiones de particulas beta que
ocurre en un intervalo a partir de 1 g de carbono sigue una
distribucién de Poisson con tasa A, = 15.3¢ %121 eventos
por minuto. Por tanto, el nimero de afos ¢ transcurridos
desde la muerte de un organismo se puede expresar en tér-
minos de A:

_ In153—Ink
~ 770.0001210

Un arquedlogo descubre una pequeia pieza de carbén vegetal
proveniente de un campamento antiguo. El carbén vegetal con-
tiene 1 g de carbono.
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a) El carb6n vegetal tiene 11 000 afos de antigiiedad, lo d) ;Qué valor de A darfa como resultado una estimacién de
que el arqueélogo no sabe. ;Cudl es el valor verdadero antigiiedad de 10 000 afios?
de la tasa de emision 4.7 ) (Qué valor de A darfa como resultado una estimacién de
b) El arquedlogo planea contar el nimero X de emisiones antigiiedad de 12 000 afios?
en un intervalo de 25 minutos. Encuentre la media y la f) ¢Cudl es la probabilidad de que la estimacién de anti-

desviacion estindar de X. giiedad tenga una correccién de = 1 000 afios?

¢) Posteriormente, el arquedlogo planea estimar A con A=
X/25. ;Cudles son la media y la desviacion estandar de A?

4.11 Simulacion

Cuando nacen gemelos-cuates (no idénticos), ambos pueden ser nifios, nifias, o uno de cada
uno. Suponga que cada infante tiene la misma probabilidad de ser un nifio que una nifia, y su-
ponga que los sexos de los gemelos se determinan de manera independiente. ;Cudl es la pro-
babilidad de que ambos sean nifios? Esta probabilidad se estima facilmente, empleando la
regla de la multiplicacién de eventos independientes. La respuesta es (0.5)(0.5) = 0.25. Pero
se supone que no se conocia la regla de la multiplicacion. ; Existe otra forma en la que se pue-
da estimar esta probabilidad? Se puede realizar un experimento, o estudio, cientifico. Es posi-
ble obtener los registros de nacimientos de gemelos en hospitales, y contar el niimero en los
cuales ambos son nifios. Si se obtuviese un nimero suficientemente grande de registros, la
proporcién en la cual ambos gemelos fueron nifios quiza se aproximaria a 0.25, y se tendria
una buena estimacién de la probabilidad.

A continuacion se presenta un método mas sencillo. Hay dos resultados igualmente pro-
bables en el nacimiento de un gemelo: nifio o nifia. También hay dos resultados probables en
el lanzamiento al aire de una moneda: “cara” o “cruz”. Por consecuencia, el nimero de “ca-
ras” en el lanzamiento de dos monedas tiene la misma distribucién que el nimero de nifios en
el nacimiento de un gemelo (ambas son binomiales con n = 2 experimentos y una probabili-
dad de éxito p = 0.5). En lugar de tener el problema de dar seguimiento a los nacimientos
reales, se puede lanzar al aire dos monedas un gran nimero de veces. La proporcién de lan-
zamientos en los que en ambas monedas sale “cara” se puede utilizar para estimar la propor-
cién de nacimientos en los que ambos gemelos son nifios.

Estimar la probabilidad de que ambos gemelos sean nifios al usar la estimacién de la
probabilidad de que en ambas monedas salga “cara” es un ejemplo de un experimento de si-
mulacién. Si se designa a los lados de la moneda como “0” y “1”, entonces el lanzamiento al
aire de una moneda es un ejemplo de un generador de nimeros aleatorios. Este dltimo
constituye un procedimiento para obtener un valor que tiene las mismas propiedades estadis-
ticas como una cantidad muestral aleatoria extraida de cierta distribucién especifica. El nu-
mero aleatorio generado por el lanzamiento al aire de una moneda viene de una distribucién
de Bernoulli con probabilidad de éxito p = 0.5.

Hoy en dia, las computadoras pueden generar miles de nimeros aleatorios en una frac-
cién de segundo, y virtualmente cada software estadistico contiene rutinas que generan mues-
tras aleatorias a partir de una amplia variedad de distribuciones. Cuando un experimento es
demasiado costoso, o fisicamente dificil o imposible de realizar, y cuando la distribucién de
la probabilidad de los datos que serian generados por el experimento es aproximadamente co-
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nocido, los nimeros aleatorios generados por computadora a partir de la distribucién apropia-
da se puede utilizar en lugar de los verdaderos datos del experimento. A dichos nimeros se
les llama datos simulados o sintéticos.

La simulacion se refiere al proceso que genera niimeros aleatorios y los trata como si
hubiesen sido generados por un experimento cientifico real. A los datos generados de
esta forma se les denomina simulados o sintéticos.

Los métodos de simulacion tienen muchos usos, incluyendo la estimacién de probabi-
lidades, estimacion de medias y varianzas, comprobacién de una hipdtesis de normalidad, y
estimacion de sesgos. En el resto de esta seccidn se describen algunos de estos métodos.

Uso de la simulaciéon para estimar una probabilidad

Con frecuencia se emplea la simulacién para estimar probabilidades que son dificiles de
calcular directamente. Aqui hay un ejemplo. Un ingeniero eléctrico conectard en paralelo
dos resistores, etiquetados como 100 y 25 Q. Las resistencias verdaderas pueden diferir de
los valores etiquetados. Se denota las resistencias reales de los resistores que son elegidos
por X y Y. La resistencia total R del montaje estd dada por R = XY/(X + Y). Suponga que
X ~ N(100, 10%) y Y ~ N(25, 2.5%) y que los resistores se seleccionan en forma indepen-
diente. Suponga que la especificacion para la resistencia del montaje es que 19 < R < 21.
(Cudl es la probabilidad de que el montaje cumpla con la especificacién? Es decir, ja qué
es igual P(19 < R < 21)?

Se estimard esta probabilidad con una simulacién. La idea es generar datos simulados
cuya distribucién se aproxime en lo posible a los datos que serian generados en un experimento
real. En un experimento real, se tomaria una muestra de N resistores etiquetados con 100 Q,
cuyas resistencias verdaderas fuesen X, . . ., Xy, y después se tomaria una muestra de igual
tamafio de resistores etiquetados con 25 €, cuyas resistencias verdaderas fuesen Yy, ..., Yy.
Después se construirfa N montajes con resistencias Ry = X, Y/(X; + Y)), ..., Ry = XyYy/(Xy
+ Yy). Los valores Ry, . . ., Ry serian una muestra aleatoria de la poblacién de todos los va-
lores posibles de la resistencia total. La proporcién de los valores de la muestra Ry, . . ., Ry
que estén entre 19 y 21 serfan una estimacién de P(19 < R < 21).

En un experimento real, X,, . . ., X serfa una muestra aleatoria de N(100, 10y Y, . . .,
Yy seria una muestra aleatoria de N(25, 2.52). Por consiguiente, en un experimento simulado,
se generarfa una muestra aleatoria X%, . . ., X% de N(100, 102) e, independientemente, una
muestra aleatoria Y, . . ., Y% de N(25, 2.5%). Luego se calcularén las resistencias totales si-
muladas Rf = X¥YF/(X¥+ YT, ..., R = X5YE/(X5 + Y%). Se emplea la notacién X% Y¥y
R* para indicar que estos son valores simulados provenientes de un generador de nimeros
aleatorios en vez de datos verdaderos provenientes de un experimento real. Dado que la mues-

tra X¥, ..., X% proviene de la misma distribucién que la de una muestra real X, . . ., Xy, y
puesto que la muestra Y¥, . . ., Y% proviene de la misma distribucién que la de una muestra
real Yy, . .., Yy, se tiene que la muestra R, . . ., R} proviene de la misma distribucién que la

de una muestra real de resistencias totales Ry, . . . , Ry. Por tanto, se puede tratar a RY, ..., R¥
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como si fuera una muestra de resistencias verdaderas, aunque en realidad es una muestra de
numeros aleatorios generados por una computadora.

Los resultados de una simulacién con un tamafo de muestra N = 100 se muestran en
la tabla 4.2. Esta es la muestra mds pequefia que se utilizarfa en la practica. Por lo general, se
utilizan con frecuencia muestras de 1 000, 10 000, o mas. Las muestras de este tamaflo no re-
presentan ningin problema para las computadoras modernas y sus programas, y entre mas
grande sea la muestra, mds precisos serdn los resultados.

Con el propésito de que los calculos sean mds transparentes, se ordenan los 100 valo-
res de R*, que estdn en la tabla 4.2, en orden ascendente.

15.37 1548 1558 16.66 1694 17.18 17.44 1754 17.68 17.69
1791 1795 18.01 18.06 1821 1831 1849 1858 18.60 18.65
18.71 1880 18.81 18.85 1891 1892 1893 1899 1899 19.01
19.02 19.03 19.06 19.11 19.13 19.14 1920 1922 1924 19.30
1947 1952 1956 19.58 19.60 19.60 19.65 19.71 19.77 19.81
19.84 1990 1991 1995 1997 1998 20.03 20.14 20.16 20.17
20.17 2049 2052 20.54 2055 2055 20.58 20.60 20.60 20.64
20.69 20.75 20.76 20.78 20.81 2090 2096 21.06 21.13 21.24
2141 2149 2152 2154 2158 21.79 21.84 21.87 2193 2193
22.02 2206 2211 2213 2236 2242 23.19 2340 2371 24.01

Para estimar la P(19 < R < 21) se determina que 48 de los 100 valores de la muestra se en-
cuentran en este rango. Por consiguiente, se estima P(19 < R < 21) = 0.48. Se observa que
con una muestra mds grande, se puede emplear un software para hacer este conteo.

Advierta que la importancia del supuesto de que la resistencia X del primer resistor y la
Y del segundo fuesen independientes. Debido a este supuesto, es posible simular el experi-
mento al generar muestras independientes X* y Y*. Si X y Y hubieran sido dependientes, se
tendria que haber generado X* y Y* para que tuvieran la misma distribucion conjunta que X
y Y. (En la seccion 2.6 se analizaron las distribuciones conjuntas.) Por fortuna, muchos pro-
blemas reales de la vida implican muestras independientes.

A continuacion se presenta otro ejemplo de una probabilidad estimada con una simulacién.

Una ingeniera tiene que elegir entre dos tipos de ventiladores para instalarlo en una compu-
tadora. Las duraciones, en meses, de los ventiladores del tipo A se distribuyen exponencial-
mente con una media de 50 meses, y las de los tipo B se distribuyen exponencialmente con
una media de 30 meses. Como consecuencia de que los ventiladores del tipo A son mds ca-
ros, la ingeniera decide que elegird estos tltimos si la probabilidad de que este tipo duplique
su tiempo de duracién que el de un ventilador B sea mayor a 0.5. Estime esta probabilidad.

Solucion

Sea A la duracién, en meses, de ventilador de tipo A elegido de forma aleatoria, y B represen-
ta la duracidn, en meses, de otro elegido aleatoriamente. Se necesita calcular a P(A > 2B). Se
realiza un experimento de simulacidn, utilizando muestras de tamafio 1 000. Se genera una
muestra aleatoria A¥, . . ., AT a partir de una distribucién exponencial con media 50(A =
0.02) y una muestra aleatoria BY, . . ., B¥ a partir de una distribucién exponencial con me-
dia 30(A = 0.033). Luego se cuenta el nimero de veces que A¥ > 2B¥, La tabla 4.3 presenta
los primeros diez valores y el dltimo valor. La columna etiquetada como “A* > 2B*” contie-
ne un “1” si A¥ > 2B¥ y un “0” si A¥ < 2B%

1



CAPITULO 4 Distribuciones cominmente usadas

284

€0°0¢ L8'SC 8L'88 001 91°0C gese £6°C6 SL IL81 eree L6°L6 0s 09°81 8¢°€C LO'16 S¢
L6'61 S6'vC 1°001 66 86°0¢ L9°SC 8L'€01 YL 10°81 8L'1C 86°¢01 6y £6'1¢ 1§°LT 01'801 14
£€6'81 LL'TC 1€l 86 06'0C €CLe 2668 €L €061 0CT'ee 96°S01 8 (4 Y LS'LT 0086 €
So'LT gTee 8'8L L6 LT 0L°0C SY'O11 L ool 08'vC 0868 Ly 86'61 €6'1C £5°001 C
16'L1 LS'IC ¥9°601 96 L1°0¢ £v'se 8V°L6 IL §soc SS'LT 98°08 oY 10v¢ wrle LL 10T Ic
90°I¢C £€9'9¢ $9°001 S6 66'81 88°¢C 696 0L ¥$°0¢ ye'sT 05801 97 ylel 09°¢C 61101 0c
o6l 70°€C S0'601 76 o6l 65°€C L6°S01 69 69°LI1 LETT 69201 144 G981 So'ee 8S°L6 61
1rel 8L'€C L6 €6 8I°LT 91T 9198 89 9¢'CC 99'8¢C 09101 (974 LL'61 0€'sT S¥'06 81
0r'€C Sv'6c Y611 6 ¥8'1¢C Se'LT LE801 L9 8561 €6'vC er'le [4% L1°0¢ 8EVC VLI L1
6¥'1¢C £v'8¢ €1'88 16 09°0C 6V'LT 91'C8 99 e 619C LE601 184 18°81 SL'ET €06 91
e 18°8¢C SO'101 06 ¥1°0C 19°6C 9T'v6 S9 66'81 6L°CC 68°€ll or erel §9'ee 90001 Sl
9061 £9°¢C ¥¥'86 68 0961 (424 6£18 9 9¢°61 ILYC 9L’¢€6 6¢ L6l 8T 98°C6 4!
8L°0¢ 81°9¢ ¥L°001 88 S6'61 Y9v¢C 98701 €9 6¥°0¢C S0'9¢ L6°S6 8¢ 96°0¢ 90°'LT 16'C6 €l
Iv'1c 19°9C L9601 L8 8¥°Cl 8081 LLLOT 9 §60c 91'9¢ °6°S6 LE YS1C 98°'LC 1676 Cl
¥9°0C 6°SC YC'101 98 Ly'6l1 66'¢C £€°¢01 19 1861 99°¢C 9698 9¢ 8681 65°CC 68701 Il
¥8'61 S9ve L 101 S8 1661 w6'eT SLBIIT 09 YT1c 88°9¢ €101 33 06°61 Y9vC I7°€01 (U}
LEST GG 81 65768 78 6L'1¢ 60°LC SETIT 6S 09°0C 68'9¢ 588 123 ccol 16°€C £7°S01 6
8S°I¢ 10°LT SE'LOT €8 9991 8¢°0¢ (AN 8¢ 1781 61°CC 8¢ 101 €e 1ree 0€'8¢C €I 101 8
[L°€T §Toe cL601 8 90°CC 9¢0¢ 0L°08 LS £6'1¢ 99'9¢ evecl [43 8C°CI 0C'81 ¥0'801 L
1061 9L €T 0°S6 18 691 09°0C 4349 9¢ s6l e 0T¥01 1€ e 60°LC 99°LTT 9
9L0C S0°LT 6168 08 90'81 69°1¢ £0°801 Ss 1681 89'¢C L'€6 0¢ 61°¢C L1'6C LOETT S
6781 70°€C 65°¢6 6L L8'1C €0'8¢ £7'66 123 0961 0r've €601 6¢ 89°LI1 01°cc 6£'88 4
SL0c 66'SC 887201 8L 0cel 88°CC 6v'611 €S 1€°81 00°¢€C 1L°68 8¢C 69°0¢C €9¢C 9¥'96 €
6881 6L'¢€T 806 LL 18°0C LT 798 [43 e€ree 9¢'8¢C §9°001 LT YSLI wic £8°96 C
0881 12 X%4 ceell 9L ¢6'81 89°¢C 0Cv6 IS s0c £6'vC Y6'SI1 9¢ S9'6l 0€vC €901 I
« +A «X « +A «X «o +A «X «d +A 1 ¢

oJajeled 01INJJId UN US SBIDUS)SISAJ Se| dp sope|nwis soled 7'k V14VL



4.11 Simulacién 285

TABLA 4.3 Datos simulados para el ejemplo 4.70

A B A" > 2B
I 25554 12.083 1
2 66711 11.384 1
3 61189 15.191 1
4 9153 119.150 0
5 98794 45.258 1
6 14577 139.149 0
7 65.126 9.877 1
8 13205 12.106 0
9 20535 21.613 0
10 62278 13.289 1
1000 19.705 12.873 0

Entre los primeros diez pares (A% B¥) hay seis para los cuales A* > 2B*. Por conse-
cuencia, si se basaran los resultados en los diez primeros valores, se estimaria que P(A > 2B)
= 6/10 = 0.06. Obviamente, los diez pares simulados no se aproximan lo suficiente para cal-
cular una estimacién confiable. Entre los 1 000 pares simulados, hay 460 para los cuales
A* > 2B¥% Por tanto, se estima P(A > 2B) = 0.460. La ingeniera escoge el tipo B. Se obser-
va que esta probabilidad se puede calcular s6lo con una integral multiple. La probabilidad
exacta es 5/11 = 0.4545. La aproximacion de la simulacién es muy buena.

Una muestra simulada correctamente a partir de una distribucién de probabilidad dada
es, de hecho, una muestra aleatoria simple de dicha distribucién. Por consiguiente, se puede
utilizar la media y la varianza muestrales simuladas para estimar la media y la varianza de la
distribucioén, y se puede utilizar una grafica de probabilidad para determinar si la distribucién
de probabilidad fue bien aproximada por una funcién de densidad estdndar, como la curva
normal. A continuacidn, se presentan algunos ejemplos.

Estimacion de medias y varianzas

El ejemplo 4.71 muestra cémo se puede emplear los valores simulados para estimar la media
y la desviacion estandar de una poblacién.

Utilice los valores simulados R¥ en la tabla 4.2 para estimar la media ug y la desviacién es-
tandar oy de la resistencia total R.

Solucién
Se puede considerar a los valores R%, . . ., R¥,, como si fueran una muestra aleatoria de las
resistencias reales. Por consiguiente, se estima ug con la media muestral R* y o con la des-
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viacion estdndar muestral sg+. La media y la desviacion estdndar muestrales de RY, . . ., Ry,
son R* = 19.856 y sg« = 1.6926, respectivamente. Estas son las estimaciones de ug y 0.

Comparacion con la propagacion de errores

En el ejemplo 4.71 se utilizé la simulacién para aproximar la media y la desviacion estandar
de una funcién de variables aleatorias R = XY/(X + Y). El método de propagacion de errores,
analizado en la seccién 3.4, también se puede emplear con este propésito (véase el ejemplo
3.20). Por supuesto, la simulacién puede hacer muchas cosas que la propagacién de errores
no, como estimar probabilidades y determinar si una funcién dada de variables aleatorias se
distribuye normalmente. Pero si lo que se necesita es estimar la desviacién estandar de una
funcidén de variables aleatorias, es natural preguntar si la simulacién o la propagacién de erro-
res es la mejor técnica. La respuesta es que cada método tiene ventajas y desventajas.

Para que el andlisis de esta cuestion sea concreto, sean X|, . . . , X, variables aleatorias
independientes y U = U(X|, . . ., X,) una funcién. Se desea calcular o . Lo primero que se
necesita decir es que, en muchos casos, ambos métodos funcionan bien y dan resultados si-
milares, por lo que sélo es una cuestién de conveniencia lo que se utiliza. La simulacién tie-
ne una ventaja, que no requiere que las desviaciones estandar de X, . . . , X, sean pequeiias,
como lo hace la propagacién de errores. Sin embargo, esta dltima tiene dos grandes ventajas.
Primero, no es necesario conocer las distribuciones de X, . . ., X,,, como se necesita en simu-
lacién. Segundo, puede indicar cudl de las X contribuye mas a la incertidumbre de U, lo que
no se puede hacer tan fécil con la simulacién.

Uso de la simulacion para determinar si una poblacion
es aproximadamente normal

Una de las cuestiones que surge con mayor frecuencia en el andlisis de datos es si una pobla-
cion se distribuye aproximadamente normal. Cuando se tiene a la disposicion una muestra si-
mulada de una poblacién, es posible resolver esta cuestion.

Construya un histograma de los valores simulados de R* presentados en la tabla 4.2. Cons-
truya una grafica de probabilidad normal para determinar si la densidad de la resistencia R es
aproximadamente normal.

Solucion

La siguiente figura muestra el histograma y la grafica de probabilidad. El primero es aproxi-
madamente simétrico y tiene una moda. Esto es consistente con la normalidad. La segunda
indica una ligera desviacion de la normalidad, especialmente en las colas. Es muy razonable
decir que la distribucién parece ser aproximadamente normal. En la prictica, una muestra de
tamafio 1 000 o mds generaria un histograma mds preciso. Una muestra de 100 es adecuada
para la gréfica de probabilidad, aunque no haya mds problemas para generar una muestra mas
grande.
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Gréfica de probabilidad normal para resistencias simuladas
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E jemplo

El ejemplo 4.73 muestra como se puede usar la simulacién para determinar si el tama-
fio de una muestra es lo suficientemente grande para que sea vdlido el teorema del limite cen-
tral, si se conoce la distribucion de la cual se extrajo la muestra.

El articulo “Termal Absorption from Pesticida Residues” (M. Reddy y A. Bunge, en The
Practical Applicability of Toxicokinetic Models in the Risk Assesment of Chemicals, 2002:55-
79) modela la cantidad de pesticida absorbida en el sistema como una variable aleatoria log-
normal, cuya media es proporcional a la dosis. Suponga que para cierta dosis, la cantidad
absorbida sigue una distribucién lognormal con pardmetros u = 1 y o = 0.5. Se llevard a ca-
bo un experimento en el que se aplica esta dosis en cada uno de los cinco experimentos inde-
pendientes, y la cantidad absorbida se determinard cada vez. ;La cantidad absorbida en
promedio sigue una distribucién aproximadamente normal?

Solucidon

Sea Xi, . . ., X5 una muestra aleatoria de una distribucién lognormal con pardmetros u = 1y
o = 0.5. La pregunta es si la media muestral X tiene una distribucién aproximadamente nor-
mal. Se respondera esta pregunta al generar 1 000 muestras aleatorias simuladas de tamafio
cinco a partir de esta distribucién lognormal, al calcular la media muestral de cada una de
ellas, y después al construir una gréfica de probabilidad para las 1 000 medias muestrales. La
tabla 4.4 presenta las primeras tres y las dltimas tres de las muestras. Las primeras cinco co-
lumnas en cada renglén de la tabla 4.4 constituyen una muestra aleatoria simple X7, . . . , X%
proveniente de una distribucién lognormal con pardmetros w = 1y o = 0.5. La sexta colum-
na es la media muestral X7. Por consecuencia, las 1 000 entradas en la sexta columna son una
muestra aleatoria de medias muestrales. Al construir una grafica de probabilidad normal de
estos valores, se puede determinar si la media muestral esta distribuida normalmente.
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TABLA 4.4 Datos simulados para el ejemplo 4.73

X: X; X X; X X
1 23220 15087 12144 2.5002 3.3408 2.1790
2 3.3379 2.8557 1.0023 3.8088 23320 2.6673
3 2.9338 3.0364 3.1488 2.0380 47030 3.1720
998 47993 3.7609 15751 3.6382 2.0254 3.1598
999 3.7929 2.9527 6.3663 1.8057 10.4450 5.0725
1000 3.7680 4.5899 2.8609 2.1659 5.0658 3.6901

A continuacién se muestra un histograma y una gréfica de probabilidad normal de los
1 000 valores de X™*. El histograma muestra que la distribucién esté sesgada a la derecha. La
gréfica de probabilidad confirma que la distribucién estd muy lejos de ser normal.
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Uso de la simulacion en los analisis de confiabilidad

Un sistema esta formado por componentes, cada uno tiene un tiempo de vida aleatorio. Por
tanto, el tiempo de vida de un sistema también es aleatorio. Con frecuencia los ingenieros es-
pecialistas en confiabilidad conocen las distribuciones de probabilidad de los tiempos de vi-
da de los componentes y desean determinar la distribucién de probabilidad del sistema. En la
practica puede ser muy dificil calcular directamente la distribucion del tiempo de vida del sis-
tema a partir de las distribuciones de los tiempos de vida de los componentes. No obstante, si
los tiempos de vida de éstos son independientes, con frecuencia ello puede realizarse facil-
mente con simulacién. En seguida se muestra un ejemplo sencillo.
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Un sistema estd formado por los componentes A y B conectados en paralelo, tal y como se
muestra en la siguiente ilustracion esquematica. El tiempo de vida en meses del componente
A se distribuye Exp(1) y el tiempo de vida en meses del componente B se distribuye Exp(0.5).
El sistema funcionard hasta que A y B fallen. Estime la media del tiempo de vida del sistema,
la probabilidad de que el sistema funcione durante menos de un mes, y el 100. percentil de

los tiempos de vida del sistema.
II

Solucion
Se genera una muestra A%, . . ., A¥ o de los tiempos de vida simulados del componente A a
partir de una distribucién Exp(1). Después se genera una muestra BY; . . . , B, de los tiem-

pos de vida simulados del componente B a partir de una distribucién Exp(0.5). Observe que
la media del tiempo de vida del componente A es de un mes y la media del tiempo de vida
del componente B es 1/0.5 = 2 meses. El tiempo de vida del i-ésimo sistema simulado es
L* = méax(A% B¥). La tabla 4.5 muestra los resultados de las primeras diez muestras y de la
dltima muestra.

TABLA 4.5 Datos simulados para el

ejemplo 4.74
A* B* L*

1 00245 0.5747 0.5747

2 03623 03998 03998

3 08858 17028 17028

4 01106 142252 142252
501903 0.4665 0.4665

6 22259 1.4138 22259

7 08881 09120 09120

8 33471 32134 33471

9 25475 13240 2.5475

10 03614 0.8383 0.8383
1000 03619 1.8799 1.8799

La media muestral de los primeros diez valores de L¥ es 2.724. Cinco de ellos son me-
nores a 1. El 10o. percentil de estos valores es (0.3998 + 0.4665)/2 = 0.43315. Por tanto, si
las estimaciones se basaran en las primeras diez muestras, se estimaria que la media del tiem-
po de vida del sistema es de 2.724 meses, la probabilidad de que el sistema falle en un mes es
0.5, y el 100. percentil de las duraciones del sistema es 0.43315. Obviamente, diez muestras
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no es ni siquiera una estimacion suficientemente confiable. Con base en las 1 000 muestras,
la estimacion de la media del tiempo de vida fue de 2.29 meses, la estimacion de la probabi-
lidad de error dentro de un mes fue de 0.278 y el 100. percentil fue de 0.516 meses.

Uso de la simulacion para estimar sesgos

La simulacién se puede utilizar para estimar sesgos. El ejemplo 4.75 muestra cémo.

Si X, ..., X, es una muestra aleatoria, entonces se usa la desviacion estdndar muestral s pa-
ra estimar la desviacion estdndar poblacional o. Sin embargo, s es un estimador sesgado. Si
X, ..., X, es una muestra aleatoria de una distribucién N(0, 1), utilice la simulacién para es-
timar el sesgo en s. Asimismo, estime la desviacion estdndar o, de s.

Solucién

Se generardn 1 000 muestras aleatorias X7, . . . , X§; de tamafio seis a partir de N(0, 1) y pa-
ra cada una se calculara la desviacién estdndar muestral s¥. La tabla 4.6 muestra los resulta-
dos de las diez primeras y de la dltima muestra.

TABLA 4.6 Datos simulados para el ejemplo 4.75

X; X; X; X; X; X; s*
—04326 07160  —0.6028 08304 —0.1342 03560  0.6160
~1.6656 15986  —09934  —0.0938 02873  —1.8924 13206
0.1253  —2.0647 11889  —0.4598 03694 04906  1.1190
~1.7580 01575  —0.8496 03291  —15780 —1.1100  0.8733

1.6867 0.3784 0.3809 0.4870 0.9454 —0.4602  0.7111
1.3626 0.7469 —2.1102 2.6734 —0.5311 1.1611 1.6629
—2.2424 —0.5719 —1.9659 0.1269 —0.2642 0.3721 1.0955
1.3765 —0.4187 —0.5014 1.9869 —0.0532 —0.7086 1.1228
—1.8045 0.5361 —0.9121 1.4059 —1.2156 —0.9619 1.2085
0.3165 0.6007 —0.5363 —0.2300 0.2626 0.0523 0.4092

SOOI N B W —

Ju—

1000 03274 01787 02006 —1.1602 11020 03173 07328

Los valores s%, . . ., 5% son una muestra aleatoria de la poblacién de todos los posi-
bles valores de s que se puede calcular a partir de una muestra normal de tamafio seis. Por
consiguiente, la media muestral 5* es una estimacién de la media poblacional u,. Ahora, la
desviacion estdndar real de la distribucién a partir de la cual se generd los datos simulados es
o = 1, por lo que el sesgo en s es u, — 1. Se estima el sesgo con 7% — 1.

La media muestral de los primeros diez valores de s¥es 1.0139. Por tanto, si los resul-
tados se basaran en los primeros diez valores, se estimaria que el sesgo es 1.0139 — 1 =
0.0139. Por supuesto, diez valores no son suficientes para construir una estimacion confiable.
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La media muestral de los 1 000 valores s¥es 5* = 0.9601. Se estima que el sesgo es 0.9601
— 1= -0.0399.

La desviacién estdndar muestral de los 1 000 valores es 0.3156. Esta es la estimacién
de o,.

La estimacion Bootstrap

En los ejemplos analizados hasta ahora en esta seccion, se ha especificado la distribucién a
partir de la cual se generan los datos simulados. En algunos casos, esta distribucion se puede
determinar de los datos. Los métodos de simulacién en los cuales la distribucién que serd ex-
traida se determina a partir de los datos se llaman de estimacién bootstrap. Para ilustrar lo
anterior, se presenta una variacién del ejemplo 4.75, donde la distribucién de la muestra se
determina a partir de los datos.

Una muestra de tamafio seis es tomada de una distribucién normal cuya media y varianza son
desconocidas. Los valores de la muestra son 5.23, 1.93, 5.66, 3.28, 5.93 y 6.21. La media
muestral es X = 4.7067 y la desviacién estdndar muestral es s = 1.7137. El valor de s se usa-
rd para estimar la desconocida desviacion estdndar o de la poblacién. Estime el sesgo en s.

Solucion
Si se conociera la media poblacional w y la desviacion estdndar o de la distribucion normal
de la que proviene la muestra, se puede utilizar el método del ejemplo 4.75, para simular una
distribucién N(u, o). En virtud de que no se conocen estos valores, se estimardn con los valo-
res muestrales X = 4.7067 y s = 1.7137. Se procederd exactamente igual que en el ejemplo
4.75, excepto que se extraerd una muestra de una distribucién N(4.7067, 1.71377). Puesto que
la distribucion se determiné a partir de los datos, éste es un método de estimacidn bootstrap.
Se generardn 1 000 muestras aleatorias X7, . . . , X§, de tamafio seis de N(4.7067,
1.7137%) y para cada una se calculard la desviacién estindar muestral s* La tabla 4.7 presen-
ta los resultados de las primeras diez y de la dltima muestra.

TABLA 4.7 Datos simulados para el ejemplo 4.76

X; X; X; X; X; X; s*

1 2 3

2.3995 4.8961 3.6221 6.9787 44311 4.5367 1.5157
2.6197 4.3102 3.2350 6.2619 4.4233 3.5903 1.2663
3.0114 5.2492 7.6990 6.0439 6.5965 3.7505 1.7652
3.9375 5.2217 1.9737 4.5434 3.0304 3.8632 1.1415
5.8829 5.3084 4.6003 2.6439 2.3589 2.3055 1.6054
7.8915 3.9731 5.1229 5.1749 3.5255 3.3330 1.6884
4.2737 5.5189 23314 5.1512 5.7752 4.0205 1.2705
5.8602 5.3280 5.5860 6.8256 7.5063 3.9393 1.2400
5.7813 4.9364 2.5893 3.7633 0.9065 3.8372 1.7260
3.3690 1.8618 2.7627 3.2837 3.9863 6.0382 1.4110

SOOI N B~ W~

s

1000 20496 63385 62414 51580 37213 84576 22364
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CAPITULO 4 Distribuciones cominmente usadas

Los valores s7, . . ., 57y son una muestra aleatoria de la poblacién de todos los posi-
bles valores de s que se puede calcular a partir de una muestra normal de tamafio seis. Por tan-
to, la media muestral 5 es una estimacién de la media poblacional u,. Ahora, la desviacién
estandar poblacional a partir de la cual se generaron los datos simulados es o* = 1.7137. El
sesgo se estima con 5 — 1.7137.

La media muestral de los diez primeros valores de s¥es 1.4630. Por consiguiente, si los
resultados se basaran en los diez primeros valores, se estimaria que el sesgo es 1.4630 —
1.7137 = —0.2507. Por supuesto, diez valores no son suficientes para construir una estima-
cién confiable. La media muestral de los 1 000 valores de s¥*es 1.6188. Se estima que el ses-
goes 1.6188 — 1.7137 = —0.0949.

Algunas veces se pueden utilizar los resultados de la estimacién bootstrap para ajustar
estimaciones con el fin de que sean mas exactas. El ejemplo 4.77 muestra cémo se puede rea-
lizar esto ultimo con la desviacién estindar muestral.

En el ejemplo 4.76 se tomé una muestra de tamafio seis de una poblacién N(u, o). La des-
viacion estdndar muestral s = 1.7137 es una estimacién de la desviacién estdndar poblacio-
nal no conocida o. Utilice los resultados de la estimacién bootstrap en el ejemplo 4.76 para
reducir el sesgo en esta estimacion.

Solucidon

Se estima que el sesgo en s es —0.0949. Esto significa que, en promedio, la desviacion estdn-
dar muestral calculada a partir de esta poblacién N(u, o) serd menor que la desviacion es-
tandar real o por aproximadamente —0.0949. Por consecuencia, se corrige el sesgo sumando
0.0949 a la estimacién. La estimacién con sesgamiento corregido de la desviacion estdndar
poblacional es 1.7137 + 0.0949 = 1.81.

Estimacion bootstrap paramétrica y no paramétrica

En el ejemplo 4.76 se sabia que la muestra provenia de una distribucién normal, pero no se
conocian la media ni la varianza. Por tanto, se empled los datos para estimar los pardmetros
Ly o. A este procedimiento se le llama estimacion bootstrap paramétrica, ya que los da-
tos son utilizados para estimar pardmetros. ;Qué pasaria si no se hubiera tenido conocimien-
to de que la distribucién era normal? Entonces se hubiera utilizado la estimacion bootstrap
no paramétrica. En ésta se hace una simulacién mediante el muestreo de los propios datos.
Ademas, sirve para construir intervalos de confianza y realizar pruebas de hipétesis. Aqui se
definird la estimacion bootstrap no paramétrica, y después se presentardn algunas aplicacio-
nes en las secciones 5.8 y 6.15.

Si se tuviera una muestra X, . . . , X,, de una distribucién desconocida, se simularian
muestras X7, . .., X% de la siguiente manera. Imagine que se colocan los valores X, . .., X,
en una caja, y que se saca un valor aleatoriamente. Después se reemplaza el valor y se saca
otra vez. La segunda extraccién es también una extracciéon muestral X, . . ., X,,. Se continia
hasta que se han realizado n extracciones. Esta es la primera muestra simulada, denominada
muestra de estimacion bootstrap: X%, . . ., X7. Observe que puesto que se realiza el mues-
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treo con reemplazo, la muestra de estimacion bootstrap probablemente contendrd mas de una
vez a algunos de los elementos originales de la muestra y a otros que no aparezcan. Ahora se
toma mds muestras de estimacion bootstrap: tantas como las que se tomarian en cualquier si-
mulacién, probablemente 1 000 o mas. Después se procede como en cualquier otra simula-

cion.

Para mayor informacién acerca de la estimacién bootstrap y otros procesos de simula-
cién, Efron y Tibshirani (1993) son una excelente fuente de informacion.

Ejercicios para la seccion 4.11

1. El vendedor A distribuye partes, donde cada una tiene una

probabilidad de 0.03 de estar defectuosa. El vendedor B
también distribuye partes y cada una tiene una probabilidad
de 0.05 de estar defectuosa. Usted recibe un envio de 100
partes por parte de cada vendedor.

a) Sea X el ndmero de partes defectuosas en el envio pro-
venientes del vendedor A y Y el envio proveniente del
vendedor B. ;Cudles son las distribuciones de X y ¥?

b) Genere muestras simuladas de tamafio 1 000 a partir de
las distribuciones de X'y Y.

c) Utilice las muestras para estimar la probabilidad de que
el nimero total de partes defectuosas sea menor a diez.

d

~

Utilice las muestras para estimar la probabilidad de que
el envio del vendedor A tiene mas partes defectuosas
que el envio del vendedor B.

e) Construya una gréafica de probabilidad normal para el
ndmero total de partes defectuosas. ;La cantidad sigue
una distribucién aproximadamente normal?

. Dos disefios de cierto circuito de semiconductores estan

compitiendo entre si. La duracién del primero (en horas) se

distribuye exponencialmente con A = 10 -4 y la duracién

del segundo tiene una distribucion lognormal con w = 6y
2

o” =54

a) Utilice una muestra simulada de tamafio 1 000 para es-
timar la probabilidad de que un circuito con el primer
disefio dure mds que otro con el segundo disefio.

b) Estime la probabilidad de que un circuito con el primer
disefio dure el doble de tiempo que otro con el segundo
diseio.

. Se fabrican placas rectangulares cuyas longitudes se distribu-
yen como N(2.0, 0.1%) y cuyos anchos se distribuyen como
N(3.0, 0.2%). Suponga que las longitudes y los anchos son
independientes. El drea de una placa esta dada por A = XY.

a) Utilice una muestra simulada de tamafio 1 000 para es-
timar la media y varianza de A.

b) Estime la probabilidad de que P(5.9 <A < 6.1).

¢) Construya una grafica de probabilidad normal para las
areas. (El drea de una placa sigue una distribucién apro-
ximadamente normal?

. Un cable esta compuesto por cuatro alambres. La fuerza de

ruptura de cada alambre es una variable aleatoria distribui-
da normalmente con media de 10 kN y desviacion estdndar
de 1 kN. Utilizando el método de cable quebradizo, se esti-
ma que la fuerza del cable es igual a la fuerza de alambre
mas fragil multiplicada por el nimero de alambres.

a) Utilice muestras simuladas de tamafio 1 000 para esti-
mar la fuerza media de este tipo de cable.

b) Estime la mediana de la fuerza del cable.
¢) Estime la desviacion estandar de la fuerza del cable.

d) Para que sea aceptable en cierta aplicacion, la probabili-
dad de que el cable se rompa con una carga de 28 kN de-
be ser menor a 0.01. ;Parece ser que el cable es aceptable?
Explique.

. La duracién de un laser (en horas) tiene una distribucion

lognormal con . = 8 y o> = 2.4. Dos de esos lser funcio-
nan de forma independiente.

a) Utilice una muestra de tamafio 1 000 para estimar la
probabilidad de que la suma de las dos duraciones sea
mayor a 20 000 horas.

b) Estime la probabilidad de que ambos laser duren mas de
3 000 horas.

¢) Estime la probabilidad de que ambos laser fallen antes
de las 10 000 horas.

. Estimacion del valor de m. La siguiente figura sugiere cémo

estimar el valor de 7 con una simulacién. En la figura, un
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circulo con un drea igual a 71/4 estd inscrito en un cuadrado
cuya drea es igual a 1. Se elige de forma aleatoria 100 pun-
tos dentro del cuadrado. La probabilidad de que un punto
esté dentro del circulo es igual a la fraccion del area del cua-
drado que abarca a éste, la cual es 7/4. Por tanto, se puede
estimar el valor de 774 al contar el nimero de puntos dentro
del circulo, que es 79, y al dividir entre el nimero total de
puntos, que es 100, para obtener la estimacion /4 = 0.79.
De esto tltimo se concluye que 7w = 4(0.79) = 3.16. Este
ejercicio presenta un experimento de simulacién que fue di-
sefiado para estimar el valor de 7 al generar 1 000 puntos en
el cuadrado.

a) Genere 1 000 coordenadas x X7, . . ., X§ . Utilice la
distribucion uniforme con valor minimo de 0 y valor
méximo de 1. La distribucién uniforme genera variables
aleatorias que tienen la misma probabilidad de venir de
cualquier parte del intervalo (0, 1).

b) Genere 1 000 coordenadas y Y%, . .., Y¥ ., utilizando
nuevamente la distribucion uniforme con valor mini-
mo de 0 y valor mdximo de 1.

¢) Cada punto (X%, Y¥) se encuentra dentro del circulo si su
distancia desde el centro (0.5, 0.5) es menor a 0.5. Para ca-
da par (X*, Y*) determine si la distancia desde el centro
es menor a 0.5. Esto ultimo se puede realizar al calcular
el valor (X* — 0.5)% + Yt — 0.5)%, que es el cuadrado
de la distancia, y al determinar si es menor que 0.25.

d

~

(Cuantos de los puntos estan dentro del circulo? ;Cual
es su estimacion de 7?7 (Nota: Con sélo 1 000 puntos, es
probable que su estimacion sea inferior por 0.05 o mas.
Una simulacién con 10 000 y 100 000 puntos tiene ma-
yores probabilidades de dar como resultado una estima-
cién muy cercana al valor verdadero.

CAPITULO 4 Distribuciones cominmente usadas

7. Aplicacion a redes de computadoras moviles. Con frecuen-

cia los expertos en computaciéon modelan el movimiento de
una computadora mévil como una trayectoria aleatoria den-
tro de un rectangulo. Esto es, se elige aleatoriamente dos
puntos dentro del rectangulo y la computadora se mueve en
una linea recta desde el primer punto al segundo. En el es-
tudio de redes de computadoras mdviles, es importante co-
nocer la media de la longitud de una trayectoria (véase el
articulo “Stationary Distributions for Random Waypoint
Models”, W. Navidi y T. Camp, en IEEE, Transactions on
Mobile Computing, 2004:99-108). Es muy dificil calcular
directamente esta media, pero es sencillo estimarla con una
simulacién. Si los puntos finales de una trayectoria estdn re-
presentados por (X;, Y}) y (X,, ¥>), entonces la longitud de
la trayectoria es /(X, — X,)* + (Y, — Y;)2. La media de la
longitud se estima al generar puntos finales (X7, Y¥) y (X%,
Y#) para muchas trayectorias, calcular la longitud de cada
una, y estimar su media. Este ejercicio presenta un experi-
mento de simulacién que fue diseiado para estimar la media
de la distancia entre dos puntos seleccionados aleatoria-
mente dentro de un cuadrado de lado 1.

a) Genere 1 000 conjuntos de puntos finales (X7, Y7F) y
(X%, Y% . Utilice la distribucién uniforme con valor mi-
nimo de 0 y valor mdximo de 1 para cada coordenada en
cada punto. La distribucién uniforme genera valores que
tienen la misma probabilidad de provenir de cualquier
parte del intervalo (0, 1).

b) Calcule las longitudes de las 1 000 trayectorias L* =
VX = Xi? A+ (Y = Y

¢) Calcule la media muestral de la longitud de la trayecto-
ria L*. La media verdadera, con seis digitos significati-
vos, es 0.521405. ;Qué tan cercano estd su resultado?

d) Estime la probabilidad de que una trayectoria tenga mas
de una unidad de largo.

. Con referencia al ejemplo 4.74 (p. 289), con el fin de incre-

mentar el tiempo de vida del sistema, los ingenieros deben
decidir entre reemplazar el componente A por uno cuyo
tiempo de vida se distribuya Exp(1/2), o reemplazar el com-
ponente B con uno cuyo tiempo de vida se distribuya
Exp(1/3).

a) Genere, mediante simulacién, un gran nimero (al me-
nos 1 000) de los tiempos de vida del sistema, bajo el su-
puesto de que se reemplaza el componente A.

b) Genere, con simulacion, un gran niimero (al menos 1 000)
de los tiempos de vida del sistema, bajo el supuesto de
que se reemplaza el componente B.

c¢) Si el objetivo es maximizar la media del tiempo de vida
del sistema, ;cudl es la mejor opcién? Explique.
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d) Si el objetivo es minimizar la probabilidad de que el sis-
tema falle en un mes, ;cudl es la mejor opcion? Expli-
que.

e) Si el objetivo es minimizar al 100. percentil de los tiem-
pos de vida del sistema, ¢cudl es la mejor opcién? Ex-
plique.

. Un sistema estd compuesto por los componentes A y B co-

nectados en serie, como lo muestra la siguiente ilustracién
esquemadtica. El tiempo de vida en meses del componente A
sigue una distribucién lognormal conu = 1y o = 0.5,y la
duracién en meses del componente B tiene una distribucion
lognormal con u = 2y o = 1. El sistema sélo funcionaria
si Ay B lo hacen.

N

N (5]

L

a) Genere, por simulacion, un gran nimero (al menos 1 000)
de los tiempos de vida del sistema.

b) Estime la media del tiempo de vida del sistema.

¢) Estime la probabilidad de que el sistema falle en dos
meses.

d

~

Estime el 200. percentil de los tiempos de vida del sis-
tema.

e) Construya una grafica de probabilidad normal de los
tiempos de vida del sistema. (El tiempo de vida del sis-
tema tiene una distribucién aproximadamente normal?

f) Construya un histograma de los tiempos de vida del sis-
tema. (Estd sesgado a la izquierda, sesgado a la derecha,

o0 es aproximadamente simétrico?

Un sistema estd compuesto por dos subsistemas conectados
en serie, como lo muestra la siguiente ilustracion esquemati-
ca. Cada subsistema consiste en dos componentes conectados
en paralelo. El subsistema AB falla cuando no funcionan A
y B. El subsistema CD falla cuando lo hacen C y D. El sis-
tema falla tan pronto como alguno de los dos subsistemas
falla. Suponga que los tiempos de vida de los componentes,
en meses, tiene las siguientes distribuciones: A: Exp(1), B:
Exp(0.1), C: Exp(0.2), D: Exp(0.2).

a) Genere, mediante simulacién, un gran nimero (al me-
nos 1 000) de los tiempos de vida del sistema.

b) Estime la media del tiempo de vida del sistema.

¢) Estime la mediana del tiempo de vida del sistema.

11.

12.
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d) Estime la probabilidad de que el sistema funcione mas
de seis meses.

e) Estime el 90o. percentil de los tiempos de vida del sis-
tema.

f) Estime la probabilidad de que el susbsistema AB falle
antes que lo haga el subsistema CD.

(Continuacién del ejercicio 12 de la pagina 280.) La edad
de una antigua pieza de materia organica se puede estimar
a partir de la tasa a la que emite particulas beta como resul-
tado del decaimiento del carbono-14. Por ejemplo, si X es el
nimero de particulas emitidas durante diez minutos por un
fragmento 6seo con 10 000 afios de antigiiedad que contie-
ne 1 g de carbono, entonces X tiene una distribucién de
Poisson con media A = 45.62. Un arquedlogo descubri6 un
pequefio fragmento 9seo que contiene exactamente 1 g de
carbono. Si 7 es la edad desconocida del hueso, en afios, el ar-
quedlogo contard el nimero X de particulas emitidas en diez
minutos y calculard una edad estimada 7 con la férmula

In 15.3 — In(X/10)
0.0001210

~)
Il

El arquedlogo no lo sabe, pero el hueso tiene exactamente

10 000 anos de antigiiedad, por lo que X tiene una distribu-

cién de Poisson con A = 45.62.

a) Genere una muestra simulada de 1 000 valores de X y
sus valores correspondientes de 7.

b) Estime la media de 7.
¢) Estime la desviacion estandar de 7.

d) Estime la probabilidad de que 7 esté a 1 000 afios con

una edad real de 10 000 afios.

e) Estime la probabilidad de que 7 esté a mds de 2 000 afios
con una edad real de 10 000 afios.

Construya una grafica de probabilidad normal para 7. ;7
se distribuye aproximadamente en forma normal?

)

Se toma una muestra aleatoria de una distribucién normal
con el propédsito de estimar la media poblacional w. Puesto
que u es la mediana y la media, parece ser que tanto la me-
diana muestral m como la media muestral X son estimado-
res razonables. Este ejercicio estd disefiado para determinar
cudl de estos estimadores tiene la menor incertidumbre.

a) Genere un gran nimero de (al menos 1 000) muestras de
tamaifio cinco de una distribucién N(O, 1).

b) Calcule las medianas muestrales m¥, . . ., m¥  de las

1 000 muestras.

¢) Calcule la media m* y la desviacién estandar s,,« de

* *
my, ..., My gp0-
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d) Calcule las medias muestrales X*, . . ., X’ oo de las 1 000
muestras.
e) Calcule la media y la desviacion estandar sz« de Xt ...,

Yk
X7 000-

/) El valor verdadero de w es 0. Estime el sesgo y la incer-
tidumbre (o,,) en m. (Nota: De hecho, la mediana no tie-
ne sesgos, por lo que la estimacién del sesgo debe
aproximarse a 0.)

g) Estime el sesgo y la incertidumbre (o) en X. (Su esti-
macién del sesgo se aproxima a 0? Explique por qué.
;Su estimacién de la incertidumbre se aproxima a 1//5?
Explique por qué.

CAPITULO 4 Distribuciones cominmente usadas

muestra son 2.74, 6.41, 4.96, 1.65, 6.38, 0.19, 0.52 y 8.38.
Este ejercicio muestra como se emplea la estimacion boots-
trap para estimar el sesgo y la incertidumbre (o3) en la es-
timacién A = 1/X .

a) Calcule = 1/X para la muestra especifica.

b) Genere 1 000 muestras de estimacién bootstrap de tama-
fio ocho a partir de la distribucién Exp(A).

¢) Calcule los valores ’7\»?‘ =1/ )?’f para cada una de las 1 000
muestras bootstrap.

d) Calcule la media muestral A* y la desviacién estdndar
muestral 53+ de AT, ..., AT ooo.

e) Estime el sesgo y la incertidumbre (03) en .

13. Se toma una muestra aleatoria de tamafo ocho de una dis-
tribucién Exp(A), donde no se conoce A. Los valores de la

Ejercicios adicionales para el capitulo 4

1. Un avidn tiene 100 asientos de pasajeros. Suponga que la b) De los diez descendientes de las plantas heterozygous

probabilidad de que una persona con boleto llegue al vuelo
es de 0.90. Si la aerolinea vende 105 boletos, ;cudl es la
probabilidad de que todas las personas tengan asiento?

. El nimero de grietas grandes en un pavimento de determina-
da longitud a lo largo de una cierta calle tiene una distribu-
cién de Poisson con una media de una grieta por cada 100 m.

a) (Cual es la probabilidad de que haya exactamente ocho
grietas en una longitud de 500 m de pavimento?

b) (Cudl es la probabilidad de que no haya grietas en una
longitud de 100 m de pavimento?

¢) Sea T la distancia en metros entre dos grietas sucesivas,
(cudl es la funcién de densidad de probabilidad de 77

d

~

(Cudl es la probabilidad de que la distancia entre dos
grietas sucesivas sea de mas de 50 m?

. Unas plantas de frijoles contienen dos genes del color de la
semilla, donde cada uno puede ser Y (para semillas amari-
llas) o G (para semillas verdes). A las plantas que contienen
uno de cada tipo de gen se les llama heterozygous. De
acuerdo con la teorfa genética de Mendel, si se cruzan dos
plantas heterozygous, cada uno de sus descendientes tendra
probabilidad de 0.75 de tener semillas amarillas y 0.25 de
que sean verdes.

a) De los diez descendientes de las plantas heterozygous,
(cudl es la probabilidad de que sélo tres tengan semillas
verdes?

. Se extrae una muestra aleatoria X, .

(cudl es la probabilidad de que mas de dos tengan semi-
llas verdes?

¢) De los 100 descendientes de las plantas heterozygous,
(cudl es la probabilidad de que més de 30 tengan semi-
llas verdes?

d) De los 100 descendientes de las plantas heterozygous,
(cudl es la probabilidad que entre, e incluyendo a, 30 y
35, tengan semillas verdes?

e) De los 100 descendientes de las plantas heterozygous,
(cual es la probabilidad de que menos de 80 tengan se-
millas amarillas?

.., X,, de una pobla-
cién, y las cantidades In X, . . ., In X|, se incluyen en una
grafica de probabilidad normal. Los puntos siguen casi una
linea recta. Verdadero o falso:

a) Xy, ..., X, provienen de una poblacion que es aproxi-
madamente lognormal.

b) Xi, ..., X, provienen de una poblacion que es aproxi-
madamente normal.

¢) InX,,...,InX, provienen de una poblacion que es apro-
ximadamente lognormal.

d) InX,,...,InX, provienen de una poblacion que es apro-
ximadamente normal.

. La agencia de proteccién ambiental (EPA, por sus siglas en

inglés) ha contratado a una compaiifa para que dé segui-



miento a la calidad del agua de diversos lagos en su distri-
to. Se emplean diez dispositivos. Suponga que cada uno tie-
ne una probabilidad de 0.01 de fallar durante el transcurso
del periodo de seguimiento.

a) (Cudl es la probabilidad de que no falle ninguno de es-
tos dispositivos?

b) (Cudl es la probabilidad de que fallen dos o mds dispo-
sitivos?

c) Si la EPA requiere que la probabilidad de que ninguno
de estos dispositivos falle sea de al menos 0.95, ;cual es
la probabilidad de falla individual mas grande que pue-
de permitirse?

. En el articulo “Occurrence and Distribution of Ammonium

in Iowa Groundwater” (K. Schilling, en Water Environment
Research, 2002:177-188), se midieron las concentraciones
de amoniaco (en mg/l) de gran nimero de pozos en lowa.
La media de la concentracion fue de 0.71, la mediana fue de
0.22 y la desviacién estandar de 1.09. ;Seria posible deter-
minar si estas concentraciones tienen una distribucién apro-
ximadamente normal? Si es asi, diga si éstas se distribuyen
normalmente, y explique cémo lo sabe. Si no, describa la
informacion adicional que necesitaria para determinar si se
distribuyen normalmente.

. El medicamento utilizado para tratar cierta condicion se ad-
ministra mediante una inyeccién. La dosis objetivo en una
aplicacion particular es w. Debido a las variaciones de la jerin-
ga, en la escala de lectura, y en la mezcla de la suspension
del fluido, la dosis realmente administrada se distribuye con
media p y varianza o,

a) (Cudl es la probabilidad de que la dosis administrada di-
fiera de la media w por menos de o?

b) Si X representa la dosis administrada, encuentre el valor
de z de tal forma que P(X < u < zo) = 0.90.

¢) Silamediade la dosis es de 10 mg, la varianza es de 2.6
mg’ y una sobredosis clinica se define como una dosis
mayor a 15 mg, ;cudl es la probabilidad de que un pa-
ciente reciba una sobredosis?

. Usted tiene una caja grande de resistores cuyas resistencias
se distribuyen normalmente con media de 10 Q y desvia-
cién estandar de 1 Q.

a) ;Qué proporcion de los resistores tienen resistencias en-
tre 9.3y 10.7 Q?

b) Si usted extrae una muestra de 100 resistores, ;cual es la
probabilidad de que 50 o mds de ellos tengan resisten-
cias entre 9.3 y 10.7 Q?

10.

11.

12.
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¢) (Cuantos resistores debe extraer de la muestra de tal for-
ma que la probabilidad sea de 0.99 de que 50 o mds de
los resistores de la muestra tengan resistencias entre 9.3
y 10.7 Q?

La holgura de las valvulas de entrada de unos motores nue-
vos de cierto tipo se distribuye normalmente con media 200
um y desviacion estandar 10 wm.

a) Cudl es la probabilidad de que la holgura sea mayor a
215 pm?

b) Cudl es la probabilidad de que la holgura esté entre 180
y 205 pwm?

¢) Un motor tiene seis valvulas de entrada. ;Cual es la pro-
babilidad de que sélo dos de ellas tengan holguras ma-
yores a 215 um?

La rigidez de cierto tipo de viga de acero utilizada en la
construccion de edificios tiene media de 30 kN/mm y des-
viacién estandar de 2 kIN/mm.

a) (Es posible calcular la probabilidad de que la rigidez de
una viga seleccionada aleatoriamente sea mayor que 32
kN/mm? Si es asi, calcule la probabilidad. Si no, expli-
que por qué.

b) En una muestra de 100 vigas, ;seria posible calcular la
probabilidad de que la rigidez media muestral de vigas
sea mayor a 30.2 kN/mm? Si es asi, calcule la probabi-
lidad. Si no, explique por qué.

En cierto proceso, la probabilidad de producir un montaje
de mayor tamaifio es de 0.05.

a) En una muestra de 300 montajes elegidos aleatoriamen-
te, ;cudl es la probabilidad de que menos de 20 tengan
un tamafo mayor?

b) En una muestra de diez montajes elegidos aleatoriamen-
te, ;cudl es la probabilidad de que uno o mas de ellos
tengan tamafio mayor?

¢) (A qué valor debe reducirse la probabilidad de un mon-
taje de mayor tamafo para que sélo 1% de la poblacion
de 300 montajes tengan 20 o mas con mayor tamafio?

Un proceso de producir placas de vidrio deja en promedio
tres burbujas pequefias por cada 10 m* de vidrio. El nime-
ro de burbujas en una lamina de vidrio sigue una distribu-
cién de Poisson.

a) Cual es la probabilidad de que una pieza de vidrio de
3 X 5 m contendra mas de dos burbujas?

b) ;Cual es la probabilidad de que una pieza de vidrio de
4 X 6 m no tendrd ninguna burbuja?
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13.

14.

15.

16.

17.

¢) (Cudl es la probabilidad de que 50 piezas de vidrio, ca-
da una de 3 x 6 m contendrd mds de 300 burbujas?

Células de levadura se encuentran suspendidas en un medio
liquido. Se toma de la suspensién una muestra de 2 mL. Se
cuentan 56 células de levadura.

a) Estime la concentracion de células de levadura por mL
de suspension y determine la incertidumbre.

b) (Qué volumen de la suspension debe extraerse para re-
ducir la incertidumbre a una célula por mL?

Una placa estd sujeta a su asiento utilizando diez pernos. Se
revisa cada perno antes de la instalacién y la probabilidad
de pasar la inspeccion es de 0.9. Sélo se instalan los pernos
que pasan la inspeccion. Sea X el nimero de pernos que son
revisados para sujetar una placa.

a) Determine P(X = 12).
b) Determine py.

c) Determine oy.

Los espesores de cufias se distribuyen normalmente con una
media de 1.5 mm y una desviacion estandar de 0.2 mm. Se
apilan tres cuiflas, una sobre otra.

a) Determine la probabilidad de que una pila tenga un es-
pesor de mds de 5 mm.

b) Determine el 800. percentil del espesor de la pila.

¢) (Cudl es el nimero minimo de cufias que se debe apilar
para que la probabilidad de que la pila tenga un espesor
mayor a 5 mm sea de al menos 0.99?

El tiempo de vida de un microprocesador se distribuye ex-
ponencialmente con una media de 3 000 horas.

a) (Qué proporcion de microprocesadores fallard dentro de
3 000 horas?

b) (Qué proporcion de microprocesadores funcionard du-
rante mas de 6 000 horas?

¢) Se instala un microprocesador al lado de otro que ha
funcionado durante 1 000 horas. Suponga que los dos
microprocesadores funcionan de manera independiente.
(Cudl es la probabilidad de que uno nuevo falle antes
que el viejo?

La duracién de un cojinete (en afios) sigue una distribucion
de Weibull con pardmetros o« = 1.5y = 0.8.

a) (Cudl es la probabilidad de que un cojinete dure mas de
un afo?

18.

19.

20.

21.

22,
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b) ;Cudl es la probabilidad de que un cojinete dure menos
de dos afios?

El tiempo para hacer un cambio de aceite en cierta tienda se
distribuye normalmente con media de 29.5 minutos y des-
viacién estandar de tres minutos. ;Cudl es la probabilidad
de que un mecanico pueda realizar 16 cambios de aceite en
una jornada de ocho horas al dia?

Un topdgrafo estimara la altura de un acantilado al realizar
n mediciones independientes y promedidndolas. Cada me-
dicién no estd sesgada y tiene una desviacion estandar o =
1 m. ;Cuéntas mediciones se debe hacer para que la proba-
bilidad sea de 0.95 de que el promedio esté a = 0.25 del va-
lor verdadero?

Se revisa que las latas de aluminio recibidas por una com-
paiifa de bebidas satisfagan las especificaciones de resisten-
cia. De un envio muy grande, se selecciona aleatoriamente
y se prueba 100. El envio serd rechazado si 12 latas o mds no
pasan la prueba. Suponga que 20% de las latas del envio
no satisface la especificacion. ;Cudl es la probabilidad de
que se rechace el envio?

Un productor de cereales afirma que el peso bruto (inclu-
yendo el empaque) de una caja de cereal etiquetada con pe-
so de 12 onzas tiene media de 12.2 onzas y desviacion
estandar de 0.1 onzas. Usted junta 75 cajas y las pesa todas
juntas. Sea S el peso total de las 75 cajas de cereal.

a) Sila afirmacion es cierta, ;a qué es igual P(S = 914.8)?

b) Con base en la respuesta al inciso (a), si la afirmacion es
cierta, ;914.8 onzas es un peso total inusualmente pe-
queifio para una muestra de 75 cajas?

c¢) Si el peso total de las cajas fuera de 914.8 onzas, jesta-
ria usted convencido de que la afirmacion es falsa? Ex-
plique.

d

e) Con base en la respuesta al inciso (d), si la afirmacién es
cierta, (910.3 onzas es un peso total inusualmente pe-
quefio para una muestra de 75 cajas?

~

Si la afirmacion es cierta, ja qué es igual P(S =< 910.3)?

)

Si el peso total de las cajas fuera de 910.3 onzas, ;esta-
ria usted convencido de que la afirmacién es falsa? Ex-
plique.

Una persona afirma que el nimero de visitas a su sitio web
tiene una distribucién de Poisson con media de 20 por ho-
ra. Sea X el nimero de visitas en cinco horas.

a) Si la afirmacion es cierta, ja qué es igual P(X =< 95)?
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b)

c)

d
e)

~

Con base en la respuesta al inciso a), si la afirmacion es
cierta, (95 visitas durante un periodo de cinco horas es
una cifra inusualmente pequefia?

Si usted observé 95 visitas en un periodo de cinco ho-
ras, jesto seria una evidencia de que la afirmacion es fal-
sa? Explique.

Si la afirmacion es cierta, ¢a qué es igual P(X = 65)?

Con base en la respuesta al inciso d), si la afirmacion es
cierta, ;65 visitas durante un periodo de cinco horas es
una cifra inusualmente pequena?

Si usted observé 65 visitas en un periodo de cinco ho-
ras, jesto seria una evidencia de que la afirmacion es fal-
sa? Explique.

X ~ Geom(p). Sea s = 0 un entero.

a)

b)

c)

Demuestre que P(X > s) = (1 — p)’. (Sugerencia: La
probabilidad de que se necesite mds de s experimentos
para obtener el primer éxito es igual a la probabilidad de
que todos los primeros s experimentos resulten en fraca-
S0.)

Sea t = 0 un entero. Demuestre que P(X > s + t|X >
s) = P(X > 1). A esto tltimo se le denomina propiedad
de falta de memoria. [Sugerencia: P(X > s + ty X > s)
=PX>s+1).]

Existe dos monedas, de uno y cinco centavos, respecti-
vamente. Se lanza al aire tres veces la primera moneda
y todas las veces sale “cruz”’. Enseguida, ambas mone-
das se lanzan al aire dos veces, de tal forma que la mo-
neda de un centavo se lance un total de cinco veces y la
de cinco centavos dos. Utilice la propiedad de falta de
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memoria para calcular la probabilidad condicional de
que en los cinco lanzamientos de la moneda de un cen-
tavo salga “cruz”, en virtud de que en los primeros tres
lanzamientos sali6 “cruz”. Después, calcule la probabi-
lidad de que en los dos lanzamientos de la moneda de
cinco centavos salga “cruz”. ;Las dos probabilidades
son iguales?

. Sea X ~ Bin(n, p).

a) Demuestre que si x es un entero positivo entre, e inclu-

yendo a, 1 y n, entonces

P(X =x) _ n—x+1 p
PX=x—-1 X 1—p

b) Demuestre que si X ~ Bin(n, p), el valor mas probable

de X es el entero mds grande, menor o igual a np + p.
[Sugerencia: Utilice el inciso a) para demostrar que
PX=x)=PX=x—1)siysolosix =np + p.]

. Sea X ~ Poisson(]).

a) Demuestre que si x es un entero positivo, entonces

P(X =x) A

PX=x—-1 x

b) Demuestre que si X ~ Poisson()), el valor mds probable

de X es el entero mds grande, menor o igual a A. [Suge-
rencia: Utilice el inciso (a) para demostrar que P(X = x)
=PX=x—1)siysblosix =2A]
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En el capitulo 4 se analizaron estimaciones de diferentes pardmetros; por ejemplo, p repre-
senta la estimacién de una probabilidad de éxito p, y X lo es de una media poblacional .
Ambas son llamadas estimaciones puntuales, porque son sélo nimeros, o puntos. Un hecho
importante de las estimaciones puntuales es que casi nunca son exactamente iguales a los va-
lores reales que estan estimando.

Difieren casi siempre, a veces por poco y otras por mucho. Con la finalidad de que una
estimacion sea titil, se necesita describir qué tan alejada esta del valor verdadero. Una mane-
ra de lograr esto ultimo es reportar una estimacion de la desviacién estdndar, o de la incerti-
dumbre. En este capitulo se mostrard que cuando la estimacién tiene una distribucién normal,
se puede obtener mds informacién acerca de su precision cuando se calcula un intervalo de
confianza. El siguiente ejemplo presenta la idea bdésica.

Suponga que se hace gran nimero de mediciones independientes, todas mediante el mis-
mo procedimiento, del didmetro de un pistén. La media muestral de las mediciones es 14.0 cm,
y la incertidumbre en esta cantidad, que representa la desviacidn estdndar de la media mues-
tral, es 0.1 cm. Suponga que las mediciones no estdn sesgadas. El valor 14.0 proviene de una
distribucién normal, ya que es el promedio de un importante nimero de mediciones. Ahora el
didmetro verdadero del pistén no serd exactamente igual a la media muestral de 14.0 cm. Sin
embargo, dado que ésta proviene de una distribucién normal, se puede utilizar dicha desvia-
cién estandar para determinar qué tan cerca estd probablemente del didmetro verdadero. Por
ejemplo, es muy improbable que la media muestral sea diferente del didmetro verdadero en
mds de tres desviaciones estandares. Por tanto, se tiene una enorme confianza de que el didme-
tro verdadero esté en el intervalo (13.7, 14.3). Por otro lado, es muy probable que la media
muestral difiera del valor verdadero en mds de una desviacién estandar. Por tanto, se tiene que
existe poca certeza de que el didmetro verdadero se encuentre en dicha cercania (13.9, 14.1).

Los intervalos (13.7, 14.3) y (13.9, 14.1) son intervalos de confianza para el didmetro
verdadero del pistén. En este capitulo se verd cdmo calcular una medida cuantitativa del ni-
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vel de la confianza que se puede tener en estos intervalos, asi como en otros que se pueda
construir. Especificamente, los resultados de la seccién 5.1 mostrardn que se puede tener una
confianza de 99.7% de que el didmetro verdadero del pistén se encuentre en el intervalo
(13.7, 14.3), pero sélo certeza de 68% de que ese valor verdadero lo esté en (13.9, 14.1).

5.1 Intervalos de confianza para la media poblacional
con muestras grandes

Se comienza con un ejemplo. Un ingeniero que supervisa el control de calidad quiere calcu-
lar la media del peso de cajas que se han llenado con cereal por una maquina especifica du-
rante cierto dfa. Toma una muestra aleatoria de 100 cajas que se han llenado con esa maquina
en ese dfa. Calcula que la media muestral del peso de llenado es de X = 12.05 oz y la desvia-
cién estdndar s = 0.1 oz.

Debido a que la media poblacional no serd exactamente igual a la media muestral de
12.05, es mejor construir un intervalo de confianza alrededor de 12.05 que quiza contenga a
aquélla. Después se puede cuantificar el nivel de confianza de que la media poblacional esté
realmente contenida por el intervalo. Con el propésito de ver cémo construir un intervalo de
confianza en este ejemplo, sea u la media poblacional desconocida y o la varianza respecti-
va. Sean X, . . ., Xjqo los 100 pesos del llenado de las cajas muestreadas. El valor observado
de la media muestral es X = 12.05. Ya que X es la media de una muestra grande, el teorema
del limite central especifica que proviene de una distribuciéon normal cuya media es u y cuya
desviacion estdndar es oy = o/ V100.

La figura 5.1 presenta una curva normal, que representa la distribucién de X. Aqui se
indica que 95% intermedio de la curva se extiende una distancia 1.96 ok a cada lado de la
media poblacional. El valor observado X = 12.05 constituye una sola muestra de esta distri-
bucién. No se tiene manera alguna de saber de qué parte de la curva fue extraido este valor
especial de X. La figura 5.1 presenta una posibilidad: que la media muestral esté dentro del

1

un— 1.960% I X u+ 1960y
| |
I I

X — 1.960% X + 1.960%

FIGURA 5.1 La media muestral X se extrae de una distribucién normal con media u y
desviacion estdndar oy = o//n. Para esta muestra en particular, X proviene de 95% in-
termedio de la distribucién, por lo que el intervalo de confianza 95% X +1.960% contie-
ne con seguridad la media poblacional w.
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95% intermedio de la distribucién. Noventa y cinco por ciento de todas las muestras que se
podia haber tomado estan dentro de esta categoria. La recta horizontal debajo de la curva en
la figura 5.1 significa un intervalo alrededor de X que tiene exactamente la misma longitud de la
parte central de 95% de la distribucion; es decir, el intervalo X *+ 1.96 oy. Este intervalo de
confianza es de 95% para la media poblacional u. Es obvio que aquél contiene la media po-
blacional pu.

Por otra parte, la figura 5.2 representa una muestra cuya media X estd fuera de 95% in-
termedio de la curva. Sélo 5% de todas las muestras se encuentra en dicha categoria. Para es-
tas muestras m4s inusuales el intervalo de confianza de 95% X + 1.96 o% no contiene la
media poblacional w.

95%
|
X p-—19%0y m u+ 1.960%
[ I |
X — 1.960% X + 1.960%

FIGURA 5.2 La media muestral X viene de una distribucién normal con media u y des-
viacién estdndar o3 = o/ /n. Para esta muestra en particular, X proviene de 5% exterior
de 1a distribucién, por lo que el intervalo de confianza de 95% X *+ 1.96 o no contiene la
media poblacional w.

Ahora se calculard un intervalo de confianza de 95% X *+ 1.96 oy para la media del pe-
so de llenado. El valor de X es 12.05. La desviacién estdndar poblacional ¢ y, por tanto, oy
= ¢/+/100 son desconocidos. Sin embargo, en este ejemplo, debido a que el tamafio muestral
es grande, se podria aproximar o con la desviacién estdndar muestral s = 0.1. Por tanto, se
calcula al intervalo de confianza de 95% para la media del peso de llenado w como 12.05 =
(1.96)(0.01), 0 (12.0304, 12.0696). Se puede decir que hay 95% de confianza, o un nivel de
confianza de 95%; que la media del peso de llenado esté entre 12.0304 y 12.0696.

(Este intervalo de confianza de 95% realmente contiene la media poblacional w? Esto
ultimo depende de si esta muestra en particular ocurri6 en otra cuya media proviene de 95%
intermedio de la distribucion, o si era una muestra cuya media era inusualmente grande o pe-
quea, en el 5% exterior de la distribucién. No hay ninguna manera de saber con seguridad
en qué categoria estd contenida esa muestra particular. Pero imagine que el ingeniero repitié
este procedimiento todos los dias, extrayendo una muestra grande y calculando el intervalo
de confianza de 95% X *+ 1.96 ox. A la larga, 95% de las muestras que extrae tendrdn medias
en el 95% intermedio de la distribucidn, por lo que en tal porcentaje de los intervalos de con-
fianza que el ingeniero calcula estard contenida la media poblacional. En otras palabras, un
intervalo de confianza de 95% se calcula mediante un procedimiento que con seguridad con-
tiene a la media poblacional 95% de las veces.
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Es posible utilizar este mismo razonamiento para calcular intervalos de confianza con
diferentes niveles. Por ejemplo, se puede construir un intervalo de confianza de 68%, como
se muestra a continuacion. Se sabe que 68% intermedio de la curva normal corresponde al in-
tervalo que se extiende una distancia 1.0 ok a cualquier lado de la media poblacional w. Por
consecuencia, un intervalo del mismo largo alrededor de X, especificamente X = oy, conten-
dra la media poblacional en 68% de las muestras que se pudiera extraer. Por tanto, un inter-
valo de confianza de 68% para la media del peso de llenado de las cajas es 12.05 =
(1.0)(0.01), o (12.04, 12.06).

Observe que el intervalo de confianza de 95% es mds ancho que el de 68%. Esto es in-
tuitivamente creible. Con el fin de aumentar la confianza que se tiene de contener a la verda-
dera media poblacional, se debe hacer mds ancho al intervalo, que proporcionar un margen
mds ancho de error. Tomando dos casos extremos, se tiene una confianza de 100% de que la
verdadera media poblacional estd en un intervalo infinitamente ancho (-eo, o), y una confian-
za de 0% de que la verdadera media poblacional esté en el intervalo de ancho cero [12.05,
12.05] que contenga a la media muestral y no a otro punto.

A continuacion se mostrard cémo encontrar un intervalo de confianza con cualquier ni-
vel de confianza deseado. Sea o un nimero entre 0 y 1, y 100(1 — @)% el nivel de confian-
za requerido. La figura 5.3 muestra la curva normal que representa la distribucién de X. Se
define a z,;, como el puntaje z que corta un drea de 0/2 en la cola del lado derecho. Por ejem-
plo, la tabla z (tabla A.2) indica que z,5 = 1.96, ya que 2.5% del 4rea bajo la curva normal
estandarizada estd a la derecha de 1.96. De manera similar, la cantidad —z,,, corta un area de
a/2 en la cola del lado izquierdo. El drea 1 — « intermedia bajo la curva corresponde al in-
tervalo u * z,,0%. Como consecuencia del razonamiento que se muestra en las figuras 5.1 y
5.2, el intervalo X * z,,0 contendrd a la media poblacional u para una proporcién 1 — o
de todas las muestras que se pudieran extraer. Por tanto, un intervalo de confianza de nivel
100(1 — )% para w es X * z,,0%, 0 X * zop0/\n.

a2 1l -« af2

B~ Zyp0x w Kt Zyp0x

FIGURA 5.3 La media muestral X se extrae de una distribucién normal con media u y
desviacion estdndar oy = o/4/n. La cantidad z,, constituye el puntaje z que corta un drea
de 0/2 en la cola del lado derecho. Asimismo, —z,, representa el que corta un drea de /2
la cola del lado izquierdo. El intervalo X * z,,0% contendrd la media poblacional y para
una proporcién 1 — o de todas las muestras que se pudiera extraer. Por tanto, X * z,,0%
significa un intervalo de confianza de nivel 100(1 — )% para u.

Nétese que aun para muestras grandes, la distribucién de X es s6lo aproximadamente
normal, y no exactamente normal. Por tanto, los niveles establecidos para los intervalos de
confianza son aproximados. Cuando el tamafio muestral es lo suficientemente grande para
que se utilice el teorema del limite central, la distincion entre los niveles aproximados y exac-
tos se ignora en la préctica.
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Sea X;, . . ., X, una muestra aleatoria grande (n > 30) de una poblacién con media w y
desviacién estandar o, por lo que X es aproximadamente normal. Entonces un interva-
lo de confianza 100(1 — )% para u es

)_( + ZopnOx (51)

donde oz = o/\/n. Cuando el valor de o es desconocido, se puede sustituir por la des-
viacién estandar muestral s.

En particular,

B X+ % es intervalo de confianza de 68% para w.
n

- s
m Xt 1.645—” es intervalo de confianza de 90% para p.

Jn

- s
[ ] X £1.96—= es intervalo de confianza de 95% para p.

Jn

B X+ 2.58% es intervalo de confianza de 99% para w.
n
S

Jn

B X43 es intervalo de confianza de 99.7% para p.

La media y desviacidn estdndar muestrales para todos los pesos de llenado de las 100 cajas
son X = 12.05 y s = 0.1. Encuentre un intervalo de confianza de 85% para la media de los
pesos de llenado de las cajas.

Solucion

Con el propdsito de determinar un intervalo de confianza de 85%, haga 1 — o = 0.85 para
obtener oo = 0.15 y /2 = 0.075. Cuando se busca en la tabla a 745, €l puntaje z que corta
7.5% del 4rea en la cola del lado derecho. Se encuentra zy;5 = 1.44. Se aproxima oy = s/\n
= 0.01. Por lo que el intervalo de confianza de 85% es 12.05 = (1.44)(0.01). Esto dltimo se
puede escribir como 12.05 £ 0.0144, o como (12.0356, 12.0644).

El articulo “Study on the Life Distribution of Microdrills” (Z. Yang, Y. Chen y Y. Yang, en
Journal of Engineering Manufacture, 2002:301-305) notifica que en una muestra de 50 mi-
croperforadoras, éstas perforan una aleacién de acero con bajo contenido de carbono, el tiem-
po de vida promedio (expresado como el niimero de huecos perforados antes de que falle) era
de 12.68 con desviacion estdndar de 6.83. Determine un intervalo de confianza de 95% para
la media del tiempo de vida de las microperforadoras bajo estas condiciones.
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Solucién
Primero se traslada el problema al lenguaje estadistico. Se tiene una muestra aleatoria simple
X, . .., X50 de los tiempos de vida. La media y desviacion estandar muestrales son X = 12.68

y s = 6.83. La media poblacional es desconocida y se denota por w.

El intervalo de confianza tiene la forma X + z,,0%, como se especifica en la expresién
(5.1). Dado que se quiere un intervalo de confianza de 95%, el nivel respectivo 1 — ¢ es igual
a 0.95. Por lo que o = 0.05 y 2o = zp5 = 1.96. Se aproxima o con s = 6.83 y se obtiene
ox =~ 6.83/,50 = 0.9659. Por lo que el intervalo de confianza de 95% es 12.68 *
(1.96)(0.9659). Lo anterior se puede escribir como 12.68 * 1.89, o como (10.79, 14.57).

El siguiente resultado de computadora (de MINITAB) presenta el intervalo de confian-
za de 95% calculado en el ejemplo 5.2.

One-Sample 7
The assumed standard deviation = 6.830000

N Mean SE Mean 95% CI
50 12.680000 0.965908 (10.786821, 14.573179)

La mayor parte del resultado se explica solo. La cantidad etiquetada con “SE Mean” repre-
senta la desviacion estandar de la media muestral ox, aproximada por s/\n. (“SE Mean” es-
tablece el error estindar de la media, que es otro término para la desviacién estdndar de la
media muestral.)

En el ejemplo 5.2 determine un intervalo de confianza de 80 por ciento.

Solucion

Para determinar un intervalo de confianza de 80%, haga 1 — o = 0.80 para obtener o = 0.20.
Después busque en la tabla para z,,, el puntaje z que corta 10% del drea en la cola del lado
derecho. El valor es z;, = 1.28. Por lo que el intervalo de confianza de 80% es 12.68 *=
(1.28)(0.9659). Este se puede escribir como 12.68 £ 1.24, o bien (11.44, 13.92).

Se ha visto cémo calcular un intervalo de confianza con un nivel de confianza especifi-
co. Es posible calcular el nivel de un intervalo de confianza dado. El ejemplo 5.4 ilustra el
método apropiado.

Con base en los datos del tiempo de vida de las microperforadoras que se presento en el ejem-
plo 5.2, un ingeniero notifica un intervalo de confianza de (11.09, 14.27), pero olvidé especi-
ficar el nivel. ;Cudl es el nivel de confianza de este intervalo de confianza?

Solucion
El intervalo de confianza tiene la forma X * z,,s/\n. Se despeja a z,,, y después se consulta
la tabla z para determinar el valor de ¢. Ahora X = 12.68, s = 6.83 y n = 50. El limite supe-
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rior de confianza de 14.27 satisface la ecuacién 14.27 = 12.68 + zw2(6.83/\;“%). Por tanto,
Zap = 1.646. De la tabla z se determina que /2, el drea a la derecha de 1.646, es aproxima-
damente 0.05. El nivel es 100(1 — &)%, o 90 por ciento.

Mas acerca de niveles de confianza

El nivel de confianza de un intervalo mide la confiabilidad del método utilizado para calcular
el intervalo. Un intervalo de confianza de un nivel 100(1 — )% se calcula mediante un mé-
todo que a la larga dard como resultado que la media poblacional se sitie en una proporcién
1 — atodas las veces que se utilice. En la practica, cuando se calcula un intervalo de confian-
za, se debe decidir qué nivel de confianza se utilizard. Esta decisién implica un intercambio,
porque los intervalos con niveles de confianza mds grandes son menos precisos. Por ejemplo,
un intervalo de confianza de 68% especifica la media poblacional dentro de = 1.00x, mien-
tras que un intervalo de confianza de 95% especifica a éste solamente dentro de = 1.9607;
por tanto, tiene sélo casi la mitad de la precision del intervalo de confianza de 68%. La figu-
ra 5.4 ilustra el intercambio entre confianza y precisién. Se extrajeron cien muestras de una
poblacién con media . La figura 5.4b presenta cien intervalos de confianza de 95%, cada uno
basado en una de estas muestras. Los intervalos de confianza son todos diferentes, porque ca-
da muestra tiene una media X diferente. (También tienen valores diferentes de s con los que
se aproxima a o, pero esto tltimo tiene un efecto mucho muy pequefio.) Cerca de 95% de es-
tos intervalos contiene la media poblacional . La figura 5.4a presenta intervalos de confian-
za de 68% basados en las mismas muestras. Estos intervalos son mds precisos (mas angostos),
pero muchos de ellos no contienen la media poblacional. La figura 5.4c¢ presenta intervalos de
confianza de 99.7%. Estos intervalos son muy confiables. A la larga, solamente tres de los 1 000
intervalos no contendrdn la media poblacional. Sin embargo, son menos precisos (mds an-
chos); por tanto, no transmiten mucha informacién.

El nivel de confianza mds utilizado en la practica es de 95%. Para muchas aplicaciones,
este nivel proporciona un buen compromiso entre precision y confiabilidad. Los niveles de
confianza inferiores a 90% rara vez se utilizan. Para algunas aplicaciones de aseguramiento
de calidad, donde la confiabilidad de producto es importante, se utilizan intervalos con nive-
les de confianza muy altos, de 99.7 por ciento.

Probabilidad contra confianza

En el ejemplo del peso de llenado analizado al inicio de esta seccidn, se calcul6 un intervalo
de confianza de 95% para la media poblacional u de (12.304, 12.696). Es arriesgado decir
que la probabilidad es de 95% y que w estd entre 12.304 y 12.696. Sin embargo, esto tltimo
no es correcto. El término probabilidad se refiere a los eventos aleatorios que pueden resul-
tar diferentes cuando se repiten los experimentos. Los nimeros 12.304 y 12.696 son fijos, no
aleatorios. La media poblacional es también fija. La media del peso de llenado estd ya sea en
el intervalo de 12.304 a 12.696, o no lo estd. No hay aleatoriedad implicada. Por tanto, se di-
ce que se tiene confianza de 95% (no una probabilidad) que la media poblacional esté en tal
intervalo.

Por otra parte, se dice que se estd analizando un método utilizado para calcular un in-
tervalo de confianza de 95%. El método dard como resultado que la media poblacional esté
95% de las veces, y no el otro 5%. En este caso, si la media poblacional estd contenida o no
es un evento aleatorio, porque puede variar entre experimentos. Por tanto, es correcto decir



5.1 Intervalos de confianza para la media poblacional con muestras grandes 307

& =
s =
=

) 9]

FIGURA 5.4 q) Cien intervalos de confianza de 68% para una media poblacional, cada uno calculado con una muestra di-
ferente. Aunque precisos, no contienen a la media poblacional 32% de las veces. Esta alta tasa de fallas hace que el inter-
valo de confianza de 68% sea inaceptable para propdsitos practicos. b) Cien intervalos de confianza de 95% calculado de
estas muestras. Este presenta un buen compromiso entre precisién y confiabilidad para muchos propésitos. ¢) Cien interva-
los de confianza de 99.7% calculado de estas muestras. Estos intervalos no contienen a la media poblacional solamente tres
veces en 1 000. Son sumamente confiables, pero poco precisos.

que un método para calcular un intervalo de confianza de 95% tiene esa probabilidad de con-
tener a la media poblacional.

E Jjemplo

Un intervalo de confianza de 90% para la media del didmetro (en cm) de varillas de acero fa-
bricadas en cierta maquina de extrusion se calcula de (14.73, 14.91). Verdadero o falso: La
probabilidad de que la media del didmetro de las varillas fabricadas por este proceso esté en-
tre 14.73 y 14.91 es de 90 por ciento.
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Solucién

Falso. Un intervalo especifico de confianza estd dado. La media estd o no en el intervalo. Hay
confianza de 90% de que la media poblacional esté entre 14.73 y 14.91. El término probabi-
lidad no es adecuado.

Una ingeniera planea calcular un intervalo de confianza de 90% para la media del didmetro
de varillas de acero. Medir4 los didmetros de una muestra grande de varillas, calculard X y s,
y después el intervalo X *+ 1.645s/,n. Verdadero o falso: La probabilidad de que la media del
didmetro estard en este intervalo es de 90 por ciento.

Solucién

Verdadero. Lo que se describe aqui es un método para calcular un intervalo de confianza, mas
que un valor numérico especifico. Es correcto decir que un método para calcular un interva-
lo de confianza de 90% tiene probabilidad de 90% de contener la media poblacional.

Un equipo de ge6logos planea medir los pesos de 250 rocas. Después de pesar cada roca mu-
chas veces, calculard un intervalo de confianza de 95% para su peso. Suponga que no hay ses-
go en el procedimiento de pesado. ;Cudl es la probabilidad de que mas de 240 de los
intervalos de confianza contengan los pesos verdaderos de las rocas?

Solucidén

Aqui se han analizado 250 implementaciones planeadas de un método de cdlculo de interva-
los de confianza, no 250 intervalos especificos que ya han sido calculados. Por tanto, es ade-
cuado calcular la probabilidad de que un nimero especifico de estos intervalos contendra los
pesos verdaderos de sus rocas respectivas. Debido a que el procedimiento de pesado no tiene
sesgos, el peso verdadero de una roca es igual a la media poblacional de sus mediciones. Se
puede pensar en cada uno de los 250 intervalos de confianza como un ensayo de Bernoulli,
con el éxito ocurriendo si el intervalo de confianza contiene la media poblacional. Como con-
secuencia de que un intervalo de confianza de 95% se calcula con un proceso que contiene la
media poblacional 95% de las veces, la probabilidad de éxito para cada ensayo es de 0.95. Sea
Y el nimero de intervalos de confianza que contiene al peso verdadero. Entonces Y ~
Bin(250, 0.95) = N(237.5, 11.875). La desviacién estandar de Yes 0 = +/11.875 = 3.45.
Con el uso de la curva normal, la probabilidad de que Y > 240 es 0.1922. Véase la figura 5.5.
Observe que se ha utilizado la correccién de continuidad (véase la seccién 4.10).

Determinacion del tamafio muestral necesario

para un intervalo de confianza de ancho especifico

En el ejemplo 5.2, un intervalo de confianza de 95% fue dado por 12.68 = 1.89, o (10.79,
14.57). Este especifica que la media est4 dentro de =1.89. Ahora suponga que es demasiado
ancho para ser util. Suponga que es deseable obtener un intervalo de confianza de 95% que
especifique que la media esté dentro de =0.50. Con este propdsito se debe aumentar el tama-
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flo muestral. Se ilustra cémo calcular el tamafio necesario para obtener un intervalo de con-
fianza de cualquier ancho especifico.

0.1922

|
2375 2405
z=0.87

FIGURA 5.5 Solucién al ejemplo 5.7.

Se sigue de la expresion (5.1) que el ancho de un intervalo de confianza para una me-
dia poblacional basado en una muestra de tamafio n extraida de una poblacién con desviacién
estandar o es = z,,0/\n. Si se especifica el nivel de confianza 100(1 — )% se puede bus-
car el valor z,,. Si la desviacién estindar o poblacional también se especifica, se calculara el
valor de n necesario para producir un ancho especifico. En el ejemplo 5.2, el nivel de confianza
es de 95% y la desviacion estandar se calcula de 6.83. Se busca z,, = 75 = 1.96. El tama-
flo muestral necesario para obtener un intervalo de confianza de 95% con ancho *£0.50 se en-
cuentra al despejar n de la ecuacién (1.96)(6.83)/n = 0.50. Se obtiene n = 716.83, que se
redondea hacia arriba a n = 717.

En el ejemplo del peso de llenado que se analizd en esta seccion, la desviacion estdndar mues-
tral de pesos de las 100 cajas era de s = 0.1 oz. ;Cudntas cajas se probardn para obtener un
intervalo de confianza de 99% de ancho = 0.012 oz?

Soluciéon

El nivel es 99%, por lo que 1 — o = 0.99. Por tanto, ¢ = 0.01 y z,,, = 2.58. Se calcula el
valor de o con s = 0.1. El tamafio muestral necesario se encuentra con (2.58)(0.1)/n =
0.012. Se obtiene n = 463.

Intervalos de confianza de un lado

Los intervalos de confianza que se han analizado son de dos lados, ya que especifican tanto
un limite inferior como otro superior. Ocasionalmente se tiene interés sélo en uno de estos li-
mites. En estos casos son adecuados los intervalos de confianza de un lado. Por ejemplo, su-
ponga que un ingeniero que supervisa la confiabilidad quiere calcular la media de la fuerza
de compresién de cierto tipo de bloque de concreto, con el propdsito de determinar los tipos de
aplicaciones para los que serd adecuado. El ingeniero estar4 interesado solamente en un limi-
te inferior para la fuerza, ya que las especificaciones para diferentes aplicaciones en general
especificardn sélo una fuerza minima.

Suponga que una muestra grande tiene una media muestral X y desviacién estdndar oy.
La figura 5.6 muestra como se puede adaptar la idea detrds del intervalo de confianza de dos
lados para obtener un intervalo de confianza de un lado para la media poblacional . La cur-
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va normal representa la distribucién de X. Para 95% de todas las muestras que se pueden ex-
traer, X < u + 1.6450% y, por tanto, el intervalo (X — 1.6450, o) contiene a . Este dlti-
mo no contendrd a w sélo si la media muestral estd en el 5% superior de su distribucién. El
intervalo (X — 1.6450%, =) es un intervalo de confianza de un lado de 95% desigual para pu,
y la cantidad X — 1.6450% es un limite inferior de confianza del 95% para .

= &
|

|

w X p+1.6450%
||

I I

X - 1.6450%

FIGURA 5.6 La media muestral X es extraida de una distribucién normal con media u y
desviaci6n estdndar oy = o/|n. Para esta muestra en particular, X proviene de 95% mads
bajo de la distribucién, por lo que el intervalo de confianza de un lado de 95% (X —
1.64507%, =) seguramente contiene a la media poblacional u.

Al construir una figura, como la 5.6, con 5% de la cola inferior sombreada, se puede
ver que la cantidad X + 1.6450% es el limite superior de confianza de 95% superior para u.
Ahora se generalizard el método para obtener intervalos de confianza de un lado a cualquier
nivel deseado. Se define z, como el puntaje z que corta un drea ¢ en la cola de la derecha de
la curva normal. Por ejemplo, z o5 = 1.645. Mediante el razonamiento que se utilizé para ob-
tener un intervalo de confianza de 95%, se pueden apreciar un nivel 100(1 — )% con limite
inferior de confianza para u dado por X — z,0% y un nivel 1 — ¢ con limite superior de con-
fianza para w dado por X + z,0%.

Sea X, . . ., X,, una muestra aleatoria grande (n > 30) de una poblacién con media w y
desviacién estdndar o, se tiene que X es aproximadamente normal. Entonces el nivel
de confianza 100(1 — &)% con limite inferior de confianza para w es

X — z,0% (5.2)
y un nivel 100(1 — )% con limite de confianza superior para u es

X + z,0% (5.3)

donde oy = o/|n. Cuando el valor de o es desconocido, se puede sustituir por la des-
viacion estandar muestral s.
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En particular,

B X+128 representa un limite superior de confianza de 90% para w.

N
Jn
N

Jn

B X +1.645 constituye un limite superior de confianza de 95% para .

B X+4+233 significa un limite superior de confianza de 99% para w.

Jn

Los correspondientes limites inferiores se encuentran al reemplazar el “+” con el “—".

Con referencia al ejemplo 5.2, encuentre tanto un limite inferior de confianza de 95% como
uno superior de 99% para la media del tiempo de vida de las microperforadoras.

Solucién

La media muestral y la desviacién estdndar son X = 12.68 y s = 6.83, respectivamente. El
tamafio muestral es n = 50. Se calcula ox = s/\n = 0.9659. El limite inferior de confianza
de 95% es X — 1.6450x = 11.09 y el de 99% es X + 2.330x = 14.93.

En el ejemplo 5.2, el intervalo de confianza de 95% de dos lados se calcul6 de (10.79,
14.57). El limite inferior de confianza de 95% de 11.09, calculado en el ejemplo 5.9, es mas
grande que el limite inferior del intervalo de confianza de dos lados. La razén de esto dltimo
consiste en que el intervalo de dos lados puede fallar en dos maneras: el valor de p podria ser
demasiado alto o demasiado bajo. El intervalo de confianza de 95% de dos lados esta disefia-
do para fallar 2.5% de las veces en el lado superior y 2.5% en el inferior. En contraparte, el
limite inferior de confianza de 95% nunca falla sobre el lado superior. Este est, por tanto, di-
sefiado para fallar 5% de las veces en el lado inferior, por lo que su limite inferior es mayor
que para el intervalo de dos lados.

Intervalos de confianza que deben
estar basados en muestras aleatorias

Los métodos descritos en esta seccién requieren que los datos sean una muestra aleatoria de
una poblacién. Cuando se utiliza para otras muestras, los resultados podrian ser no significa-
tivos. Los siguientes son dos ejemplos en los que se incumple la suposicién de muestreo alea-
torio.

Un ingeniero quimico desea calcular la media de la produccién de un nuevo proceso. El pro-
ceso estd operando 100 veces durante un periodo de varios dias. La figura 5.7 presenta las 100
producciones graficadas en funcidn del tiempo. ;Seria adecuado calcular un intervalo de con-
fianza para la media de la produccién mediante el célculo de X y s para las producciones y
después utilizar la expresion (5.1)?
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Produccién

Tiempo

FIGURA 5.7 Produccién de 100 operaciones de un proceso quimico, graficadas en fun-
cién del tiempo. Hay un patrén claro que indica que los datos no forman una muestra alea-
toria.

Solucion

No. La expresion (5.1) es valida sélo cuando los datos son una muestra aleatoria de una po-
blacién. La figura 5.7 muestra un patrén ciclico. Este podria indicar que la produccién de cada
operacion estd influida por la produccién de la operacién previa, lo que violaria la suposicién
de independencia. Otra posibilidad es que la produccién esté influida por condiciones am-
bientales que fluctdan en forma regular. En cualesquiera de los dos casos, los datos no satis-
facen las condiciones de una muestra aleatoria y no se debe utilizar la expresion (5.1).

El ingeniero de quien se habl6 en el ejemplo 5.10 esta investigando la produccién de otro pro-
ceso. La figura 5.8 presenta las producciones de 100 operaciones de éste, graficadas en fun-
cién del tiempo. ;Se debe utilizar la expresion (5.1) para calcular un intervalo de confianza
para la media de la produccién de este proceso?

Produccion

Tiempo

FIGURA 5.8 Produccién de 100 operaciones de un proceso quimico, graficadas en fun-
cién del tiempo. Hay tendencia creciente con el tiempo, al menos en la parte inicial de la
grifica, lo que indica que los datos no forman una muestra aleatoria.
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Solucién

No. Como en el ejemplo 5.10, hay un patrén en el tiempo. En este caso, las producciones tien-
den a aumentar con el tiempo, al menos en la parte inicial de la grafica. Esto ultimo podria
indicar un “efecto de aprendizaje”; conforme un operador se hace mas experimentado respec-
to de un proceso, los resultados mejoran. Un andlisis mas minucioso de los datos podria indi-
car un momento donde el aumento parece parar y, en tal caso, la parte que tiene éxito se utiliza
para formar un intervalo de confianza.

Ejercicios para la seccion 5.1

1. Determine el valor de z,, para utilizar la expresién (5.1) d) (Aproximadamente cudntas ubicaciones se deben mues-

con el fin de construir un intervalo de confianza con nivel

a) 90%
b) 83%
) 99.5%
d) 75%

. Determine los niveles de los intervalos de confianza que tie-
nen los siguientes valores de z,,:

a) Zgp = 1.96
) 2o = 2.17
) Zgn = 1.28
d) z4np = 3.28

. Conforme se eleva el nivel de confianza, la confiabilidad
y la precisién . Opciones: aumenta,
disminuye.

. Los métodos de interpolacion se utilizan para calcular altu-
ras superiores al nivel del mar para ubicaciones donde las
mediciones directas no estdn disponibles. En el articulo
“Transformation of Ellipsoid Heights to Local Leveling
Heights” (M. Yanalak y O. Baykal, en Journal of Surveying
Engineering, 2001:90-103), se evaliia un método de interpo-
lacién para un polinomio de segundo orden que tiene como
objetivo calcular las alturas de mediciones GPS (sistema de
posicionamiento global). En una muestra de 74 ubicacio-
nes, los errores del método tienen promedio de 3.8 cm, con
desviacion estandar de 4.8 cm.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la me-
dia del error de este método.

b) Determine un intervalo de confianza de 98% para la me-
dia del error de dicho método.

¢) Un topdgrafo afirma que el error de media estd entre 3.2
y 4.4 cm. ;Con qué nivel de confianza se puede hacer
esta afirmacion?

trear con el propdsito de que un intervalo de confianza
de 95% especificard la media dentro de £0.7 cm?

e) (Aproximadamente cudntas ubicaciones se debe mues-
trear con el propdsito de que un intervalo de confianza
de 98% especificara la media dentro de =0.7 cm?

. En una muestra aleatoria de 100 baterias producidas por

cierto método, el promedio del tiempo de vida fue de 150
horas y la desviacién estdndar de 25 horas.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la me-
dia del tiempo de vida de las baterias producidas por es-
te método.

b) Determine un intervalo de confianza de 99% para la me-
dia del tiempo de vida de baterias producidas por dicho
método.

¢) Uningeniero afirma que la media del tiempo de vida es-
téd entre 147 y 153 horas. {Con qué nivel de confianza se
puede hacer esta afirmacion?

d) ;Aproximadamente cudntas baterias se deben muestrear
con el propdsito de que un intervalo de confianza de
95% especificara la media dentro de =2 horas?

e) (Aproximadamente cudntas baterias se deben muestrear
con el fin de que un intervalo de confianza de 99% es-
pecificard la media dentro de =2 horas?

. En una muestra aleatoria de 53 especimenes de concreto, la

media de la porosidad (en %) fue de 21.6 y la desviacion es-
tandar de 3.2.

a) Determine un intervalo de confianza de 90% para la me-
dia de la porosidad de los especimenes de este tipo de
concreto.

b) Determine un intervalo de confianza de 95% para la me-
dia de la porosidad de los especimenes de este tipo de
concreto.

¢) (Cudl es el nivel de confianza del intervalo (21.0, 22.2)?
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d) ;Cuantos especimenes se deben muestrear con el propo-
sito de que un intervalo de confianza de 90% especifi-
que la media dentro +0.3?

e) (Cudntos especimenes se deben muestrear con el prop6-
sito de que un intervalo de confianza de 95% especifi-
que la media dentro +0.3?

. En una muestra de 80 clavos con costo de diez centavos, el
peso promedio era 1.56 gy la desviacion estdndar era de 0.1
gramos.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la me-
dia del peso de este tipo de clavo.

b) Determine un intervalo de confianza de 98% para la me-
dia del peso de este tipo de clavo.

¢) (Cudl es el nivel de confianza del intervalo (1.54, 1.58)?

d) ;Cuantos clavos se deben muestrear con el propdsito de
que un intervalo de confianza de 95% especifique la me-
dia dentro de £0.01 g?

e) (Aproximadamente cudntos clavos se deben muestrear
con el fin de que un intervalo de confianza de 98% es-
pecifique la media dentro de £0.01 g?

. Una etapa en la fabricacién de cierta abrazadera de metal
implica perforar cuatro huecos. En una muestra de 150
abrazaderas, el promedio del tiempo necesario para comple-
tar dicha etapa era de 72 segundos y la desviacion estandar
de 10 segundos.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la me-
dia del tiempo necesario para completar tal etapa.

b) Determine un intervalo de confianza de 99.5% para la
media del tiempo necesario para completar esta etapa.

¢) (Cudl es el nivel de confianza del intervalo (71, 73)?
d

~

(Cuantas abrazaderas se deben muestrear con el prop6-
sito de que un intervalo de confianza de 95% especifi-
que la media dentro de *1.5 segundos?

e) (Cudntas abrazaderas se deben muestrear con el objeti-
vo de que un intervalo de confianza 99.5% especifique
la media dentro de *1.5 segundos?

. Un proveedor vende fibras sintéticas a una compaiifa de ma-
nufactura. Se selecciona una muestra aleatoria simple de 81
fibras de un envio. El promedio de la fuerza de ruptura de
éstas es de 29 1b y la desviacion estandar de 9 Ib.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la me-
dia de la fuerza de ruptura de todas las fibras del envio.

b) Determine un intervalo de confianza de 99% para la me-
dia de la fuerza de ruptura de todas las fibras del envio.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

¢) (Cuadl es el nivel de confianza del intervalo (27.5, 30.5)?

d) ;Cuantas fibras se deben muestrear con el propdsito de
que un intervalo de confianza de 95% especifique la me-
dia dentro de *£1 Ib?

e) (Cuantas fibras se deben muestrear con el propésito de
que un intervalo de confianza de 99% especifique la me-
dia dentro de =1 Ib?

Con referencia al ejercicio 5.

a) Determine un limite inferior de confianza de 95% para
la media del tiempo de vida de tal tipo de bateria.

b) Un ingeniero afirma que la media del tiempo de vida es
mayor de 148 horas. ;Con qué nivel de confianza se
puede hacer esta afirmacion?

Con referencia al ejercicio 6.

a) Determine un limite superior de confianza de 99% para
la media de la porosidad.

b) Se hizo una afirmacién de que la media de la porosidad
es menor que 22.7%. ;Con qué nivel de confianza se pu-
do haber hecho tal afirmacién?

Con referencia al ejercicio 7.

a) Encuentre un limite superior de confianza de 90% para
la media del peso.

b) Alguien dice que la media del peso es menor que 1.585
g. (Con qué nivel de confianza se pudo haber hecho di-
cha afirmacién?

Con referencia al ejercicio 8.

a) Determine un limite inferior de confianza de 98% para
completar la etapa.

b) Un especialista en eficiencia dice que la media del tiem-
po es mayor de 70 segundos. ;Con qué nivel de confian-
za se pudo haber hecho esta afirmacién?

Con referencia al ejercicio 9.

a) Determine un limite superior de confianza de 95% para
la media de la fuerza de ruptura.

b) El proveedor afirma que la media de la fuerza de ruptu-
ra es mayor que 28 lb. ;Con qué nivel de confianza se
pudo haber hecho tal afirmacién?

Una investigadora calcula un intervalo de confianza de 95%
para una media poblacional con base en una muestra de ta-
mafio 70. ;Si desea calcular un intervalo de confianza de
95% que sea la mitad de ancho, ;qué tamafio muestral ne-
cesita?



16.

17.

18.

19.

5.2

Un intervalo de confianza de 95% para una media poblacio-
nal se calcula de una muestra de tamaifio 50. Se calculard
otro intervalo de confianza de 95% para una muestra de ta-
mailo 200, extraida de la misma poblacién. Elija la mejor
respuesta que complete el espacio en blanco: El intervalo de
una muestra de tamafio 50 serd aproximadamente

del intervalo de la muestra de tamaio 200.

i) Un octavo de ancho.
i) Un cuarto de ancho.
iii) La mitad de ancho.

iv) El mismo ancho.

v) Dos veces de ancho.
vi) Cuatro veces de ancho.

vii)Ocho veces de ancho.

Con base en pruebas de comportamiento de una gran mues-
tra de uniones soldadas, se calcul6 un intervalo de confian-
za de 90% para la media de la dureza Rockwell B de cierto
tipo de soldadura de (83.2, 84.1). Determine un intervalo de
confianza de 95% para la media de la dureza Rockwell B de
este tipo de soldadura.

Se hicieron 64 mediciones independientes de la velocidad
de Ia luz. Con un promedio de 299 795 km/s y tenian una
desviacién estdndar de 8 km/s. Verdadero o falso:

a) Un intervalo de confianza de 95% para la velocidad de
la luz es 299 795 * 1.96 km/s.

b) La probabilidad es de 95% de que la velocidad de la luz
esté en el intervalo 299 795 * 1.96.

¢) Si se hace la medicién 65, la probabilidad es de 95% de
que estuviera en el intervalo 299 795 = 1.96.

Una caja grande contiene 10 000 cojinetes de bola. Se elige
una muestra aleatoria de 120. La media muestral del didme-

5.2

20.

21.

22.
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tro es 10 mm y la desviacion estandar es 0.24 mm. Verda-
dero o falso:

a) Unintervalo de confianza de 95% para la media del dia-
metro de los 120 cojinetes en la muestra es 0 *
(1.96)(0.24)/,120.

b) Un intervalo de confianza de 95% para la media del dia-
metro de los 10 000 cojinetes en la caja es 10 *
(1.96)(0.24)/,120.

¢) Unintervalo de confianza de 95% para la media del dia-
metro de los 10 000 cojinetes en la caja diez es 10 =
(1.96)(0.24)/,/10 000.

Todos los dias un ingeniero de control de calidad seleccio-
na una muestra aleatoria de 100 pernos de la produccién del
dia, mide sus longitudes y calcula un intervalo de confianza
de 95% para la media de la longitud de todos los pernos fa-
bricados ese dia. ;Cual es la probabilidad de que mds de 15
de los intervalos de confianza construidos en los siguientes
250 dias no contendran la media verdadera?

Con base en una muestra de registros de reparacién, un in-
geniero calcula el intervalo de confianza de 95% para la
media del costo de reparar un componente de fibra 6ptica de
($140, $160). Un supervisor resume este resultado en un in-
forme, diciendo: “Se tiene una confianza de 95% de que la
media del costo de las reparaciones es menor que $160”.
(El supervisor estd subestimando la confianza, sobreesti-
mandola u obteniéndola de manera correcta? Explique.

Un meteordlogo mide la temperatura en el centro de la ciu-
dad de Denver a mediodfa todos los dfas durante un afio.
Las 365 lecturas tienen un promedio de 57°F y una desvia-
ci6n estandar de 20°F . El meteordlogo calcula un intervalo
de confianza de 95% para la media de la temperatura a me-
diodia de 57° = (1.96)(20)/\5%. (Es esto correcto? ;Por
qué si o por qué no?

Intervalos de confianza para proporciones

Los métodos de la seccion 5.1, en particular la expresion (5.1), se pueden utilizar con el fin
de determinar los intervalos de confianza para la media de cualquier poblacién de la cual se
ha extraido una muestra grande. Cuando la poblacién tiene una distribucién de Bernoulli, es-
ta expresion toma una forma especial. Se muestra esto dltimo con un ejemplo.

En el ejemplo 5.2 (de la seccién 5.1), se construy6 un intervalo de confianza para la me-
dia del tiempo de vida de una microperforadora cuando perforaba una aleacién de acero con
bajo contenido de carbono. Ahora suponga que se ha establecido una especificacién de que
una perforadora debe tener un tiempo de vida minimo de diez huecos perforados antes de fa-
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llar. Se prueba una muestra de 144 microperforadoras, y 120, 83.3%, satisfacen la especifica-
cién. Sea p la proporcién de microperforadoras en la poblacién que satisface la especificacion.
Se desea encontrar un intervalo de confianza de 95% para p.

Se empieza construyendo un estimador de p. Sea X el nimero de perforadoras en la
muestra que satisface la especificacion. Entonces X ~ Bin(n, p), donde n = 144 es el tama-
fio muestral. El estimador de p es p = X/n. En este ejemplo, X = 120, por lo que p = 120/144
= 0.833. La incertidumbre, o desviacién estéandar de p, es 05 = +/p(1 — p)/n. Puesto que el
tamafio muestral es grande, se tiene por el teorema del limite central (ecuacién 4.52 de la sec-

ci6én 4.10) que
N p(—-p)
i (5, 20=0))

El razonamiento que se ilustra en las figuras 5.1 y 5.2 (de la seccién 5.1) muestra que en 95%
de todas las muestras posibles, la proporcién poblacional p satisface la siguiente desigualdad:

- -
§—1.96\/¥ <p< ﬁ+1.96\/¥ (5.4)

A primera vista, la expresion (5.4) parece un intervalo de confianza de 95% para p. Sin
embargo, los limites p £ 1.96,/p(1 — p)/n contienen una p desconocida, y por eso no se
puede calcular. El punto de vista tradicional es sustituir p con p, obtener el intervalo de con-
fianza p £ 1.964/p(1 — p)/n. Investigaciones recientes muestran que ese intervalo se pue-
de mejorar modificando ligeramente tanto a n como a p. En especifico, se debe sumar 4 al
ndmero de los ensayos y 2 al de los éxitos. Asi que en lugar de n se utilizan = n + 4, y en
lugar de p se usap = (X + 2)/7. Un intervalo de confianza de 95% para p es asi dado por
p £ 1.964/p(1 — p)/n. En este ejemplo, n = 148 y p = 122/148 = 0.8243, por eso el in-
tervalo de confianza de 95% es 0.8243 = 0.0613, o (0.763, 0.886).

Se justifica lo anterior con base en el teorema del limite central, que requiere que n sea
grande. Sin embargo, este método de calculo de intervalos de confianza es adecuado para
cualquier tamafio n de muestra. Cuando se utiliza con muestras pequefias, podria ocurrir que
el limite inferior sea menor a 0 o que el superior a 1. Dado que 0 < p < 1, un limite inferior
menor que 0 se debe sustituir con 0, y un limite superior mayor que 1 se debe sustituir con 1.

Sea X el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad
de éxito p, por lo que X ~ Bin(n, p).

~ - X422 . .
Se definen = n + 4y p = ——. Entonces un nivel 100(1 — )% de un interva-
n

lo de confianza para p es
~ p(l—p
Pt 2y L2 (5.5)
n

Si el limite inferior es menor que 0, se reemplaza éste con 0. Si el superior es mayor
que 1, se remplaza éste con 1.
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El intervalo de confianza dado por la expresion (5.5) algunas veces es llamado interva-
lo de Agresti-Coull, en honor a Alan Agresti y Brent Coull, quienes lo desarrollaron. Para ma-
yor informacién consulte “Approximate Is Better Than ‘Exact’ for Interval Estimation of
Binomial Proportions” (A. Agresti y B. Coull, en The American Statistician, 1998:119-126).

Los métodos de interpolacion se usan para calcular las alturas sobre el nivel del mar para ubi-
caciones donde las mediciones directas no estdn disponibles. En el articulo “Transformation
of Ellipsoid Heights to Local Leveling Heights” (M. Yanalak y O. Baykal, en Journal of Sur-
veying Engineering, 2001:90-103), se evalia un método de promedio ponderado de interpo-
lacién para calcular las alturas de mediciones GPS. El método se establecid para interpretar
errores “‘grandes” (errores cuya magnitud estdn por encima de umbral cominmente aceptado)
en 26 de 74 ubicaciones de prueba. Determine un intervalo de confianza de 90% para la pro-
porcion de ubicaciones en las que este método tendrd errores grandes.

Solucion

El niimero de éxitos es X = 26 y el de ensayos n = 74. Por tanto, se calculan = 74 + 4 =
78,p = (26 + 2)/78 = 0.3590,y \/p(1 — p)/n = /(0.3590)(0.6410)/78 = 0.0543. Para
un intervalo de confianza de 90%, el valor de o/2 es 0.05, por lo que z,, = 1.645. El inter-
valo de confianza de 90% es, por tanto, 0.3590 = (1.645)(0.0543), o (0.270, 0.448).

Los intervalos de confianza de un lado se pueden calcular también para proporciones.
Son andlogos a los intervalos de un lado para una media poblacional (ecuaciones 5.2 y 5.3 de
la seccidn 5.1). Los niveles para los intervalos de confianza de un lado son s6lo aproximacio-
nes burdas para muestras pequefias.

Sea X el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad
p de éxito, por lo que X ~ Bin(n, p).

~ ~ X+2 . .
Se definen =n +4y p = —=—. Entonces un nivel 100(1 — )% de un limite
n
inferior de confianza para p es

bz @ (5.6)

y nivel 100(1 — 0)% de un limite superior de confianza para p es

ﬁ+za\/7p(1ﬁ_m 5.7)

Si el limite inferior es menor que 0, se reemplaza con 0. Si el superior es mayor que 1,
se reemplaza con 1.




318

E jemplo

CAPITULO 5 Intervalos de confianza

El ejemplo 5.13 muestra como calcular el tamafio muestral necesario para un intervalo
de confianza que tenga un ancho especifico cuando se conoce un valor preliminar de p.

En el ejemplo 5.12, ;qué tamafio muestral se necesita para obtener un intervalo de confianza
de 95% con ancho *0.08?

Solucién

Un intervalo de confianza de 95% tiene un ancho £1.96+/p(1 — p)/n, donde 77 = n + 4. Por
tanto, se determina el tamafio muestral 7 con la ecuacién 1.96 \/ p(1—p)/(n+4) =0.08. De
los datos del ejemplo 5.12, p = 0.3590. Al sustituir este valor para p y despejando a n, se ob-
tiene n = 135.

A veces se puede desear calcular un tamafio muestral sin tener disponible un estimador
p confiable. La cantidad p (1 — p), que determina el ancho del intervalo de confianza, se ma-
ximiza por p = 0.5. Debido a que el ancho es el mds grande cuando p (1 — p) es mayor, se
puede calcular un estimador de tamafio muestral conservador con p = 0.5 y prosiguiendo co-
mo en el ejemplo 5.13.

En el ejemplo 5.12, ;qué tamafio muestral es necesario para garantizar que el ancho del inter-
valo de confianza de 95% no serd mayor que * 0.08, si no se ha tomado alguna muestra pre-
liminar?

Solucion

Un intervalo de confianza de 95% tiene un ancho +1.96+/p(1 — p)/(n + 4). El intervalo de
confianza mds ancho posible, para una muestra de tamafio n, es £1.96,/(0.5)(1 — 0.5)/(n + 4),
o £0.98/+/n + 4. Al despejar a n de la ecuacién 0.98/+/n + 4 = 0.08, se obtiene n = 147.
Observe que este cdlculo es un poco mds grande que el que se obtuvo en el ejemplo 5.13.

El método tradicional

El método que se ha descrito se ha desarrollado recientemente (aunque se cred para simplifi-
car un método mucho mas antiguo). Muchas personas todavia usan un método mds tradicio-
nal. Este utiliza el tamafio muestral n real en lugar de 7 y la proporcién real p en lugar de p.
Aunque este método todavia es usado, falla para lograr la probabilidad de cobertura estable-
cida, incluso para algunos valores bastante grandes de n. Esto significa que intervalos de con-
fianza 100(1 — )% que se calculan con los métodos tradicionales contendran la proporcién
verdadera menos del 100(1 — a)% de las veces. El método tradicional no puede ser usado pa-
ra todas las muestras pequefas; una regla practica respecto del tamafio muestral es que tanto
np (el nimero de éxitos) como n(1 — p) (el nimero de fracasos) deben ser mayores que 10.

Debido a que el método tradicional todavia es muy usado, lo resumimos en el siguien-
te cuadro. Para tamafios muestrales muy grandes, los resultados del método tradicional son
casi idénticos a los obtenidos con el método moderno. Para tamafios muestrales pequefios o
medianamente grandes, el punto de vista moderno es mejor.
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nivel 100(1 — )% para p es

éxitos y diez fracasos.

El método tradicional para calcular intervalos de confianza para una pro-
porcion (ampliamente usado pero no recomendado)

Sea p la proporcién de éxitos en un gran nimero n de ensayos de Bernoulli indepen-
dientes con probabilidad de éxito p. Entonces el intervalo de confianza tradicional de

. Ip(1—p
D Ezap pa=pr " P) (5.8)

El método no se puede utilizar a menos que la muestra contenga un minimo de diez

Ejercicios para la secciéon 5.2

1. Las concentraciones de contaminantes atmosféricos, como

monoxido de carbono (CO), se pueden medir con un espec-
trémetro. En una prueba de calibracion, se hicieron 50 me-
diciones de una muestra de gas del laboratorio que se sabia
tenfa una concentraciéon de CO de 70 partes por millén
(ppm). Se considera que una medicién es satisfactoria si es-
td dentro de 5 ppm de la concentracién verdadera. De las 50
mediciones, 37 fueron satisfactorias.

a) ;Qué proporcion de mediciones de la muestra fue satis-
factoria?

b) Determine un intervalo de confianza de 95% para la pro-
porcién de mediciones hechas por este instrumento que
seran satisfactorias.

¢) (Cuantas mediciones se debe tomar para especificar la
proporcién de mediciones satisfactorias dentro de
*0.10 con una confianza de 95%?

d) Determine un intervalo de confianza de 99% para la pro-
porcién de mediciones hechas por este instrumento que
serd satisfactorio.

e) (Cuantas mediciones se debe tomar para especificar la
proporcién de mediciones satisfactorias dentro de
+0.10 con una confianza de 99%?

. En cierto dfa, se fabricé gran nimero de fusibles, cada uno
tasado a 15 A. Al extraer una muestra de 75 de la produc-
cién del dia, se encontré que 17 de ellos tenian amperajes
de quemado mayores de 15 A.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la pro-
porcién de fusibles fabricada ese dia, cuyo amperaje de
quemado es mayor que 15 A.

b) Determine un intervalo de confianza de 98% para la pro-
porcién de fusibles fabricados ese dia, cuyo amperaje de
quemado es mayor que 15 A.

¢) Determine el tamafio muestral necesario para que un in-
tervalo de confianza de 95% especifique la proporcion
dentro de £0.05.

Determine el tamafio muestral necesario para que un in-
tervalo de confianza de 98% especifique la proporcién
dentro de *=0.05.

e) Si se calcula un intervalo de confianza de 95% a diario
durante 200 dias, ;cudl es la probabilidad de que mds de
192 intervalos de confianza contengan las proporciones
verdaderas?

d

~

. Un fabricante de refresco compra latas de aluminio de un

distribuidor externo. Se selecciona una muestra aleatoria de
70 latas de un envio grande, se prueba la resistencia de ca-
da una aplicando una carga creciente en los lados de la lata
hasta que se perfora. De las 70 latas, 52 satisfacen la espe-
cificacién para la resistencia de perforacién.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la pro-
porcidn de latas que satisface la especificacién en el envio.

b) Determine un intervalo de confianza de 90% para la pro-
porcién de latas que satisface la especificacién en el envio.

¢) Determine el tamafio muestral necesario para que un in-
tervalo de confianza de 95% especifique la proporcién
dentro de *£0.05.

d) Determine el tamafio de la muestra necesario para que
un intervalo de confianza de 90% especifique la propor-
cion dentro de +0.05.
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¢) Si un intervalo de confianza de 90% se calcula a diario
durante 300 dias, ;cudl es la probabilidad de que mds de
280 intervalos de confianza contengan las proporciones
verdaderas?

. Con referencia al ejercicio 1, encuentre un limite inferior de
confianza de 95% para la proporcion de medidas satisfacto-
rias.

. Con referencia al ejercicio 2, encuentre un limite superior
de confianza de 98% para la proporcion de fusibles con am-
perajes de quemado mayores de 15 A.

. Con referencia al ejercicio 3, encuentre un limite inferior de
confianza de 99% para la proporcion de latas que satisface
la especificacion.

. Se prueba una muestra aleatoria de 400 componentes elec-
trénicos fabricados por cierto proceso y se encuentra que 30
estan defectuosos.

a) Sea p la proporcién de componentes fabricados con es-
te proceso que estan defectuosos. Determine un interva-
lo de confianza de 95% para p.

b) (Cudntos componentes se deben muestrear con el pro-
pésito de que el intervalo de confianza de 95% especifi-
que la proporcion defectuosa dentro de +0.02?

c) (Dificil) La compaiifa envia los componentes en lotes de
200. Los lotes que contienen mds de 20 componentes
defectuosos pueden ser regresados. Determine un inter-
valo de confianza de 95% para la proporcion de lotes
que serdn regresados.

. Con referencia al ejercicio 7, se fabricard un dispositivo en
el cual se conectardn en serie dos de los componentes del
ejercicio 7. Los componentes funcionan de manera inde-
pendiente, el dispositivo funcionara sélo si ambos compo-
nentes funcionan. Sea ¢ la probabilidad de que un
dispositivo funcione. Determine un intervalo de confianza
de 95% para q. (Sugerencia: exprese g en funcioén de p, y
después utilice el resultado del ejercicio 7a.)

. El articulo “Leachate from Land Disposed Residential
Construction Waste” (W. Weber, Y. Jang y cols., en Journal
of Environmental Engineering, 2002:237-245) presenta un
estudio de la contaminacidn en basureros que contienen de-
sechos de construccion y desperdicio de demolicion. De un
sitio de prueba se tomaron muestras de lixiviado. De cada
42 muestras, 26 contienen niveles detectables de plomo, 41
de arsénico y 32 de cromo.

10.

11.

a) Encuentre un intervalo de confianza de 90% para la pro-
babilidad de que una muestra contendra un nivel detec-
table de plomo.

b) Determine un intervalo de confianza de 95% para la pro-
babilidad de que una muestra contenga un nivel detecta-
ble de arsénico.

¢) Determine un intervalo de confianza de 99% para la pro-
babilidad de que una muestra contenga un nivel detecta-
ble de cromo.

Los aceros inoxidables pueden ser susceptibles al agrieta-
miento de corrosion por tension bajo ciertas condiciones.
Un ingeniero especializado en materiales estd interesado en
determinar la proporcion de fallas de aleaciones de acero
que son atribuibles al agrietamiento de corrosién por ten-
sién.

a) En ausencia de datos preliminares, ;de qué tamafio de-
be ser una muestra para asegurar que el intervalo de con-
fianza de 95% especificard la proporcion dentro de
+0.05?

b) En una muestra de 100 fallas, 20 eran ocasionadas por
el agrietamiento de corrosion por tension. Encuentre un
intervalo de confianza de 95% para la proporcion de fa-
llas ocasionadas por el agrietamiento de corrosiéon por
tension.

¢) Con base en los datos del inciso (b), calcule el tamafio
muestral necesario con el propésito de que el intervalo
de confianza de 95% especificard la proporcion dentro de
+0.05.

Para que los proyectos de remediacion ecolgica muy impor-
tantes sean exitosos, deben tener apoyo publico. El articulo
“Modelling the Non-Market Environmental Costs and Be-
nefits of Biodiversity Using Contingent Value Data” (D.
Macmillan, E. Duff y D. Elston, en Environmental and Re-
source Economics, 2001:391-410) notifica los resultados de
una encuesta en que a votantes escoceses se les pregunté si
estarian dispuestos a pagar impuestos adicionales con la fi-
nalidad de restaurar el bosque Affric. De los 189 que respon-
dieron, 61 decian que si apoyarian esa medida.

a) Suponiendo que los 189 votantes que respondieron,
constituyen una muestra aleatoria, determine un interva-
lo de confianza de 90% para la proporcién de votantes
que estarfan dispuestos a pagar para restaurar el bosque
Affric.

b) ;Cuantos votantes se deben muestrear para especificar la
proporcién dentro de =0.03 con una confianza de 90%?

¢) Se planea realizar otra encuesta en la cual se les pregun-
tard a los votantes si estarfan dispuestos a pagar con la
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finalidad de restaurar el bosque Strathspey. En este mo-  12. Un analista del mercado de valores observa que, en cierto

mento, no hay alguna estimacién disponible. Determine afio, el precio de cada accién de la IBM aument6 en 131 de
un célculo conservador del tamafio muestral necesario los 252 dias bursatiles. ;Con estos datos se puede encontrar
con el propdsito de que la proporcion estard especifica- un intervalo de confianza de 95% para la proporcion de dias
da dentro de =0.03 con una confianza de 90 por ciento. en que la accién de IBM se incrementa? Explique.

5.3 Intervalos de confianza para la media poblacional
con muestras pequenas

Los métodos descritos en la seccién 5.1 con el fin de calcular intervalos de confianza para la
media de una poblacién requieren que el tamafio muestral sea grande. Cuando éste es peque-
fio, no hay ningtin buen método general para encontrar intervalos de confianza. Sin embargo,
cuando la poblacion es aproximadamente normal, se puede utilizar una distribucién de pro-
babilidad denominada ¢ de Student para calcular los intervalos de confianza para una media
poblacional. En esta seccion se describe dicha distribucién y se muestra cémo utilizarla.

Distribucion t de Student

Si X es la media de una muestra grande de tamafio n de una poblacién con media . y varian-
za o, entonces el teorema del limite central especifica que X ~ N(u, o*/n). La cantidad
X — wl(al Jn) tiene una distribucién normal con media O y varianza 1. Ademds, la desvia-
cién estdndar muestral s estard cerca de la desviacion estdndar o poblacional. Por esta razén
la cantidad (X — w)/(s/\n) es aproximadamente normal con media 0 y varianza 1, por lo que
se pueden buscar las probabilidades relacionadas con esta cantidad en la tabla normal est4n-
dar (tabla z). Esto ultimo permite que se calcule intervalos de confianza para diferentes nive-
les para la media poblacional .

. Qué se puede hacer si X es la media de una muestra pequefia? Si éste es pequefio, s
podria no estar cercano a o, y X puede no ser aproximadamente normal. Si no se sabe nada
acerca de la poblacién de la que la muestra pequefia fue extraida, entonces no hay ningtin mé-
todo fécil para calcular intervalos de confianza. Sin embargo, si la poblacién es aproximada-
mente normal, X lo serd incluso cuando el tamafio muestral sea pequefio. Lo anterior propicia
que atn se puede utilizar la cantidad (X — w)/(s/{n), pero debido a que s no estd necesaria-
mente cercana a o, esta cantidad no tendra una distribucién normal. En su lugar, tiene la dis-
tribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, que se denota por ¢, _ ;. El nimero de
grados de libertad para la distribucién ¢ es uno menos que el tamafio muestral.

La distribucion ¢ de Student fue descubierta en 1908 por William Sealy Gossett, un es-
tadistico que trabajo en la cervecera Guinness, en Dublin, Irlanda. La direccién de Guinness
considerd que el descubrimiento era informacién privada y prohibi6 a Gossett que lo publi-
cara. Aun asi, €l lo publicd, usando el seudénimo “Estudiante”. Gossett habia hecho ya esto
antes; véase la seccién 4.3.
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Sea X, . . ., X, una muestra pequeria (por ejemplo n < 30) de una poblacién normal
con media . Entonces la cantidad

X—u
s//n
tiene una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, denotada por 7, _ ;.

Cuando n es grande, la distribucién de la cantidad (X — w)/(s/ Jn) es muy cercana
a la curva normal, de esta forma la curva normal puede usarse en lugar de la ¢ de Stu-
dent.

La funcién de densidad de probabilidad de la distribucién 7 de Student es diferente pa-
ra distintos grados de libertad. La figura 5.9 presenta graficas de la funcién de densidad de
probabilidad para diferentes elecciones de grados de libertad. Las curvas tienen una forma si-
milar a la curva normal, o z, es una curva con media 0 y desviacion estdndar 1. Sin embargo,
las curvas f son mas extendidas. Por ejemplo, la curva ¢ con un grado de libertad correspon-
de a un tamafio muestral de 2. Cuando se extraen muestras de tamafio 2, ocurrird con frecuen-
cia que la desviacion estandar muestral s sea mucho mds pequefia que o, lo que llevard a que
el valor de (X — w)/(s/\n) sea muy grande (ya sea positivo o negativo). Por esta razon, la curva
t con un grado de libertad tiene mucho mds drea en las colas. Para tamafnos muestrales mas
grandes, el valor de s es menos probable que esté lejos de o y la curva 7 es mds cercana a la
curva normal. Con diez grados de libertad (correspondiendo a un tamafo muestral de 11), la di-
ferencia entre la curva ¢ y la curva normal no es grande. Si una curva ¢ con 30 grados de la li-
bertad estuviera dibujada en la figura 5.9, serfa indistinguible de la curva normal.

FIGURA 5.9 Grificas de la funcién de densidad de probabilidad de la curva 7 de Student
para diferentes grados de libertad. La curva normal con media 0 y varianza 1 (curva z) es
graficada para comparar. Las curvas ¢ estdn més extendidas que la normal, pero la cantidad
de extensién adicional disminuye conforme se aumenta el niimero de grados de libertad.



E jemplo

E Jjemplo

E jemplo

5.3 Intervalos de confianza para la media poblacional con muestras pequefias 323

La tabla A.3 (en el Apéndice A), denominada tabla ¢, proporciona probabilidades rela-
cionadas con la distribucién ¢ de Student. Se presentan algunos ejemplos para mostrar el uso
de la tabla.

Se extrae una muestra aleatoria de tamaﬁi 10 de una distribucién normal con media 4. La
estadistica ¢ de Student t = (X — 4)/(s/ J10) es calculada. ;Cudl es la probabilidad de que
t >1.833?

Solucién
Esta estadistica 7 tiene 10 — 1 = 9 grados de libertad. De la tabla ¢, P(r > 1.833) = 0.05. Véa-
se la figura 5.10.

0.05
I

0 1.833
FIGURA 5.10 Solucién al ejemplo 5.15.

Con referencia al ejemplo 5.15, determine P(¢ > 1.5).

Solucion
Buscando a través del renglén correspondiente a 9 grados de libertad, se ve que la tabla 7 no
lista el valor 1.5. Se encuentra que P(r > 1.383) = 0.10 y que P(r > 1.833) = 0.05. Se con-
cluye entonces que 0.05 < P(t > 1.5) < 0.10. Véase la figura 5.11. Un resultado mds preci-
so que esta desigualdad se puede obtener mediante interpolacién lineal

1.5—-1.383

P(t>15)~0.10 = ——=————(0.10 — 0.05) = 0.0870
1.833 — 1.383

Un software proporciona la respuesta correcta con tres digitos significativos como 0.0839.

0.10

0.05

N
I
0 1.38- | 1.83
1.5
FIGURA 5.11 Solucién al ejemplo 5.16.

Determine el valor para la distribucién ¢#,, cuya cola superior de probabilidad es 0.025.
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Solucién
Al buscar hacia abajo la columna encabezada con “0.025” en el renglén correspondiente a 12
grados de libertad. El valor para t,, es 2.179.

Determine el valor para la distribucién de 7, cuya cola de la probabilidad inferior es 0.01.

Solucién

Busque hacia abajo de la columna encabezada con “0.01” en el renglén que corresponde a 14
grados de libertad. El valor para 1, es 2.624. Este valor corta un 4rea, o probabilidad, de 1%
en la cola superior. El valor cuya cola inferior de probabilidad es 1% es —2.624.

No use la estadistica t de Student si la muestra
contiene datos atipicos

Para que la estadistica t de Student sea vélida, la muestra debe provenir de una poblacién que
es aproximadamente normal. Tales muestras rara vez contienen datos atipicos. Por tanto, los
métodos que implican la estadistica # de Student no se deben utilizar en muestras que contie-
nen datos atipicos.

Intervalos de confianza al usar la distribucion t de Student

Cuando el tamafio muestral es pequefio y la poblacién es aproximadamente normal, se puede
utilizar la distribucién ¢ de Student para calcular intervalos de confianza. Se muestra esto ul-
timo con un ejemplo.

Un metaldrgico estudia un nuevo proceso de soldadura. Fabrica cinco uniones soldadas
y mide la resistencia producida por cada uno. Los cinco valores (en ksi) son 56.3, 65.4, 58.7,
70.1 y 63.9. Suponga que estos valores son una muestra aleatoria de una poblacién aproxima-
damente normal. La tarea es determinar un intervalo de confianza para la media de la resis-
tencia de las soldaduras hechas por este proceso.

Cuando el tamafio muestral es grande, no necesita preocuparse mucho acerca de la na-
turaleza de la poblacién, porque el teorema del limite central garantiza que la cantidad X ten-
dré una distribucién aproximadamente normal. Sin embargo, cuando la muestra es pequeiia,
la distribucién de la poblacién debe ser aproximadamente normal.

En este caso el intervalo de confianza se construye de la misma manera que en la sec-
cién 5.1, exceptuando que el puntaje z se reemplaza con un valor de la distribucién ¢ de Stu-
dent. La cantidad

X —pu
s//n

tiene una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. La figura 5.12 muestra la dis-
tribucion #,. De la tabla ¢ de Student se encuentra que 95% del drea bajo la curva estd conte-
nida entre los valores ¢t = —2.776 y t = 2.776. Por consecuencia, para 95% de todas las
muestras que se pudo haber elegido,

X —p
—2.776 < < 2.776
s//n
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—2.776 0 2.776

FIGURA 5.12 La distribucién 7 de Student con cuatro grados de libertad. Un 95% del drea
caeentre t = —2.776 y t = 2.776.

Expresado de otra manera, para 95% de todas las muestras que se pudo haber elegido, se tie-
ne que

s — s
—2.776— < X — 2.776—
S ST
Multiplicando por —1 y al sumar X en todos los lados de la desigualdad, se obtiene un inter-
valo de confianza 95% para pu:

X —2.776 <pu<X4+2776

s s
v Vv

En este ejemplo, la media muestral es X = 62.88 y la desviacién estdndar muestral es
s = 5.4838. El tamafio muestral es n = 5. Al sustituir valores para X, s y 1, se encuentra que
un intervalo de confianza de 95% para u es 62.88 — 6.81 < u < 62.88 + 6.81, 0 (56.07,
69.69).

En general, para producir un intervalo de confianza de nivel 100(1 — )%, sea t, _| o
el 1 — /2 cuantil de la distribucidn ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, es el valor que
corta un drea de o/2 en la cola de la derecha. Por ejemplo, antes se encontré que #4 g5 =
2.776. Entonces un intervalo de confianza de nivel 100(1 — )% para la media p poblacio-
nales X — 1, 1 gn(s/\m) < pu <X + 1, 1 on(s/\10), 0 X = 1, | g(s/\).

Sea Xj, . . ., X, una muestra aleatoria pequeiia de una poblacién normal con media w.
Entonces un intervalo de confianza de nivel 100(1 — @)% para w es

X+ In—1,0/2 (5.9

Jn

¢Como se determina si la distribuciéon t de Student es adecuada?

La distribucién f de Student es adecuada siempre que la muestra provenga de una poblacién
que es mds o menos normal. A veces se sabe por experiencia si un proceso genera datos con
una distribucién aproximada. Sin embargo, en muchos casos, se debe decidir si una poblacién
es aproximadamente normal examinando la muestra. Por desgracia, cuando el tamafio mues-
tral es pequefio, desviaciones a la normalidad pueden ser dificiles de detectar. Una manera ra-
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zonable de proceder es construir un diagrama de caja o de puntos de la muestra. Si estos dia-
gramas no revelan una asimetria fuerte o algin dato atipico, entonces en la mayor parte de los
casos la distribucién ¢ de Student serd confiable. En principio, también se puede determinar
si una poblacién es aproximadamente normal al construir una grafica de probabilidad. Sin
embargo, con muestras pequefias, los diagramas de caja y de puntos son mds féciles de dibu-
jar, especialmente a mano.

El articulo “Direct Strut-and-Tie Model for Prestressed Deep Beams” (K. Tan, K. Tong y C.
Tang, en Journal of Structural Engineering, 2001:1076-1084) presenta mediciones de la fuer-
za nominal de corte (en kN) para una muestra de 15 vigas de concreto. Los resultados son

580 400 428 825 850 875 920 550
575 750 636 360 590 735 950

(Es adecuado utilizar la estadistica ¢ de Student para construir un intervalo de confianza de
99% para la media de la fuerza de corte? Si es asi, construya el intervalo de confianza. Si no,
explique por qué.

Solucién
Para determinar si la estadistica ¢ de Student es adecuada, se hace un diagrama de caja y de
puntos de la muestra. Estos se muestran en la figura siguiente.

1000

900 - ]

800 - -

700 |- -

600 |- E

500 E

Fuerza de corte (kN)

400 |- §

300

300 400 500 600 700 800 900 1000
Fuerza de corte (kN)

No hay evidencia de una desviaciéon muy importante a la normalidad; en particular las
gréficas no son fuertemente asimétricas, y no hay algin dato atipico. El método ¢ de Student
es adecuado. Por tanto, se calcula X = 668.27 y s = 192.089. Se utiliza la expresién (5.9) con
n =15y a/2 = 0.005. De la tabla ¢ con 14 grados de libertad, se encuentra ;4 o5 = 2.977.
El intervalo de confianza de 99% es 668.27 *= (2.977)(192.089)/\/3, 0 (520.62, 815.92).
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El siguiente resultado de computadora (de MINITAB) presenta el intervalo de confian-
za calculado en el ejemplo 5.19.

One-Sample T: Strength
Test of mu =0 vs not =0

Variable N Mean StDev SE Mean 99% CI
Strength 15 668.2667 192.0891 49.59718 (520.6159, 815.9175)

El resultado es muy claro. La cantidad etiquetada “SE Mean” representa la desviacién estan-
dar de la media muestral, s/\n.

En el articulo referido en el ejemplo 5.19, la fuerza compresiva cilindrica (en MPa) fue me-
dida para 11 vigas. Los resultados fueron

38.43 3843 38.39 38.83 38.45 3835 3843 3831 3832 3848 38.50

(Es adecuado utilizar la estadistica # de Student para construir un intervalo de confianza de
95% para la media de la fuerza compresiva cilindrica? Si es asi, construya el intervalo de con-
fianza. Si no, explique por qué.

Solucion
Como en el ejemplo 5.19, se realizard un diagrama de caja y un diagrama de puntos de la
muestra. Estos se muestran en la figura siguiente.

39

Fuerza compresiva (MPa)
w0
o0
()}
T
I

1
38.2 38.4 38.6 38.8 39
Fuerza compresiva (MPa)

Hay un dato atipico en esta muestra. La estadistica ¢ de Student no se debe utilizar.
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Un ingeniero lee un informe que dice que una muestra de 11 vigas de concreto tenfa una fuer-
za compresiva promedio de 38.45 MPa con desviacion estdndar de 0.14 MPa. ;Se debe utili-
zar la curva t para encontrar un intervalo de confianza para la media de la fuerza compresiva?

Solucion

No. El problema es que no hay ninguna manera de saber si las mediciones provienen de una
poblacién normal. Por ejemplo, si las mediciones contienen un dato atipico (como en el ejem-
plo 5.20), el intervalo de confianza seria invélido.

La distribucién ¢ de Student se puede utilizar para calcular intervalos de confianza de
un lado. Las férmulas son andlogas a las que se utilizan con muestras grandes.

Sea X, . . ., X,, una muestra aleatoria pequeria de una poblacién normal con media
w. Entonces un limite superior de confianza de nivel 100(1 — )% para w es

X+ rnfl,a% (5.10)

y un limite inferior de confianza de nivel 100(1 — )% para w es

X — tn,l,a% (5.11)

Utilice z, no t, si se conoce a o

En ocasiones se puede tomar una pequefia muestra de una poblacién normal cuya desviacion
estandar o se conoce. En estos casos, no se utiliza la curva ¢ de Student, porque no se estd
aproximando a o con s. En su lugar, se utiliza la tabla z. El ejemplo 5.22 ilustra el método.

Con referencia al ejemplo 5.19. Suponga, con base en un nimero muy grande de mediciones
previas de otras vigas, que la poblacién de las fuerzas de corte es aproximadamente normal,
con desviacién estdndar o = 180.0 kN. Encuentre un intervalo de confianza de 99% para la
media de la fuerza de corte.

Solucién

Se calcula X = 668.27. No se necesita calcular s, porque se conoce la desviacién estandar po-
blacional . Dado que se quiere un intervalo de confianza de 99%, o/2 = 0.005. Ya que se
conoce o, se utiliza z,, = zy s, €n lugar de un valor de ¢ de Student, para calcular el inter-
valo de confianza. De la tabla z se obtiene z;y;s = 2.58. El intervalo de confianza es 668.27
+ (2.58)(180.0)/,/15, 0 (548.36, 788.18).

Es importante recordar que cuando el tamafio muestral es pequefio, la poblacién debe
ser aproximadamente normal, se conozca o no la desviacién estandar.
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Sea X, ..

za de nivel 100(1 — o)% es

., X, una muestra aleatoria (de cualquier tamafio) de una poblacién normal
con media u. Si se conoce la desviacion estandar o, entonces un intervalo de confian-

(e

NG (5.12)

X +z4p

En ocasiones se tiene un solo valor que se muestrea de una poblaciéon normal con des-
viacién estandar conocida. En estos casos se puede obtener un intervalo de confianza para w
y deducir como un caso especial de la expresion (5.12) al hacer n = 1.

100(1 — )% para u es

Sea X un solo valor que se muestrea de una poblacién normal con media w. Si
se conoce la desviacion estandar o, entonces un intervalo de confianza de nivel

X ﬂ: Za/zd

(5.13)

Ejercicios para la secciéon 5.3

1.

Determine el valor de 1, _; o, necesario para construir un
intervalo de confianza de dos lados de un nivel especifico
con los siguientes tamafios muestrales:

a) Nivel 90%, tamafio muestral 9.
b) Nivel 95%, tamafio muestral 5.
¢) Nivel 99%, tamaiio muestral 29.

d) Nivel 95%, tamafio muestral 2.

Determine el valor de t, _ | , necesario para construir un li-
mite superior o inferior de confianza en cada uno de los ca-
sos del ejercicio 1.

Determine el nivel de confianza para un intervalo de dos la-
dos que estd basado en el valor dado de 7, _ | , y el tama-
o muestral especifico.

a) t = 2.179, tamafio muestral 13.

b) t = 3.365, tamafio muestral 6.

c) t = 1.729, tamafio muestral 20.
d) t = 3.707, tamafio muestral 7.

e) t = 3.707, tamafio muestral 27.

. Verdadero o falso: La distribucién 7 de Student se puede uti-

lizar para construir un intervalo de confianza para la media
de cualquier poblacién, en tanto que el tamafio muestral sea
pequefio.

. El articulo “Ozone for Removal of Acute Toxicity from

Logyard Run-off” (M. Zenaitis y S. Duff, en Ozone Scien-
ce and Engineering, 2002:83-90) presenta analisis quimi-
cos del agua que escurre de aserraderos en la Columbia
Britanica. Incluye seis mediciones de pH para seis muestras
de agua: 5.9, 5.0, 6.5, 5.6, 5.9, 6.5. Suponiendo que éstas
sean una muestra aleatoria de las muestras de agua de una
poblacién aproximadamente normal, encuentre un intervalo
de confianza de 95% para la media del pH.
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6. Los siguientes son restimenes estadisticos para un conjunto de datos. ;Serfa adecuado utilizar la distribucion 7 de Student para
construir un intervalo de confianza de estos datos? Explique.

N Mean Median TrMean StDev SE Mean

10 8.905 6.105 6.077 9.690 3.064
Minimum Maximum Q1 Q3
0.512 39.920 1.967 8.103

. El articulo “An Automatic Visual System for Marble Tile
Classification” (L. Carrino, W. Polini, y S. Turchetta, en
Journal of Engineering Manufacture, 2002:1095-1108)
describe una medida para la sombra del azulejo de marmol
en el cual la cantidad de luz reflejada por éste se mide en
una escala de 0-255. Un azulejo perfectamente negro no re-
fleja luz alguna y mide 0, y un azulejo perfectamente blan-
co mediria 255. Se midi6 una muestra de nueve azulejos
Mezza Perla, con los siguientes resultados:

204.999 206.149 202.102 207.048 203.496
206.343 203.496 206.676 205.831

(Es adecuado utilizar la estadistica ¢ de Student para cons-
truir un intervalo de confianza de 95% para la media de la
sombra del azulejo Mezza Perla? Si es asi, hagalo. Si no,
explique por qué.

. Una quimica hizo ocho mediciones independientes del pun-
to de fusion del tungsteno. Obtuvo una media muestral de
3 410.14°C y una desviacion estdndar muestral de 1.018°C.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para el
punto de fusién del tungsteno.

b) Determine un intervalo de confianza de 98% para el
punto de fusién del tungsteno.

¢) Silas ocho mediciones hubieran sido 3 409.76, 3 409.80,
3 412.66, 3 409.79, 3 409.76, 3 409.77, 3 409.80 y
3 409.78 ;serfan vilidos los intervalos de confianza que
se encuentran en los incisos @) y b)? Explique.

. Se hacen ocho mediciones independientes del didmetro de
un pistén. Las mediciones (en pulgadas) son 3.236, 3.223,
3.242, 3.244, 3.228, 3.253, 3.253 y 3.230.

a) Realice un diagrama de puntos de los ocho valores.

b) (Se debe utilizar la curva ¢ para encontrar un intervalo
de confianza de 99% para el didmetro de este pistén? Si
es asi, encuentre el intervalo de confianza. Si no, expli-
que por qué.

¢) Se toman ocho mediciones independientes del didmetro
de otro pistén. Las mediciones en este momento son

10.

11.

12.

3.295, 3.232, 3.261, 3.248, 3.289, 3.245, 3.576 y 3.201.
Realice un diagrama de puntos de estos valores.

d) ;Se debe utilizar la curva ¢ para encontrar un intervalo
de confianza de 95% para el didmetro de este pistén? Si
es asi, encuentre el intervalo de confianza. Si no, expli-
que por qué.

Se toman cinco mediciones de la clasificacion de octano pa-
ra un tipo especial de gasolina. Los resultados (en %) son
87.0, 86.0, 86.5, 88.0, 85.3. Encuentre un intervalo de con-
fianza de 99% para la media de la clasificacién de octano de
media para este tipo de gasolina.

Un modelo de transferencia de calor de un cilindro sumer-
gido en un liquido predice que el coeficiente de transferen-
cia de calor para el cilindro es constante en razones muy
bajas de circulacién del fluido. Se toma una muestra de diez
mediciones. Los resultados, en W/m’K, son

13.7 12.0 13.1 141 13.1
141 144 122 119 118

Determine un intervalo de confianza de 95% para el coefi-
ciente de transferencia de calor.

Los tensioactivos son agentes quimicos, como detergentes,
que bajan la tension superficial de un liquido. Son impor-
tantes en la limpieza de suelos contaminados. En un expe-
rimento para determinar la eficacia de cierto método para
retirar tolueno de arena, esta tltima fue lavada con un agen-
te tensioactivo, y luego enjuagada con agua desionizada. Es
importante la cantidad de tolueno que sale en el enjuague.
En cinco de estos experimentos, las cantidades de tolueno
eliminado en el ciclo de enjuague, expresado como porcen-
taje de la cantidad total originalmente presente, fueron de
5.0,4.8,9.0, 10.0 y 7.3. Determine el intervalo de confianza
de 95% para el porcentaje de tolueno eliminado en el enjua-
gue. (Este ejercicio esta basado en el articulo “Laboratory
Evaluation of the Use of Surfactants for Ground Water Re-
mediation and the Potential for Recycling Them” D. Lee, R.
Cody, y B. Hoyle, en Ground Water Monitoring and Reme-
diation, 2001:49-57.)



13.

14.

15.

16.

5.4 Intervalos de confianza para la diferencia entre dos medias 331

En un experimento para medir la razén de absorcion de pesticidas a través de la piel, 500 ng de uniconazol se aplicé a la piel
de cuatro ratas. Después de diez horas, las cantidades absorbidas (en ug) fueron 0.5, 2.0, 1.4 y 1.1. Encuentre un intervalo de
confianza de 90% para la media de la cantidad absorbida.

El siguiente resultado de MINITAB presenta un intervalo de confianza para una media poblacional.

One-Sample T: X

Variable N Mean StDev SE Mean 95% CI
X 10 6.59635 0.11213 0.03546 (6.51613, 6.67656)

a) ;Cuantos grados de libertad tiene la distribucion ¢ de Student?

b) Utilice la informacion en el resultado, junto con la tabla ¢, para calcular un intervalo de confianza de 99 por ciento.

El siguiente resultado de MINITAB presenta un intervalo de confianza para una media poblacional, pero algunos de los nime-
ros estan borrosos y son ahora ilegibles. Complete los niimeros faltantes para (a), (b) y (c).

One-Sample T: X

Variable N Mean StDev SE Mean 99% CI
X 20 2.39374 (a) 0.52640 ( (b), (c) )

La concentracién de monéxido de carbono (CO) en una muestra de gas se mide con un espectrometro y se encuentra que es de
85 ppm. A partir de la gran experiencia con este instrumento, se cree que sus mediciones no tienen sesgos y se distribuyen nor-
malmente, con incertidumbre (desviacion estdndar) de 8 ppm. Determine un intervalo de confianza de 95% para la concentra-
cién de CO en esta muestra.

5.4 Intervalos de confianza para la diferencia

entre dos medias

Ahora se tratan ejemplos en los que se desea calcular la diferencia entre las medias de dos po-
blaciones. Los datos constardn de dos muestras, una para cada poblacién. La idea bdsica es
simple. Se calculard la diferencia de las medias muestrales y la desviacion estdndar de esa di-
ferencia. Entonces una modificacién simple de la expresion (5.1) (de la seccién 5.1) propor-
cionard el intervalo de confianza. El método que se describe estd basado en los resultados que
se relacionan con la suma y la diferencia de dos variables aleatorias normales independientes
que se presentaron en la seccién 4.5. Aqui se repasan estos resultados:

Sean X y Y independientes, con X ~ N(uy, 0% )y Y ~ N(uy, o). Entonces
X+ Y~ Ny + py, 02 + o)) (5.14)

X — Y~ N(uy — iy, 0% + 079) (5.15)
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Ahora se verd cémo construir un intervalo de confianza para la diferencia entre dos me-
dias poblacionales. Como ejemplo, suponga que se ha estado desarrollando un disefio nuevo
de foco que se piensa durard mas que el disefio viejo. Una muestra aleatoria simple de 144 fo-
cos nuevos tiene un tiempo de vida promedio de 578 horas y una desviacioén estandar de 22
horas. Una muestra aleatoria simple de 64 focos viejos tiene tiempo de vida promedio de 551 ho-
ras y desviacion estandar de 33 horas. Las muestras son independientes, de tal manera que los
tiempos de vida para una muestra no influyen sobre los tiempos de vida de la otra. Se quiere
encontrar un intervalo de confianza de 95% para la diferencia entre la media de los tiempos
de vida de los focos de los dos disefios.

Se inicia por traducir el problema en el lenguaje estadistico. Se tiene una muestra alea-

toria simple X, . . ., X;44 de los tiempos de vida de los focos nuevos. La media muestral es
X = 578 y la desviacidén estandar muestral es sy = 22. Se tiene otra muestra aleatoria simple
Y, ..., Ys delos tiempos de vida de los focos viejos. Esta muestra tiene una media ¥ = 551

y desviacién estandar sy = 33. Las medias poblacionales y las desviaciones estandares no se
conocen. Se denota a la media poblacional de los tiempos de vida de los nuevos focos por wy
y la media poblacional de los focos viejos por wy. Se denota las correspondientes desviacio-
nes estandares por oy y oy. Se tiene interés en la diferencia uy — iy

Se puede construir el intervalo de confianza para uy — uy determinando la distribucién
X — Y. Mediante el teorema del limite central, X proviene de una distribucién normal con me-
dia py y desviacién estandar oy/ \m, y Y proviene de una distribucién normal con media gy
y desviacion estdndar o,/,/64. Dado que las muestras son independientes, se tiene por medio
de 1a expresién (5.15) que la diferencia X — Y proviene de una distribucién normal con me-
dia uy — uyy varianza o3 _y=03/144 + o3 /64. La figura 5.13 muestra la distribucién de
X — Y e indica que 95% intermedio de la curva tiene un ancho * 1.960% _ y.

95%
— ! >~

My — my — 1.960g — 7 Mx — Ky uy — py T 1.960% — 7

FIGURA 5.13 La diferencia observada X — Y = 27 se extrae de una distribucién normal
con media wy — uy y desviacién estdndar o5 7 = +/03/144 + 07 /64.

Al estimar las desviaciones estdndares poblacionales oy y oy con las desviaciones estdn-
dares muestrales sy = 22y s, = 33, respectivamente, se estima oy _57 ~ /22%/144+4-332 /64
= 4.514. Por tanto, el intervalo de confianza de 95% para uy — pyes 578 — 551 * 1.96(4.514),
027 *+ 8.85.
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Sea X, . . ., X, una muestra aleatoria grande de tamafio ny de una poblacién con me-
dia py y desviacion estdndar oy, y sea Yy, . . ., ¥, una muestra aleatoria simple gran-
de de tamafio ny de una poblacién con media py y desviacién estindar oy. Si las dos
muestras son independientes, con un intervalo de confianza de nivel 100(1 — )% para

Mx — Myes
— — 0'2
XY £z 2+ (5.16)
ny

Cuando los valores de oy y o yson desconocidos, se pueden sustituir con las desviacio-
nes estandares muestrales sy y sy.

La composicién quimica del suelo varia con la profundidad. El articulo “Sampling Soil Water
in Sandy Soils: Comparative Analysis of Some Common Methods” (M. Ahmed, M. Sharma
y colaboradores, en Communications in Soil Science and Plant Analysis, 2001:1677-1686)
describe andlisis quimicos del suelo tomado de una granja en Australia occidental. Se toman
50 muestras a profundidades de 50 y 250 cm. A una profundidad de 50 cm, la concentracién
promedio de NO; (en mg/l) era de 88.5 con una desviacién estdndar de 49.4. A una profun-
didad de 250 cm, la concentracién promedio era de 110.6 con una desviacion estdndar de
51.5. Determine un intervalo de confianza de 95% para la diferencia entre las concentracio-
nes de NOj a las dos profundidades.

Solucion

Sean X, . . ., X5, las concentraciones de 50 muestras tomadas a 50 cm y sean Y, . .., Ysq las
concentraciones de 50 muestras tomadas a 250 cm. Entonces X = 88.5,Y = 110.6, sy = 49.4
y sy = 51.5. Los tamafios muestrales son ny = ny = 50. Ambas muestras son grandes, por lo
que se puede utilizar la expresion (5.16). Como consecuencia de que se quiere un intervalo de
confianza de 95%, z,, = 1.96. El intervalo de confianza de 95% para la diferencia puy — uy
es 110.6 — 88.5 £ 1.96 \/49.42/50+ 51.52/50,022.1 = 19.8.

Ejercicios para la seccion 5.4

1. Se estan comparando los puntos de fusion de dos aleaciones.

2. En un experimento para determinar el efecto de la tempera-

Se fusionaron 35 ejemplares de la aleacion 1. La temperatu-
ra promedio de fusién fue de 517.0°F y la desviacion estan-
dar fue de 2.4°F. Se fusionaron 47 ejemplares de la aleacién
2. La temperatura promedio fue de 510.1°F y la desviacién
estdndar fue 2.1°F. Determine un intervalo de confianza de
99% para la diferencia entre los puntos de fusién.

tura en la tasa de deposicion del tungsteno sobre placas de
silicio, se procesaron 64 placas a 400°C y se procesaron 88
placas a 425°C. La tasa de deposiciéon promedio para las
placas procesadas a 400°C fue de 1 840 A/min, con una
desviaci6n estindar de 244 A/min. Las placas procesadas a
425°C promedian 2 475 A/min, con desviacién estindar de
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760 A/min. Determine un intervalo de confianza de 95%
para la diferencia entre las medias de las tasas de deposi-
cion.

. El articulo “Vehicule-Arrival Characteristics at Urban Un-

controlled Intersections” (V. Rengeraju y V. Rao, en Jour-
nal of Transportation Engineering, 1995:317-323) presenta
datos de las caracteristicas del transito en diez cruceros en
Madras, India. En un crucero especifico, la rapidez prome-
dio para una muestra de 39 automdviles era de 26.50 km/h,
con desviacion estandar de 2.37 km/h. La rapidez promedio
para una muestra de 142 motocicletas era de 37.14 km/h,
con desviacion estandar de 3.66 km/h. Determine un inter-
valo de confianza de 95% para la diferencia entre las me-
dias de la rapidez de las motocicletas y de los automéviles.

. Se realiz6 un andlisis de tensién en muestras aleatorias de

uniones pegadas con resina epoxidica de dos clases de made-
ra. Una muestra aleatoria de 120 uniones de la clase A tuvo
una media de tension de corte de 1 250 psi y una desviacién
estandar de 350 psi, y una muestra aleatoria de 90 uniones
de la clase B tuvo una media de tension de corte de 1 400 psi
y una desviacién estandar de 250 psi. Encuentre un interva-
lo de confianza de 98% para la diferencia en las medias de
la tension de corte de las dos clases.

. En un estudio para comparar dos inhibidores de corrosién
diferentes, se sumergieron especimenes de acero inoxidable
durante cuatro horas en una disolucién que contenia acido
sulfdrico y un inhibidor de corrosion. Cuarenta y siete espe-
cimenes en presencia del inhibidor A tenfan media de la
pérdida de peso de 242 mg y desviacién estdndar de 20 mg, y
42 especimenes en presencia del inhibidor B tenfan media
de pérdida de peso de 220 mg y desviacion estandar de 31 mg.
Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia en la media de pérdida de peso de los dos inhibidores.

. Un ingeniero eléctrico desea comparar las medias de los
tiempos de vida de dos tipos de transistores en una aplica-
cién que implica un desarrollo a alta temperatura. Se probd
una muestra de 60 transistores del tipo A y se encontrd que
tenia media de tiempos de vida de 1 827 horas y desviacion
estandar de 168 horas. Se prob6 una muestra de 180 transis-
tores del tipo B y se encontré que tenia media de tiempos de
vida de 1 658 horas y desviacién estandar de 225 horas. De-
termine un intervalo de confianza de 95% para la diferencia
entre las medias de los tiempos de vida de los dos tipos de
transistores.

7.

10.

En un estudio del efecto de tasa de enfriamiento en la dure-
za de uniones soldadas, se enfriaron 50 soldaduras a tasa de
10°C/s que tenfan un promedio de dureza de Rockwell (B)
de 91.1 y desviacion estdndar de 6.23, y se enfriaron 40 sol-
daduras a tasa de 30°C/s que tenian una media de 90.7 y
desviacion estandar de 4.34.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la di-
ferencia en la dureza entre las soldaduras enfriadas a las
tasas diferentes.

b) Alguien dice que la tasa de enfriamiento no tiene ningiin
efecto sobre la dureza. ;Estos datos contradicen dicha
afirmacion? Explique.

Con referencia al ejercicio 7 se hacen diez soldaduras mas
para incrementar la precision del intervalo de confianza.
(En cuanto se incrementaria la precision, enfriando las diez
soldaduras a una tasa de 10°C/s, enfriando las diez soldadu-
ras a una tasa de 30°C/s, o enfriando cinco soldaduras a
10°C/s y cinco a 30°C/s? Explique.

El articulo “The Prevalence of Daytime Napping and Its
Relationship to Nighttime Sleep” (J. Pilcher, K. Michal-
kowski, y R. Canigan), en Behavioral Medicine, 2001:71-
76) presenta resultados de un estudio de habitos de suefio en
gran nimero de personas. En una muestra de 87 adultos j6-
venes, el promedio del tiempo por dia que pasan en cama
(ya sea despiertos o dormidos) fue de 7.70 horas, con des-
viacién estandar de 1.02 horas, y el promedio del tiempo
pasado en cama durmiendo fue de 7.06 horas, con desvia-
ci6n estandar de 1.11 horas. La media del tiempo pasado en
cama despierto se calcul6 de 7.70 — 7.06 = 0.64 horas. (Es
posible calcular un intervalo de confianza de 95% por la
media del tiempo pasado en la cama despierto? Si es asi,
construya el intervalo de confianza. Si no es posible, expli-
que por qué.

El articulo “Occurrence and Distribution of Ammonium in
Iowa Groundwater” (K. Schilling, en Water Environment
Research, 2002:177-186) describe las mediciones de las
concentraciones de amonio (en mg/l) para gran nimero de
pozos en Towa. Estos incluian 349 pozos aluviales y 143 po-
zos cuaternarios. Las concentraciones en los pozos aluvia-
les promediaban 0.27 con desviacion estandar de 0.40 y los
pozos cuaternarios promediaban 1.62 con desviacion estan-
dar de 1.70. Determine un intervalo de confianza de 95%
para la diferencia en las medias de las concentraciones de
los pozos aluviales y los cuaternarios.
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5.5 Intervalos de confianza para la
diferencia entre dos proporciones

En una poblacién de Bernoulli, la media es igual a la probabilidad p de éxito, que es la pro-
porcion de éxitos en la poblacion. Cuando se realizan ensayos independientes de cada una de
las dos poblaciones de Bernoulli, es posible utilizar métodos similares a los que se presentd
en la seccion 5.4 con el fin de encontrar un intervalo de confianza para la diferencia entre las
dos probabilidades de éxito. Se presenta un ejemplo para explicarlo.

Dieciocho de 60 camiones ligeros producidos en la linea de montaje A tenian un defec-
to en el mecanismo de direccidn, que se tenian que reparar antes de enviarlos. Solamente 16
camiones de los 90 producidos en la linea de montaje B tenian este defecto. Suponga que es-
tos camiones se pueden considerar como dos muestras aleatorias simples independientes de los
camiones fabricados en las dos lineas de montaje. Se desea determinar un intervalo de confian-
za de 95% para la diferencia entre las proporciones de camiones con este defecto en las dos li-
neas de montaje.

Esta es una situacién en la que se tendria que tener cuidado de asegurarse de que es ra-
zonable considerar que los datos sean muestras aleatorias simples. Elegir camiones secuen-
cialmente de la linea no podria ser una buena idea, por ejemplo, si hay fluctuaciones
sistemdticas en la calidad en el tiempo. Se supondré que el muestreo se ha hecho con un pro-
cedimiento bien planeado y adecuado.

Para construir el intervalo de confianza se procede en forma similar a la de la seccién
5.4, al sustituir a las medias con las proporciones. Sea py la proporcién de camiones en la po-
blacién de la linea A que tenian el defecto, y sea py la proporcion correspondiente de la linea
B. Los valores de py y py son desconocidos. Se desea encontrar un intervalo de confianza de
95% para py — py.

Sea X el nimero de camiones en la muestra de la linea A que tenia defectos y sea Y
el nimero correspondiente de la linea B. Entonces X es una variable aleatoria binomial con
ny = 60 ensayos y probabilidad de éxito py, y Y es una variable aleatoria binomial con ny =
90 ensayos y probabilidad de éxito py. Las proporciones muestrales son py y py. En este ejem-
plo los valores observados son X = 18, Y = 16, py = 18/60 y py = 16/90. En virtud de que
los tamafios muestrales son grandes, se tiene por el teorema del limite central que py y py es-
tan ambas distribuidas aproximadamente en forma normal con medias py y py y desviaciones
estandares o, = /px(I — px)/nx ¥ 0, = +/py(1 — py)/ny. Por consecuencia, la dife-
rencia py — Dy tiene una distribucién normal con media py — py y desviacién estdndar
Vpx(I = px)/nx + py(1 — py)/ny. Se concluye que para 95% de todas las muestras posi-
bles, la diferencia py — py satisface la siguiente desigualdad:

~ N 11— 1—
By — By — 1.96\/17)(( Px) + py(1 — py)
ny ny

<px—py<

—~ ~ 1— 1—
px—py+1.96\/pX( Px) +PY( pr) .17)
ny ny

La expresion 5.17 no es un intervalo de confianza, ya que las cantidades expresadas como:
~px( — px)/nx + py(1 — py)/ny dependen de los valores verdaderos desconocidos py y




336

E jemplo
524

CAPITULO 5 Intervalos de confianza

py- El punto de vista tradicional es sustituir py y py con Dy y Py, produciendo el intervalo de
confianza py — Py * 24 \/px(1 — px)/nx + py(1 — py)/ny. Investigaciones recientes han
mostrado que este intervalo se puede mejorar modificando un poco a ny, ny, py y Dy. Simple-
mente se suma 1 a cada uno de los nimeros de éxitos de X y Y, y se suma 2 a cada uno de los
ndmeros de ensayos ny y ny. Por lo que, se definen ny = ny + 2, ny = ny + 2, py = (X +
D/ny, y py = (Y + 1)/ny. El intervalo de confianza de 95% es py — py £ Zm
VPx(I = px)/nx + py(1 — py)/ny. En este ejemplo, iy = 62, 1y = 92, py = 19/62 =
0.3065, y py = 17/92 = 0.1848. Por tanto, se obtiene 1.3065 — 0.848 = 0.1395, 0 (—0.0178,
0.2612).

Para obtener un intervalo de confianza de nivel 100(1 — «) el intervalo de confianza,
sustituya 1.96 con z,,. Aunque se justifica este intervalo de confianza usando el teorema del
limite central, que supone que ny y ny son grandes, se ha encontrado que este método da bue-
nos resultados para casi todos los tamafios muestrales.

Sea X el nimero de éxitos en ny ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad
de éxito py, y sea Y el nimero de éxitos en ny ensayos de Bernoulli independientes
con probabilidad de éxito py, tal que X ~ Bin(ny, py) y Y ~ Bin(ny, py). Se define
ny=ny +2,ny=ny+2,px=X=+ Dinyypy= (X + 1)/ny.

Entonces un intervalo de confianza de nivel 100(1 — @)% para la diferencia
Px — Py ©s

- - px(l1 —=p py(1—7p
PX—PYZI:Za/z\/pX(~ Px)+PY(~ Dy) (5.18)
ny ny

Si el limite inferior del intervalo de confianza es menor que — 1, sustituya éste con —1.

Si el limite superior del intervalo de confianza es mayor que 1, sustituya éste con 1.

El ajuste que aqui se ha descrito para el intervalo de confianza de dos muestras es simi-
lar al que se describi6 en la seccién 5.2 para el intervalo de confianza de una muestra. En am-
bas casos, se ha agregado un total de dos éxitos y cuatro ensayos. Para el caso de dos
muestras, éstos se han dividido entre las muestras, asi que se ha agregado un éxito y dos en-
sayos a cada muestra. Para el caso de una muestra, se han agregado dos éxitos y cuatro ensa-
yos a una muestra. El intervalo de confianza dado por la expresion (5.18) puede ser llamado
intervalo de Agresti-Caffo, después de que lo desarrollaran Alan Agresti y Brian Caffo. Para
mayor informacién acerca de este intervalo de confianza consulte el articulo “Simple and Ef-
fective Confidence Intervals for Proportions and Differences of Proportions Result from Ad-
ding Two Successes and Two Failures” (A. Agresti y B. Caffo, en The American Statistician,
2000:280-288).

Los métodos para calcular la fuerza y requerimientos de la dureza deben ser conservadores,
de tal forma que deben sobreestimar en vez de subestimar. La tasa de éxitos de este método
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se puede medir con la probabilidad de una sobreestimacién. El articulo “Discrete Bracing
Analysis for Light-Frame Wood-Truss Compression Webs” (M. Waltz, T. McLain y cols., en
Journal of Structural Engineering, 2000:1086-1093) presenta los resultados de un experimen-
to que se evaludé con un método usual (el método de Plaut) para calcular la fuerza de soporte
para una red de soportes de compresion. En una muestra de 380 columnas cortas de prueba
(cuatro a seis pies en longitud), el método sobreestimé la fuerza para 304 de ellas, y en una
muestra de 394 columnas largas de prueba (ocho a diez pies en longitud), el método sobrees-
timé la fuerza para 360 de ellas. Determine un intervalo de confianza de 95% para la diferen-
cia entre las tasas de éxito para columnas largas y columnas cortas.

Solucién

El ndimero de éxitos en la muestra de columnas cortas es X = 304 y el ntimero de éxitos en
la muestra de columnas largas es ¥ = 360. Los nimeros de ensayos son ny = 380y ny = 394.
Se calcula ny = 382, ny = 396, py = (304 + 1)/382 = 0.7984, y py = (360 + 1)/396 =
0.9116. El valor de z,,, es 1.96. El intervalo de confianza de 95% es 0.9116 — 0.7984 = 1.96
4/(0.7984)(0.2016) /382 + (0.9116)(0.0884) /396, 0 0.1132 = 0.0490.

El método tradicional

Muchas personas usan el método tradicional para calcular intervalos de confianza para la di-
ferencia entre proporciones. Este método utiliza las proporciones muestrales py y py y los ta-
mafios muestrales verdaderos ny y ny. El método tradicional da los resultados muy similares
a los del método moderno que se acaba de describir para tamafios muestrales grandes o mo-
deradamente grandes. Para tamafios muestrales pequefios, sin embargo, el intervalo de con-
fianza tradicional falla para lograr que contenga la probabilidad; en otras palabras, el intervalo
de confianza de nivel 100(1 — @)% calculado por el método tradicional contiene el valor ver-
dadero menos del 100(1 — a)% de las veces.

El método tradicional para calcular los intervalos de confianza para la di-
ferencia entre proporciones (ampliamente usado pero no recomendado)

Sea py la proporcién de €xitos en un nimero grande ny de ensayos de Bernoulli inde-

pendientes con probabilidad de éxito py, y sea py la proporcién de éxitos en un nime-

ro grande ny de ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito py. En-
tonces el intervalo de confianza de nivel 100(1 — )% tradicional para py — py es

I, px(l—px)  pr(1—p
px—pyiza/z\/pX( PX)+pY( py) (5.19)
ny ny

Este método no se puede utilizar a menos que ambas muestras contengan al menos
diez éxitos y diez fracasos.
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Ejercicio para la seccion 5.5

1.

En una prueba del efecto de la humedad en conexiones eléc-
tricas, se probaron 100 conexiones eléctricas bajo condiciones
himedas y 150 en condiciones secas. Veinte de las primeras
fallaron y sélo diez de las segundas no pasaron la prueba.
Determine un intervalo de confianza de 90% para la dife-
rencia entre las proporciones de las conexiones que falla-
ron, himedas y secas.

. La especificacion para la resistencia de tensién de un alam-

bre que conecta un circuito integrado a su marco es de 10 g
o mds. En una muestra de 85 unidades hechas con alambres
de oro, 68 satisfacen la especificacion, y en una muestra de
120 unidades elaboradas con alambres de aluminio, 105
cumplen el requerimiento. Determine un intervalo de con-
fianza de 95% para la diferencia en las proporciones de uni-
dades que satisfacen las especificaciones entre unidades con
alambre de oro y aquellas con alambre de aluminio.

. En una muestra aleatoria de 340 automéviles conducidos en

altitudes bajas, 46 produjeron mas de 10 g de contaminacién
de masa particulada por galén de combustible consumido.
En una muestra aleatoria de 85 automéviles conducidos en
altitudes altas, 21 contaminaron en las mismas circunstan-
cias. Determine un intervalo de confianza de 98% para la
diferencia entre las proporciones para vehiculos a alta y ba-
ja altitudes.

. De 1 200 piezas de grava de una planta, 110 piezas se clasifi-

caron como “grandes”. De 900 piezas de otra planta, 95 tam-
bién lo fueron. Determine un intervalo de confianza de 99%
para la diferencia entre las proporciones de piezas de grava
grandes producidas en las dos plantas.

. Se comparan dos procesos para fabricar cierto microchip. Se

selecciond una muestra de 400 chips de un proceso menos
costoso, donde 62 estaban defectuosos. Se selecciond una
muestra de 100 chips de un proceso mds costoso, pero 12
tenfan defecto.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la di-
ferencia entre las proporciones de los chips defectuosos
producidos por los dos procesos.

b) Con la finalidad de aumentar la precisioén del intervalo
de confianza, se muestrearon mds chips. Se estdn consi-
derando tres planes de muestreo de igual costo. En el
primer plan se probaran 100 chips mas del proceso me-
nos costoso. En el segundo se observaron 50 mas del
proceso mds costoso. En el tercer plan se probaron 50
del menos costoso y 25 del mds costoso. ;Qué plan es

6.

10.

mas probable que proporcione el aumento mas grande
en la precision del intervalo de confianza? Explique.

El articulo “Occurrence and Distribution of Ammonium in
Iowa Groundwater” (K. Schilling, en Water Environment
Research, 2002:177-186) describe mediciones de concen-
traciones de amonio (en mg/l) en gran nimero de pozos en
Towa. Estos inclufan 349 pozos aluviales y 143 cuaterna-
rios. De los primeros, 182 tenfan concentraciones arriba de
0.1, y 112 de los segundos tenfan concentraciones superio-
res a 0.1. Determine un intervalo de confianza de 95% para
la diferencia entre las proporciones de dos tipos de pozos
con concentraciones arriba de 0.1.

El articulo referido en el ejercicio 9 en la seccion 5.2 des-
cribe un experimento en el que 42 muestras de lixiviado
fueron probadas para la presencia de algunos contaminan-
tes, donde 26 contenian niveles detectables de plomo y 32
de cromo. ;Es posible utilizar los métodos de esta seccion
para encontrar un intervalo de confianza de 95% para la di-
ferencia entre la probabilidad de que una muestra contendra
alguna cantidad detectable de plomo y cromo? Si es asf, en-
cuentre el intervalo de confianza. Si no, explique.

El articulo “Case Study Based Instruction of DOE and
SPC” (J. Brady y T. Allen, en The American Statistician,
2002:312-315) describe un esfuerzo de un equipo de inge-
nierfa para reducir la tasa de defectos en la fabricacién de un
tablero especifico de circuitos impresos. El equipo determi-
né reconfigurar el pozo de calor del transistor. Se fabricaron
1 500 tableros a la semana antes de que se implementara la
reconfiguracion, y 345 de éstos estaban defectuosos. Asi-
mismo, se hicieron 1 500 tableros una semana después de la
reconfiguracion, y 195 de éstos tenian defectos. Determine
un intervalo de confianza de 95% para el decrecimiento de
la tasa de defectos después de la reconfiguracion.

Compras repetidas es una buena medida de la satisfacciéon
del cliente. Al final de afio, un distribuidor de suministros
de computadora extrajo una muestra de 120 cuentas y en-
contr6é que 56 habian ordenado un pedido mas de una vez.
Después lo hizo con 80 cuentas del afio anterior, de éstas 30
habian ordenado un pedido mds de una vez. Encuentre un
intervalo de confianza de 95% para la diferencia entre las
dos proporciones de clientes que ordenaron mas de una vez.

El articulo “Accidents on Suburban Highways-Tennessee’s
Experience” (R. Margiotta y A. Chatterjee, en Journal of
Transportation Engineering, 1995:255-261) compara tasas
de accidentes de trdnsito en intersecciones con medianas
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elevadas con tasas en intersecciones con doble sentido y
vuelta a la izquierda. De 4 644 accidentes en el primer tipo
de intersecciones, 2 280 eran en la parte trasera, y de 4 584
accidentes del segundo tipo, 1 982 presentaban esta dltima
condicién. Suponiendo que éstas sean muestras aleatorias
de accidentes de dos tipos de intersecciones, determine un
intervalo de confianza de 90% para la diferencia entre las
proporciones de accidentes que son del tipo de parte trase-
ra en los dos tipos de intersecciones.

En cierto afio, habia 80 dias con nevadas medibles en Den-
ver, y 63 dias en Chicago. Un meteor6logo calcula (80 +

/(365 + 2) = 0.22, (63 + 1)/(365 + 2) = 0.17, y propo-
ne calcular un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia entre las proporciones de dias que nieva en las dos
ciudades; asi:

(0.22)(0.78)  (0.17)(0.83)
367 367

022 -0.17 = 1.96\/

(Es éste un intervalo de confianza vélido? Explique.

6 Intervalos de confianza para la diferencia
entre dos medias con pequeinas muestras

La distribucioén ¢ de Student se puede utilizar en algunos casos donde las muestras son peque-
flas y, por tanto, donde no es aplicable el teorema del limite central. Se presenta un ejemplo.

Una muestra de seis soldaduras de un tipo tenia promedio de prueba final de resisten-
cia (en ksi) de 83.2 y desviacion estandar de 5.2, y una muestra de diez soldaduras de otro ti-
po tenia resistencia promedio de 71.3 y desviacion estandar de 3.1. Suponga que ambos
conjuntos de soldaduras son muestras aleatorias de poblaciones normales. Se desea encontrar
un intervalo de confianza de 95% para la diferencia entre las medias de las resistencias de los
dos tipos de soldaduras.

Ambos tamafios muestrales son pequefios, por lo que no es aplicable el teorema del li-
mite central. Si ambas poblaciones son normales, la distribucién ¢ de Student se puede utilizar
para calcular un intervalo de confianza para la diferencia entre las dos medias poblacionales.
El método es similar al que se presenta en la seccién 5.4 para el caso donde las muestras son
grandes, excepto que el puntaje z se sustituye con un valor de la distribucién ¢ de Student.

SiX,..., an es una muestra de tamafio ny de una poblacién normal con media wy y
Yi,..., Yny es una muestra de tamafio ny de una poblacién normal con media puy, entonces la
cantidad

(X —Y)— (ux — uy)

\/s)z(/nx—l—s%/ny

tiene una aproximada distribucién ¢ de Student.
El nimero de grados de libertad a usar para esta distribucion estd dado por

2
sk | S
7+7
nx ny

V=

T (s%/nx)t (s}/ny)?

I’lx—l I’ly—l

redondeado hacia abajo al entero mas cercano. (5.20)
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En este ejemplo, sea X, . . ., X, de las seis soldaduras del primer tipoysea Y, ..., Yy
las diez soldaduras del segundo tipo. Sustituyendo sy = 5.2, sy = 3.1, ny = 6, ny = 10 en la
ecuacion (5.20) se obtiene

<5.22 N 3.12>2
V= —— 62 102 S =718~7
(5.22/6)2  (3.12/10)
5 T 9

Si ambas poblaciones son normales, entonces la cantidad

(X =) — (ux — up)l/y/s3/6+ 52/10

tiene una distribucién aproximada r de Student con siete grados de libertad. La figura 5.14
presenta esta distribucion. El1 95% del drea bajo la curva estd contenida entre los valores ¢ =
—2.365 y t = 2.365. En consecuencia 95% de todas las muestras que se puede haber elegido,

X— V) — (uy —
2365 < ¢ ) — (X =) 5 365

\/5%/6 + s3/10

95%
—] 1 >~

—2.365 0 2.365

FIGURA 5.14 La distribucién 7 de Student con siete grados de libertad. El 95% del drea
estdentre t = —2.365 y t = 2.365.

Mediante el razonamiento utilizado en la seccién 5.3, un intervalo de confianza de 95% para
la diferencia wy — wyes X — Y * 2.365 \/s%/6 + 53 /10. Al sustituir X = 83.2, Y = 71.3,
sy = 5.2y sy = 3.1, se encuentra que un intervalo de confianza de 95% para uy — uyes 11.9
+ 5.53,0(6.37, 17.43).

En general, para producir un intervalo de confianza de 100(1 — )%, sea t, 4, €l cuan-
til 1 — a/2 de la distribucién ¢ de Student con v grados de libertad, éste es el valor que corta
un drea de /2 en la cola del lado derecho. Por ejemplo, antes se encontré que t; (s = 2.365.
Después un intervalo de confianza de nivel 100(1 — o)% para la diferencia entre las medias
poblacionales wy — fy, cuando los tamafios muestrales son ny y ny, respectivamente, X — Y

* toan \/S%/nx + s3/ny.
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Sea X|, . .., X,x una muestra aleatoria de tamafio ny de una poblacién normal con me-
dia wy, y Yy, . . ., ¥,y una muestra aleatoria de tamafio ny de una poblacién normal con
media wy. Suponga que las dos muestras son independientes.

Si las poblaciones no necesariamente tienen la misma varianza, un intervalo de con-
fianza de nivel 100(1 — @)% para wy — my s

. %, 9
XY +t,001 X +L (5.21)
ny ny

El nimero de grados de libertad, v, estd dado por

2 2\ 2
s s
X Y
nyx ny . . 2
v=— 3 3 5> redondeado hacia abajo al entero mds cercano.
(sx/nx)” | (sy/ny)

le—] ny—l

Los compuestos con base de resina se usan en odontologia restauradora. El articulo “Reduc-
tion of Polymerization Shrinkage Stress and Marginal Leakage Using Soft-Start Polymeriza-
tion” (C. Ernst, N. Brand y colaboradores, en Journal of Esthetic and Restorative Dentistry,
2003:93-104) presenta una comparacion de la dureza de la superficie de las muestras curadas
durante 40 segundos con fuerza constante con otra de 40 segundos con la fuerza aumentando
en forma exponencial. Quince muestras fueron curadas con cada método. Las curadas con
fuerza constante tuvieron promedio de dureza de superficie (en N/mm?) de 400.9 con desvia-
cion estandar de 10.6. Las curadas con fuerza que aumenta exponencialmente tenian una du-
reza de superficie promedio de 367.2 con desviacion estandar de 6.1. Determine un intervalo
de confianza de 98% para la diferencia en las medias de la dureza entre las muestras curadas
por los dos métodos.

Solucion
Se tiene X = 400.9, sy = 10.6, ny = 15, Y = 367.2, sy, = 6.1 y ny = 15. El niimero de gra-
dos de libertad esta dado por la ecuacién (5.20) como

(10.62 N 6.12>2
p = 2152 152 S =2236~22
(10.62/15)%  (6.12/15)
15— 1 15— 1

De la tabla ¢ (tabla A.3 en el Apéndice A) se encuentra que ty, oo, = 2.508. Se utiliza la ex-
presion (5.21) para encontrar que el intervalo de confianza de 98% es

400.9 — 367.2 + 2.508\/10.62/15 +6.12/15,033.7+17.9.
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Cuando las poblaciones tienen varianzas iguales

Ocasionalmente se presenta una situacién en la que se sabe que dos poblaciones tienen va-
rianzas casi iguales. En estos casos un método que explota este hecho se puede utilizar para
producir intervalos de confianza que son mds angostos que los producidos por el método mas
general descrito antes. Al igual que con el método mds general, ambas poblaciones deben ser
aproximadamente normales. Se presenta un ejemplo.

Dos pesas usuales, cada una etiquetada con 100 g, son pesadas varias veces en la mis-
ma balanza. La primera se pesa durante ocho veces, y la media de la lectura de la balanza es
18.2 g arriba de 100 g, con desviacién estandar de 2.0 ug. La segunda se pesa en 18 ocasio-
nes y la media de las lecturas es 16.4 g arriba de 100 g, con desviacién estandar de 1.8 ug.
Suponga que cada conjunto de lecturas es una muestra de una poblacién aproximadamente
normal. Debido a que se usa la misma balanza para todas las mediciones, y dado que los pe-
sos verdaderos son aproximadamente iguales, es razonable suponer que las desviaciones es-
tdndares poblacionales de las lecturas son las mismas para ambas pesas. Se supone que las
mediciones no estdn sesgadas (es, en realidad, suficiente suponer que el sesgamiento es el
mismo para ambas pesas). Se desea encontrar un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia entre los pesos verdaderos.

Sean X, . . ., Xg las lecturas para la primera pesa, y Y, . . ., Y|g las lecturas para la se-
gunda. Sean uy y uy los pesos verdaderos, que son las medias de las poblaciones de las cuales
se extrajeron estas muestras. Se supone que ambas poblaciones siguen distribuciones normales
con la misma varianza o”. Por tanto, X tiene una distribucién normal con media gy y varianza

/8, y Y tiene una distribucién normal con media uy y varianza o/18. Por tanto, la diferencia
X — Y tiene una distribucién normal con media wy — uy y la varianza o ’(1/8 + 1/18). Dado
que o™ no se conoce, se debe estimar. Se podria estimar esta cantidad utilizando cualesquie-
ra de las varianzas muestrales s3 = S5 (X; = X)2/(8 —1) 052 = S =Y)2/(18—-1).
Pero la mejor estimacién se obtiene al combinar la informacién en ambas muestras. La me-
jor estlmamon es la varianza combinada s (7sX 17sY)/(7 + 17). La varianza combina-
da s es un promedio ponderado de dos varianzas muestrales. Los pesos son iguales a los
tamafios muestrales menos uno. Es 16gico utilizar un promedio ponderado con el propésito de
que la varianza muestral basada en la muestra mas grande cuente mds. Con los valores dados
para sy y sy, el valor de la varianza combinada es sp2 = [7(2.02) + 17(1.82)]/(7 + 17) =
3.4617, asi s, = 1.8606.

La cantidad [(X — Y) — (ux — uy)]/ (s,+/T/8+ 1/18) tiene la distribucién 7 de Stu-
dent con 8 + 18 — 2 = 24 grados de libertad. De la tabla 7, se encuentra que ty, (g5 = 2.064.
Por lo que para 95% de todas las muestras que se puede haber elegido,

(X —Y)— (ux — py)

—2.064
RNV ER VT

< 2.064

Por el razonamiento utilizado en la seccién 5.3, un intervalo de confianza de 95% para uy — wy
es X — Y = 2.064s,,/T/8 + 1/18. Al sustituir X = 18.2, Y = 16.4 y 5, = 1.8606 encuentra
un intervalo de confianza de 95% para uy — wyes 1.8 = 1.6318, o0 (0.1682, 3.4318).
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Sea X|, . .., X,x una muestra aleatoria de tamafio ny de una poblacién normal con me-
dia uyy Yy, . . ., Y,y una muestra aleatoria de tamafio ny de una poblacién normal con
media uy. Se supone que las dos muestras son independientes.

Si se sabe que las poblaciones tienen casi la misma varianza, un intervalo de con-
fianza de nivel 100(1 — @)% para wy — py s

. 1 1
X =Y Etyyiny—2,02Sp . + . (5.22)

. 2 . .
La cantidad s, es la varianza combinada, dada por

o x— Dsg + (ny — Dsj

5.23
P nx+ny—2 ( )

Se utilizé una maquina para llenar botellas de pldstico con blanqueador. Una muestra de 18
botellas tenia una media de volumen de llenado de 2.007 1 y desviacién estandar de 0.010 1.
Después el aparato se cambid de lugar a otra ubicacién. Una muestra de diez botellas llena-
das en la nueva ubicacion tenia una media del volumen llenado de 2.001 1y desviacién estan-
dar de 0.012 1. Se creia que cambiar de lugar la maquina podria haber cambiado la media del
volumen llenado, pero es poco probable haber cambiado la desviacion estandar. Suponga que
ambas muestras provienen de poblaciones aproximadamente normales. Determine un interva-
lo de confianza de 99% para la diferencia entre la media de los volimenes de llenado en las
dos ubicaciones.

Solucion

Se tiene X = 2.007, sy = 0.010, ny = 18, Y = 2.001, sy, = 0.012 y ny = 10. Debido a que se
cree que las desviaciones estandares poblacionales son iguales, se estima su valor comin con
la desviacion estindar combinada, utilizando la ecuacion (5.23). Se obtiene

sp = =0.0107

\/(18 — 1)(0.0102) + (10 — 1)(0.0122)
18+ 10—2
El ndmero de grados de libertad es 18 + 10 — 2 = 26. Se utiliza la expresion (5.22) para de-

terminar el intervalo de confianza de 99%. Consultando la tabla ¢ con 26 grados de libertad,
se encuentra que ty, 05 = 2.779. El intervalo de confianza de 99% es, por tanto,

2.007 — 2.001 £ 2.779(0.0107)4/1/18 + 1/10, 0 0.006 £ 0.012.

No suponga que las varianzas poblacionales son exactamente
iguales sélo porque las varianzas muestrales estan cercanas

El intervalo de confianza dado por la expresién (5.22) requiere que las varianzas poblaciona-
les sean iguales, o casi iguales. En situaciones donde las varianzas muestrales son casi igua-
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les, es tentador suponer que las varianzas poblacionales son también casi iguales. Sin embar-
g0, cuando los tamafios muestrales son pequefios, las varianzas muestrales no son necesaria-
mente buenas aproximaciones a las varianzas poblacionales. Por tanto, es posible que las
varianzas muestrales estén cercanas incluso cuando las varianzas poblacionales estén bastante
alejadas. En general, se debe suponer que las varianzas poblacionales son iguales solamente
cuando se tiene conocimiento acerca de los procesos que produjeron los datos que justifiquen
esta suposicion.

El intervalo de confianza dado por la expresion (5.21) produce buenos resultados en ca-
si todos los casos, si las varianzas poblacionales son iguales o no. (Puede haber excepciones
cuando las muestras son de tamafios muy diferentes.) Por tanto, cuando se duda acerca de si
las varianzas poblacionales son iguales, utilice la expresién (5.21).

Ejercicios para la seccion 5.6

1. Se midi6 cinco veces el contenido de carbono (en partes por

ton, el porcentaje promedio de células que sobrevivian era

millén) para cada una de las dos placas de silicio diferentes.
Las mediciones fueron:

PlacaA: 1.10 1.15 1.16 1.10 1.14
PlacaB: 120 1.18 1.16 1.18 1.15

Determine un intervalo de confianza de 99% para la dife-
rencia en contenido de carbono entre las dos placas.

. En un estudio de la tasa en donde el pesticida hexaconazol
es absorbido a través de piel, se expusieron muestras de piel
a 24 ug de hexaconazol. Se expusieron cuatro muestras du-
rante 30 minutos y otras cuatro fueron expuestas durante 60
minutos. Las cantidades (en ug) que fueron absorbidas fueron

30 minutos: 3.1 3.3 34 3.0
60 minutos: 3.7 3.6 3.7 34

Determine un intervalo de confianza de 95% para la media
de la cantidad absorbida en el intervalo entre 30 y 60 minu-
tos después de la exposicion.

. El articulo “Differences in Susceptibilities of Different Cell
Lines to Bilirubin Damage” (K. Ngai, C. Yeung. y C.
Leung, en Journal of Pediatric Child Health, 2000:36-45)
describe una investigacion respecto de la toxicidad de bili-
rrubina sobre algunas lineas de células. Diez conjuntos de
células de higado humanos y diez conjuntos de células de
fibroblastos de ratén fueron puestos en soluciones de bili-
rrubina en albimina a una proporcion de 1.4 bilirrubina/al-
bimina molar durante 24 horas. En los diez conjuntos de
celdas de higado humanas, el porcentaje promedio de célu-
las que sobrevivian era de 53.9 con desviacion estandar de
10.7. En los diez conjuntos de celdas de fibroblastos de ra-

de 73.1 con desviacién estandar de 9.1. Determine un inter-
valo de confianza de 98% para la diferencia de porcentajes
de superviviencia entre las dos lineas de células.

. Un médico genetista estd estudiando la frecuencia de cierta

mutacién genética en hombres de diferentes edades. Para
diez hombres de 20-29 afos, la media del nimero de se-
cuencias mutantes por ug de ADN era 47.2 y la desviacién
estandar 15.1. Para 12 hombres de 60-69 afios la media era
109.5 y la desviacion estdndar 31.2. Determine un interva-
lo de confianza de 99% para la diferencia en la media de la
frecuencia mutante entre hombres de 20-29 afos y otros de
60-69.

. Durante el verano de 1999 los bombardeos destruyeron mu-

chas instalaciones de almacenamiento de combustible en
Serbia. Por consiguiente, importantes cantidades de produc-
tos de aceite fueron derramadas y quemadas, dando como
resultado contaminacién del suelo. El articulo “Mobility of
Heavy Metals Originating from Bombing of Industrial Si-
tes” (B. §krbié, J. Novakovi¢, y N. Miljevi¢, en Journal of
Environmental Science and Health, 2002:7-16) notifica medi-
ciones de concentraciones de metal pesado en algunos sitios
industriales en junio de 1999, justo después del bombardeo,
y nuevamente en marzo de 2000. En el sitio de Smederevo,
en la rivera del Danubio, se tomaron ocho muestras de tie-
rra en 1999, que tenian una concentracién promedio de plo-
mo (en mg/kg) de 10.7 con una desviacién estdndar de 3.3.
Cuatro muestras tomadas en 2000 tuvieron una concentra-
cién promedio de plomo de 33.8 con desviacion estandar de
0.50. Determine un intervalo de confianza de 95% para el
aumento en la concentracion de plomo entre junio de 1999
y marzo de 2000.
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6. El articulo “Quality of the Fire Clay Coal Bed. Southeastern

Kentuchy” (J. Hower, W. Andrews y cols., en Journal of
Coal Quality, 1994:13-26) contiene mediciones acerca de
muestras de carbon en algunos condados de Kentucky. En
unidades de porcentajes de ceniza, cinco muestras del con-
dado de Knott tenfan un promedio de diéxido de aluminio
(AlO,) de 32.17 y desviacién estdndar de 2.23. Seis mues-
tras de condado de Leslie tenian un promedio de contenido
de AlO, de 26.48 y desviacion estandar de 2.02. Determine
un intervalo de confianza de 98% para la diferencia en el
contenido de AlO, contenido entre las muestras de carbon
de los dos condados.

. El articulo “The Frequency Distribution of Daily Global
Irradiation at Kumasi” (F. Akuffo y A. Brew-Hammond, en
Solar Energy, 1993:145-154) define el indice de claridad
diaria para una ubicacién que estd en la proporcion de irra-
diacién global con la irradiacion extraterrestre. Se tomé me-
diciones en la ciudad de Ibadan, Nigeria, en un periodo de
cinco afios. Para cinco meses de mayo, el promedio del in-
dice de claridad era de 0.498 y tenia 0.036 de desviacién es-
tdndar. Durante cinco meses de julio, el promedio era de
0.389 y la desviacion estandar de 0.049. Encuentre un inter-
valo de confianza de 95% para la diferencia entre las me-
dias de los indices de claridad de mayo y julio.

Intervalos de confianza para la diferencia entre dos medias con pequefias muestras
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El articulo “Permeability, Diffusion and Solubility of Ga-
ses” (B. Flaconneche y colaboradores, en Oil and Gas
Science and Technology, 2001:262-278) describe un estudio
del efecto de la temperatura y otros factores en los coefi-
cientes de transporte de gas en polimeros semicristalinos. El
coeficiente de permeabilidad (en 107 (STP)/cm-s-MPa) de
CO, fue medido para la densidad media extrudida de polie-
tileno tanto a 60°C como 61°C. Los resultados fueron:
60°C: 54 51 61
60 63 62
61°C: 58 60 66 66 68 61 60

67 57 69 60

Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia en el coeficiente de permeabilidad entre 60°C y
61°C.

Una administradora de sistemas computacionales observa
que las computadoras que corren en un sistema operativo
especial parecen paralizarse mds a menudo conforme pasa
el tiempo desde la instalacion del sistema operativo. Ella
mide el tiempo (en minutos) antes de que se paralice para
siete computadoras un mes después de la instalacion, y pa-
ra nueve computadoras siete meses después. Los resultados
fueron:

Un mes después de la instalacion: 207.4 233.1 2159

. Se probaron algunas muestras de carbén de cada una de dos 235.1 225.6 244.4
minas, y se midi6 la capacidad calorifica (en kilocalorias 245.3

por libra) para cada muestra. Los resultados fueron: Siete meses después de la instalacion: 84.3 53.2 127.3

201.3 174.2 246.2

Mina 1: 4167 4268 4159 4285 4229 1494 1564 103.3

4386 4103
Mina?2: 3924 3988 4096 4026 Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
4235 4178 rencia de las medias en el tiempo en que se paraliza entre el

Determine un intervalo de confianza de 90% para la dife-
rencia en la capacidad calorifica entre carbén de la mina 1
y carbén de la mina 2.

. La fuerza de ruptura de palos de hockey de dos compuestos
de grafito-Kevlar diferentes producen los siguientes resulta-
dos (en newtons):

12.

primero y el séptimo meses.

En el articulo “Bactericidal Properties of Flat Surfaces and
Nanoparticles Derivatized with Alkylated Polyethylenimi-
nes” (J. Lin, S. Qiu y colaboradores, en Biotechnology Pro-
gress, 2002:1082-1086), se describen experimentos en los
que se fij6 polietileniminas alquiladas a superficies y a na-
noparticulas para hacerlas bactericidas. En una serie de ex-
perimentos, la eficiencia bactericida contra la bacteria E.

Compuesto A: 4873 4445 4677 4563 449.7 coli fue comparada para un metilado contra un polimero no
4592 4789 461.5 4772 metilado. La media del porcentaje de células de bacterias
Compuesto B:  488.5 5012 4753 4672 4625 muertas con el polimero metilado era de 95 con una desvia-
4997 470.0 469.5 4815 4852 ci6n estandar de 1, y la media del porcentaje de células de
509.3 4793 4783 4915 bacterias muertas con el polimero no metilado era de 70 con

una desviacion estdndar 6. Suponga que se hizo cinco me-

Determine un intervalo de confianza de 98% para la diferencia
entre las medias de la fuerza de ruptura de palos de hockey he-
chos de los dos materiales.

diciones independientes en cada tipo de polimero. Determi-
ne un intervalo de confianza de 95% para el aumento en la
eficiencia bactericida del polimero metilado.
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13. Una muestra de ocho acondicionadores de aire para habita- nido de 46 decibeles y desviacion estandar de 2 decibeles.
cién de cierto modelo tenia una media de presion de sonido Determine un intervalo de confianza de 98% para la diferen-
de media de 52 decibeles (dB) y una desviacién estandar de cia en las medias de presion de sonido entre los dos modelos.

cinco decibeles, y una muestra de 12 acondicionadores de ai-
re de un modelo diferente tenia una media de presioén de so-

5.7

Intervalos de confianza con datos apareados

Los métodos analizados hasta ahora para encontrar intervalos de confianza con base en dos
muestras han requerido que las muestras sean independientes. En algunos casos, es mejor di-
seflar un experimento con el propdsito de que cada elemento en una muestra se empareje con
un elemento en la otra. A continuacién se muestra un ejemplo.

Un fabricante de neumadticos desea comparar el desgaste de la huella de los neumaéticos
hechos de un nuevo material con el de los neumaticos de un material convencional. Un neu-
matico de cada tipo se coloca en cada rueda delantera de cada uno de diez automéviles de uni-
dad de disco de rueda delantera. La eleccion respecto a qué tipo de neumadtico va en la rueda de-
recha y cudl en la izquierda se hace lanzando al aire una moneda. Cada automévil se condu-
ce durante 40 000 millas, entonces se quita los neumaticos y se mide la profundidad de la hue-
lla de cada uno. En la figura 5.15 se presenta los resultados.
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FIGURA 5.15 Profundidad de la huella para diez pares de neumaticos.

La columna del lado derecho de la figura 5.15 presenta los resultados para los 20 neu-
maticos. Hay coincidencia considerable en el desgaste de la huella para las dos muestras. Es
dificil decir de la columna si hay una diferencia entre las clases vieja y nueva de neumético.
Sin embargo, cuando los datos se revisan en pares, estd claro que, en general, los neumadticos
del nuevo tipo tienen mds huella que los de la vieja clase. La razén de analizar los pares es
presentar un esquema mds claro del resultado, que los automéviles varian mucho en cuanto
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al desgaste que tienen. Automéviles pesados, y los que tienen patrones de manejo que impli-
can muchos arranques y paradas, generalmente producen mds desgaste que otros. Los datos
agregados en la columna de la derecha de la figura incluyen esta variabilidad entre los auto-
méviles, asi como variabilidad en el desgaste de las llantas. Cuando los datos se consideran
en pares, la variabilidad entre los automdviles desaparece, porque ambas llantas en un par
provienen del mismo automévil.

La tabla 5.1 presenta, para cada automdvil, las profundidades de las huellas, asi como
la diferencia entre ellas. Se desea encontrar un intervalo de confianza de 95% para la media
de la diferencia en el desgaste de la huella entre materiales viejos y nuevos en una forma que
resulta ventajosa para reducir la variabilidad producida por el disefio apareado. La forma de
hacer esto ultimo es pensar en una poblacién de pares de valores, en la cual cada par consis-
te de mediciones de un tipo viejo y de un nuevo tipo de neumatico en el mismo automavil.
Para cada par en la poblacién, hay una diferencia (nuevo-viejo), por lo que hay una poblacién
de diferencias. Los datos constituyen, entonces, una muestra aleatoria poblacional de pares y
sus diferencias representan una muestra aleatoria poblacional de diferencias.

TABLA 5.1 Profundidades de la huella, en mm, para neumaticos hechos
de materiales nuevos y viejos

Automovil
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Material nuevo 435 500 421 503 571 461 4.70 6.03 3.80 4.70

Material viejo  4.19 4.62 404 472 552 426 4.27 624 346 4.50
Diferencia 0.16 038 0.17 031 0.19 035 043 -021 034 0.20

Con el propésito de poner lo anterior en notacion estadistica, sea (X;, Y}), . . . , (Xi0, Y10)
los diez pares observados, con X; representando la huella del neumatico hecho del nuevo ma-
terial del i-ésimo automovil y Y; representando la huella del neumadtico hecho del material vie-
jo del i-ésimo automovil. Sea D; = X; — Y, las diferencia entre las huellas para los neumaticos
del i-ésimo automdvil. Sean uy y wy las medias poblacional para X y ¥, respectivamente. Se
desea encontrar un intervalo de confianza de 95% para la diferencia uy — wy. Sea wp, la me-
dia poblacional de diferencias. Entonces u, = wy — py. En consecuencia, un intervalo de
confianza para up también serd un intervalo de confianza para puy — py.

Dado que la muestra D, . . ., D, es una muestra aleatoria de una poblacién con media
MWp, es posible utilizar métodos para encontrar intervalos de confianza para w,. En este ejem-
plo, puesto que el tamafio muestral es pequeiio, se usa el método ¢ de Student de la seccién
5.3. Los valores observados de 1la media muestral y la desviacion estdndar muestral son

D=0232 s,=0.183

El tamafio muestral es diez, por lo que hay nueve grados de libertad. El valor adecuado ¢ es
fg, 0,025 = 2.262. Por tanto, con la expresion (5.9) (de la seccién 5.3) el intervalo de confianza
es 0.232 = (2.262)(0.183)/\5‘W, 0 (0.101, 0.363). Cuando el nimero de pares es grande, los
métodos de grandes muestras de la seccidn 5.1, especificamente la expresion (5.1), se pueden
utilizar.
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Sea Dy, . . ., D, una muestra aleatoria pequefia (n = 30) de diferencias de pares. Si la
poblacién de diferencias es aproximadamente normal, entonces un intervalo de confian-
za de nivel 100(1 — &)% para la media de la diferencia u,, estd dado por

Dty rap (5.24)
n

7

Observe que este intervalo es el mismo que el que se obtiene con la expresion (5.9).

Si el tamafo muestral es grande, un intervalo de confianza de nivel 100(1 — a)%
para la media de la diferencia w, estd dado por

E + 2020y (525)

En la prictica o5 se aproxima con sp/\n. Observe que este intervalo es el mismo que
el que se obtiene con la expresion (5.1).

Ejercicios para la seccion 5.7

1. El articulo “Simulation of the Hot Carbonate Process for 2. El articulo “Effect of Refrigeration on the Potassium Bitar-

Removal of CO, and H,S from Medium Btu Gas” (K. Park
y T. Edgar, en Energy Progress, 1984:174-180) presenta
una ecuacion que utilizé para calcular la presion de vapor
en equilibrio del CO, en una solucién de carbonato de po-
tasio. Se midio la presién de equilibrio real (en kPa) en nueve
reacciones diferentes y se compar6 con el valor calculado
por una ecuacion. Los resultados se presentan en la tabla si-
guiente:

Reaccion Estimado Experimental Diferencia

1 45.10 42.95 2.15
2 85.77 79.98 5.79
3 151.84 146.17 5.67
4 244.30 228.22 16.08
5 257.67 240.63 17.04
6 44.32 41.99 2.33
7 84.41 82.05 2.36
8 150.47 149.62 0.85
9 253.81 245.45 8.36

Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia de medias entre las presiones estimadas y reales.

trate Stability and Composition of Italian Wines” (A. Ver-
san, D. Barbanti y colaboradores, en Italian Journal of Food
Science 2002:45-52) notifica un estudio en el que los ocho
tipos de vino blanco tenfan su concentracion de dcido tarta-
rico (en g/1), medido tanto antes como después de un proce-
so de estabilizacion frio. Las resultados se presentan en la
tabla siguiente:

Tipo de vino Antes Después Diferencia

1 2.86 2.59 0.27
2 2.85 247 0.38
3 1.84 1.58 0.26
4 1.60 1.56 0.04
5 0.80 0.78 0.02
6 0.89 0.66 0.23
7 2.03 1.87 0.16
8 1.90 1.71 0.19

Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia de medias entre las concentraciones de dcido tartari-
co antes y después del proceso de estabilizacion frio.



3. En un experimento para determinar si hay una diferencia
sistemadtica entre los pesos obtenidos con dos balanzas dife-
rentes, se pesaron diez ejemplares de rocas, en gramos, en
cada balanza. Se obtuvieron los siguientes datos:

Ejemplar Peso en la balanza 1 Peso en la balanza 2

1 11.23 11.27
2 14.36 14.41
3 8.33 8.35
4 10.50 10.52
5 23.42 23.41
6 9.15 9.17
7 13.47 13.52
8 6.47 6.46
9 12.40 12.45
10 19.38 19.35

Suponga que la diferencia entre las balanzas, si es que hay
alguna, no depende del objeto pesado. Determine un inter-
valo de confianza de 98% para esta diferencia.

. En un tipo especifico de motor, el volante esta sujeto al blo-
que de brida del cigiiefial mediante ocho pernos, que se de-
ben apretar en secuencia. Un ingeniero quiere determinar
qué diferencia existe entre el par de torsién del primero y el
dltimo perno que se apretd. En una muestra de siete motores,
se mide el par de torsion en cada uno de estos pernos. Los
siguientes son los valores, en N-m, para los pernos 1 y 8.

Motor Perno 1 Perno 8
1 105.28 105.38
2 105.03 105.96
3 104.53 105.19
4 104.68 105.61
5 104.98 105.42
6 105.21 105.20
7 105.30 105.98

Determine un intervalo de confianza de 90% para la dife-
rencia entre los pares de torsion.

. En un estudio de tiempo de disolucion de diferentes dulces,
nueve personas disolvieron una pieza de chocolate y una
pieza de dulce de azicar y mantequilla. Los tiempos de di-
solucidn, en segundos, se presentan en la tabla siguiente:
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Dulce de azucar

Persona Chocolate y mantequilla
1 51 53
2 47 40
3 90 155
4 65 90
5 27 33
6 105 68
7 90 72
8 54 52
9 93 71

Determine un intervalo de confianza de 98% para la dife-
rencia entre la media de tiempos de disolucion de chocola-
te y caramelo de azicar y mantequilla.

. Una muestra de diez camiones diesel fue operada tanto ca-

liente como fria para calcular la diferencia en el ahorro de
combustible. Los resultados, en milla/galén, se presentan en
la tabla siguiente. (De “In-use Emissions from Heavy-Duty
Diesel Vehicles, ” J. Yanowitz, tesis de doctorado, Escuela
de Minas, de Colorado, 2001.)

Camiéon Caliente Frio
1 4.56 4.26
2 4.46 4.08
3 6.49 5.83
4 5.37 4.96
5 6.25 5.87
6 5.90 5.32
7 4.12 3.92
8 3.85 3.69
9 4.15 3.74

10 4.69 4.19

Determine un intervalo de confianza de 98% para la dife-
rencia en la media del millaje de combustible entre motores
calientes y frios.

Para una muestra de nueve automoviles, se mide el millaje
(en mil millas) de los patines de frenos frontales originales
que se han desgastado 10% de su espesor original, asi como
el millaje de los patines de los frenos traseros originales que
se han desgastado 10% de su espesor original. Los resulta-
dos estdn dados en la tabla siguiente:
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Automovil Delanteros Traseros
1 32.8 41.2
2 26.6 352
3 35.6 46.1
4 36.4 46.0
5 29.2 39.9
6 40.9 51.7
7 40.9 51.6
8 34.8 46.1
9 36.6 473

Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia en la media de tiempos de vida entre los patines de
frenos delanteros y traseros.

. Con referencia al ejercicio 7, alguien sugiere que el disefio
emparejado sea reemplazado con un disefio en el que se se-
leccionan 18 automéviles, se mide el tiempo de vida de los
frenos delanteros en nueve de ellos, y se mide el tiempo de
vida de los frenos traseros en los otros nueve. Después se
construye un intervalo de confianza para la diferencia entre
las medias usando la expresion (5.21) (de la seccién 5.6). Fl
afirma que este disefio producird un intervalo de confianza
mads preciso, ya que se utilizard 18 automdviles en lugar de
nueve.

a) (El nuevo disefio producird un intervalo de confianza
valido? Explique.

b) (Es probable que el intervalo de confianza producido
por el nuevo diseflo serd mds preciso que, menos preci-
so que, o casi con la misma precisién que el intervalo de
confianza producido por el disefio apareado? Explique.
(Sugerencia: busque en la figura 5.15.)

. Un fabricante de neumadticos estd interesado en probar el
ahorro de combustible para dos patrones de huellas diferen-
tes. Los neumdticos de cada tipo de huella son conducidos
durante mil millas en cada uno de 18 automdviles diferen-
tes. Los millajes, en milla/galdn, se presentan en la tabla si-
guiente:

10.

Automovil Huella A Huella B
1 24.1 20.3
2 22.3 19.7
3 24.5 22.5
4 26.1 23.2
5 22.6 20.4
6 23.3 23.5
7 22.4 21.9
8 19.9 18.6
9 27.1 25.8

10 23.5 21.4
11 254 20.6
12 24.9 23.4
13 23.7 20.3
14 23.9 22.5
15 24.6 23.5
16 26.4 24.5
17 21.5 22.4
18 24.6 24.9

a) Determine un intervalo de confianza de 99% para la me-
dia de la diferencia en el ahorro de combustible.

b) Un intervalo de confianza basado en los datos de la ta-
bla tiene un ancho = 0.5 milla/galén. ;El nivel de este
intervalo de confianza estd mds cerca de 80%, de 90% o
de 95%?

Con referencia al ejercicio 9, en un experimento distinto se
equipararon 18 automéviles con neumadticos con huellas del
tipo A, y 18 del tipo B. Cada automdvil se condujo mil millas.
Los automéviles con huellas del tipo A promediaban 23.93
milla/galén, con desviacion estandar de 1.79 milla/galén. Los
automoviles con huellas de tipo B promediaban 22.19 milla-
/galén, con desviacion estdndar de 1.95 milla/galén.

a) ;Qué método se debe usar para determinar un intervalo
de confianza para la diferencia entre las medias de los
millajes de dos tipos de huellas: la expresion (5.24) (de
esta seccion) o la expresion (5.21) (de la seccion 5.6)?

b) Usando el método adecuado, determine un intervalo de
confianza de 99% para la diferencia entre las medias de los
millajes de los dos tipos de huella.

¢) (Es el intervalo de confianza encontrado en el inciso b)
mas ancho que el encontrado en el ejercicio 9? ;Por qué
esto es asi?
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5.8 Uso de simulacion para construir
intervalos de confianza

Si X, ..., X, son variables aleatorias independientes con desviaciones estdndares conocidas,
o, ...,0,yU=UX,...,X,)esuna funcién de X|, . . ., X,, entonces el método de la
propagacion del error (véase el capitulo 3) se puede utilizar para calcular la desviacion estdn-
dar, o la incertidumbre, en U. Si ademds las variables aleatorias X|, . . . , X, estdn distribuidas
aproximadamente normales, se da con frecuencia el caso (no siempre) de que también U se
distribuye aproximadamente normal. En estos casos se puede utilizar la expresion (5.13) (de la
seccién 5.3) para calcular un intervalo de confianza para la media de p; de U. Con el prop6si-
to de determinar si U estd distribuida aproximadamente normal, se puede utilizar la simulacion.

Para dar un ejemplo concreto, suponga que se fabrican lavadoras de acero, cuyos radios
estdn distribuidos normalmente con media u, desconocida y desviacion estdndar conocida
or = 0.1 cm. Se observa que una sola lavadora, seleccionada aleatoriamente, tiene un radio
de R = 2.5 cm. Debido a que R proviene de una poblacién normal con desviacién estandar
conocida, se puede utilizar la expresion (5.13) para encontrar un intervalo de confianza para
la media del radio wg. Un intervalo de confianza de 95% para uyz es R £ 1.960; = 2.5 *
0.196. Ahora se considera el 4rea de la lavadora. Esta es A = TR*> = 3.14(2.52) = 19.63 cm”.
Se puede usar el método de la propagacion del error (ecuacion 3.10 de la seccién 3.3) para
calcular la desviacion estdndar, o la incertidumbre, o4, por

_|da
94= 4R

og =27 Rog =2(3.14)(2.5)(0.10) = 1.57 cm?

Ahora se tiene un solo valor muestreado A = 19.63, poblacional de todas dreas posi-
bles, y se tiene una estimacion de la desviacion estdndar de esta poblacién, o, = 1.57. ;Se
puede encontrar un intervalo de confianza para la media w, del drea? Si la distribucién de
areas estuviera distribuida normalmente, se podria encontrar un intervalo de confianza para
4 con el mismo método usado para g, obteniendo A = 1.960, = 19.63 * 1.96(1.57). La
suposicidn de normalidad es necesaria para justificar este método. ;Como se puede determi-
nar si la distribucién de las dreas es normal? Si se tuviera una muestra grande de areas, se po-
dria construir una gréfica de probabilidad normal. No se tiene una muestra grande de dreas,
pero se puede simular una, como se muestra a continuacién (véase la seccién 4.11 para un
andlisis de los principios bésicos de simulacién).

Se empieza por generar una muestra grande de radios simulados R*. Se quiere que la
distribucién poblacional de la cual se extrae la muestra esté tan cerca como sea posible a la dis-
tribucién poblacional a partir de la cual se extrajo la observacién R = 2.5. Se sabe que el va-
lor R = 2.5 fue extraido de una poblacién normal con oz = 0.1. No se conoce ug, pero se
puede utilizar el valor observado R = 2.5 como una aproximacion a wy para propoésitos de la
simulaci6n. Por tanto, se generard una muestra grande de radios simulados R, . . . , Ry de una
distribucién N(2.5, 0.1%). (La notacién R}indica que ello representa un valor simulado, en lu-
gar de un valor observado en un experimento verdadero.)

Para entender exactamente qué se puede hacer con los valores simulados, imagine que
se tenfa una muestra grande de lavadoras verdaderas, y que sus radios Ry, . . . , R, se habian
determinado. ;Cudles son la similitudes y las diferencias entre la muestrareal R;, ..., R,y
la muestra simulada R7, . . ., R3? La muestra verdadera proviene de una poblacién que estd
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normalmente distribuida, se sabe que la desviacion estandar es de 0.1, y su media u, es des-
conocida. La muestra simulada proviene de una poblacién que también estd distribuida nor-
malmente, cuya desviacion estdndar es también igual a 0.1, y cuya media se ha establecido de
2.5 (el valor de una observacién verdadera de R). Por tanto, la poblacién simulada tiene la
misma forma (normal) y la extension (desviacion estandar) poblacional real. Las poblaciones
simuladas y reales tienen medias diferentes (2.5 para la poblacién simulada y el valor desco-
nocido uy para la poblacién real).

Ahora para cada R¥ se calcula un drea simulada A¥ = mR}>. Imagine que se tenfa una
muestra verdadera de radios, R, . . ., R,, y se calcula una muestrareal A, . . . , A,, de areas
de ésta. Debido a que la muestra de radios simulados R, . . ., R} proviene de una poblacién
cuya forma y extensién son las mismas que la de la poblacién real de radios, es razonable su-
poner que la muestra simulada de dreas A, . . ., A} proviene de una poblacién cuya forma y
extensién son muy similares a la poblacion verdadera de areas. En otras palabras, es razona-
ble suponer que la desviacion estdndar muestral simulada A7, . . ., A} es cercana a la desvia-
cién estindar muestral o, y es razonable suponer que si la muestra simulada A7, . . . , A}
proviene de una poblacién que es aproximadamente normal, la poblacién verdadera de areas
es también aproximadamente normal. Sin embargo, la media poblacional simulada de areas
diferird de la media poblacional verdadera de las dreas. La razén de esto es que las medias de
las poblaciones simuladas y reales de radios son diferentes. La media poblacional simulada
de dreas serd cercana a un valor observado verdadero de A, que es 19.63. La media poblacio-
nal verdadera de areas es el valor desconocido .

Se construye una grafica de probabilidad normal para A7, . . ., A} Si se muestra que la
poblacién de dreas es aproximadamente normal, entonces se puede suponer que el verdadero
observado proviene de una poblacién aproximadamente normal, y se puede encontrar un in-
tervalo de confianza para u,. La figura 5.16 presenta una grafica de probabilidad normal pa-
ra una muestra de 1 000 areas. Con excepcion de algunos puntos en cualesquiera de los
extremos, la suposicién de normalidad parece bien satisfecha.
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FIGURA 5.16 Grifica de probabilidad normal para 1 000 dreas simuladas. La suposicién
de normalidad estd justificada.
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El valor observado de A en realidad es A = 19.63. La desviacion estdndar de la pobla-
cién de la que A fue extraida, calculada con el método de propagacioén del error, es o4 = 1.57.
Debido a que esta poblacién es aproximadamente normal, un intervalo de confianza de 95%
para la media w, del drea es 19.63 £ 1.96(1.57), o (16.55, 22.71).

En el intervalo de confianza apenas calculado, la desviacién estdndar o4 se obtuvo con
el método de propagacién del error. Es también aceptable usar la desviacién estdndar mues-
tral de valores simulados A7, . . ., A} para estimar o 4. En los mil valores que se simularon, la
desviacion estdndar muestral fue de 1.5891, que estaba cerca del valor 1.57 calculado por la
propagacion del error. Este acercamiento es tipico.

Es importante observar que el centro del intervalo de confianza es el verdadero valor
observado A, y no la media del valor simulado A*. La razén para esto tltimo es que se estd
determinando un intervalo de confianza para la media poblacional verdadera de dreas u,, y el
valor observado A se ha muestreado de esta poblacion. Los valores simulados se han mues-
treado de una poblacién cuya media es diferente a la poblacién verdadera. Por tanto, A* no es
una eleccién adecuada para el centro del intervalo de confianza.

El método apenas descrito puede ser muy titil cuando se hacen mediciones cuyos erro-
res de medicion estdn distribuidos normalmente. Se presentan algunos ejemplos.

La longitud y el ancho de un rectdngulo se midende X = 3.0 £ 0.1y Y = 3.5 = 0.2 cm, res-
pectivamente. Suponga que las mediciones provienen de poblaciones normales y no tienen
sesgos. Suponga que se conocen las desviaciones estandares oy = 0.1 y oy = 0.2. Determi-
ne un intervalo de confianza de 95% para el drea del rectdngulo.

Solucion

Sea A = XY la medida del 4rea de un rectdngulo. El valor observado de A es A = (3.0)(3.5)
= 10.5. Se usara el método de propagacidn del error para calcular o,. Entonces se utilizard
la simulacién para comprobar que la distribucién de A es aproximadamente normal. Para cal-
cular o, primero se calculan las derivadas parciales de A con respecto a Xy Y.

0A 0A
— =Y =35 — =X=30
X aY

La desviacion estdndar o4 se estima con
9AY L (A o
o = — ] o — | o
A ox ) X T \ar )Y

=1/(3.52(0.1)2 + (3.0)2(0.2)2
= 0.6946

Para comprobar la normalidad, se generan mil valores simulados X7, . . ., X7} oo de una dis-
tribucién N(3.0, 0.1%), y otros mil Y%, . . ., ¥} o de una distribucién N(3.5, 0.1%). Observe que
se utilizaron los valores observados 3.0 y 3.5 para hacer una aproximacién de las medias des-
conocidas uy y umy (que es la longitud y el ancho, verdadero, respectivamente) para propdsitos
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de simulacién. Después se calcula 1 000 dreas simuladas A7, . . . , A ooo- Una grifica de pro-
babilidad normal se presenta en la figura siguiente. La suposicién de la normalidad esta jus-
tificada. Un intervalo de confianza de 95% para el area del rectangulo es 10.5 = 1.96(0.6946).

T T T T T T
0.999 - N

0.99 - b

0.95 -
09 b

0.75 b
05 h
0.25 - B

0.1 1
0.05 - n

0.01 + ]

0.001 - N
8 9 10 11 12 13

Nota técnica: En el ejemplo 5.27 se estd encontrando un intervalo de confianza para la
media u, del drea medida. El drea verdadera del rectangulo es el producto de la longitud ver-
dadera por el ancho verdadero, que es wyuy. El valor u, es un poco diferente del producto
Mxty, pero la diferencia es despreciable para propdsitos practicos.

Dos resistores, cuyas resistencias se miden de X y Y, estan conectados en paralelo. Se calcu-
la la resistencia total con R = (XY)/(X + Y). Supongaque X = 10.0 = 1.0Q, Y = 20.0 = 2.0
Q, y que X'y Y provienen de poblaciones normales y no tienen sesgos. Encuentre un interva-
lo de confianza de 95% para la resistencia total.

Solucion
El valor observado de R es (10)(20)/(10 + 20) = 6.667 Q. Para calcular o, primero se calcu-
lan las derivadas parciales de R:

IR Y \
g — 0.4444
X X+Y

R X V
= =0.1111
Y X+Y

Ahoraoy =1Qy oy =2 Q. Por tanto,

_ [(ORY ,  [dRY ,
"= (ax) 5T (ay) o

= 1/(0.4444)2(1)> + (0.1111)2(2)2

=0.497 Q
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Para comprobar la normalidad, se han generado mil valores simulados X7, . . . , X7 oo de una
distribucién N(10, 1.0%), y mil Y7, . . ., Y% g0 de N(20, 2.0%). Observe que se utilizan los va-
lores observados 10 y 20 para aproximar las medias wy y py para propdsitos de simulacion.
Después se calculan mil valores simulados R7, . . ., R} - En la siguiente figura se muestra
una grafica de probabilidad normal. La suposicién de normalidad esta justificada. Un interva-
lo de confianza de 95% para la resistencia total es 6.667 = 1.96(0.497).

0.999 - °
0.99 - B

095 b
09 h
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0.5 B

025 4

0.1 - -
0.05 1

0.01 |- 4
0.001 |- o 4

La nota técnica que se muestra después del ejemplo 5.27 también se aplica al ejemplo
5.28. Se estd determinando realmente un intervalo de confianza en realidad para la media up
de la resistencia total medida. Esta media uy es un poco diferente de la resistencia total ver-
dadera pyuy/(y + wy), pero la diferencia es despreciable para propdsitos practicos.

En algunos casos la distribucién de una funcién U(X|, . . ., X,,) no es normal, aun cuan-
do Xi, . .., X, son normales. Por esta razén es importante comprobar la normalidad con una
simulacién. El ejemplo 5.29 proporciona una muestra.

La masa de una roca se mide de M = 10 = 0.4 g, y su volumen se mide de V = 1.0 = 0.2
ml. Se calcula la densidad con D = M/V. Se supone que M y V provienen de poblaciones nor-
males y no tienen sesgos. ;D estd distribuida normalmente? ;Se puede utilizar el método des-
crito en los ejemplos 5.27 y 5.28, que estd basado en la curva normal, para encontrar un
intervalo de confianza de 95% para la densidad de la roca?

Solucion
Se generan mil valores simulados M, . . ., M7 o de una distribucién de N(10, 0.4%), y mil
mds V¥, . .., Vi de una distribucién N(1.0, 0.2%). Después se calculan los valores D¥ =

M1V} Una gréfica de probabilidad normal de los D} se muestra en la figura siguiente. La su-
posicién de normalidad no estd justificada. El método basado en la curva normal no se pue-
de utilizar para encontrar un intervalo de confianza para la densidad de la roca.
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Intervalos de confianza usando estimacion bootstrap

Cuando se extrae una muestra de una poblacién que no es normal, y se requiere un intervalo
de confianza, se pueden utilizar los métodos basados en la estimacién bootstrap (véase la sec-
cion 4.11). Existen muchos de estos métodos; aqui se presenta uno simple y se muestra como
utilizarlo para construir un intervalo de confianza para una media poblacional.

Se considerard el siguiente ejemplo. El articulo “In-use Emissions from Heavy Duty
Diesel Vehicles” (J. Yanowitz, tesis de doctorado, Escuela de Minas, de Colorado, 2001) pre-
senta mediciones de eficiencia del combustible (en milla/galén) de una muestra de siete ca-
miones. Los datos son los siguientes:

7.69 497 456 649 434 624 445

Se supone que ésta es una muestra aleatoria de una poblacion de camiones, y que se de-
sea construir un intervalo de confianza de 95% para la media u de la eficiencia de combusti-
ble de esta poblacién. Al observar la muestra se sugiere que hay una separacién cerca de la
mitad de la distribucién, ya que no hay ningtin camién en la muestra con valores entre 5 y 6.
Por tanto, no se podria suponer que los datos fueran normales. La estimacién bootstrap pro-
porciona un método para construir un intervalo de confianza, cuyo nivel serd aproximadamen-
te de 95% (o cualquier otro valor que se podria especificar).

Para construir un intervalo de confianza de estimacion bootstrap, se deben extraer mues-
tras de estimacion bootstrap de los datos. Una muestra de estimacion bootstrap es del mismo
tamafio que los datos, extraida con reemplazo. Para describir esto dltimo con detalle, se de-
notan los valores en una muestra aleatoria por X, . . . , X,,. Imagine colocar estos valores en
una caja y extraer uno al azar. Este serfa el primer valor de la muestra de estimacién boots-
trap; se le denota con X7}. Después se regresa a X7 a la caja, y se extrae otro valor, X5. Se con-
tinda de este modo hasta que se ha extraido n valores X%, . . ., X*. Esta es una muestra de
estimacion bootstrap. Observe que cada valor en la muestra de estimacién bootstrap se ha ex-
traido de la muestra de datos completa, por lo que es probable que algunos valores aparece-
rdn mas de una vez mientras que otros no lo harén.

Se extrajeron mil muestras por estimacion bootstrap de los datos especificos del millaje.
Los primeros diez y el dltimo de éstos se presentan en la tabla 5.2. La media muestral se calcu-
la para cada muestra de estimacién bootstrap.
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TABLA 5.2 Muestras de estimacién bootstrap de los datos del millaje

Muestra Valores de la muestra Media muestral
1 497 649 7.69 497 769 456 445 5.8314
2 6.24 497 456 497 456 624 7.69 5.6043
3 434 445 456 445 624 497 434 4.7643
4 445 649 7.69 624 497 445 434 5.5186
5 624 434 445 7.69 456 434 445 5.1529
6 434 497 7.69 497 6.24 624 6.24 5.8129
7 445 649 624 497 434 7.69 434 5.5029
8 6.49 7.69 497 649 649 434 4.56 5.8614
9 7.69 445 445 445 445 456 4.56 4.9443
10 6.24 456 497 6.49 445 497 6.24 54171
1 000 434 7.69 445 456 7.69 445 7.69 5.8386

Para construir un intervalo de confianza de estimacioén bootstrap, se deben extraer mu-
chas muestras de estimacion bootstrap (mil como minimo). Debido a que se quiere un inter-
valo de confianza para la media u poblacional, se calcula la media muestral para cada muestra
de estimacion bootstrap. Sea X7 la media de la i-ésima muestra de estimacion bootstrap. De-
bido a que se quiere que el nivel del intervalo de confianza esté tan cerca de 95% como sea
posible, se determina el intervalo que contiene a 95% del intermedio de las medias muestra-
les de estimacién bootstrap. Los puntos finales de este intervalo son 2.5 percentil y 97.5 per-
centil de la lista de las medias de estimacién bootstrap. Se denotan estos percentiles por X*,s
y X’7s, Tespectivamente.

Se calcularon estos percentiles para los datos del millaje. Las siguientes son las 26 mds
pequefias y 26 mds grandes de las mil muestras de estimacién bootstrap X7.

26 mds pequefias:  4.4929 4.4971 4.5357 4.5400 4.5514 4.5557 4.5557 4.5829
4.5986 4.6143 4.6429 4.6457 4.6729 4.6729 4.6900 4.6943
47014 47157 47257 4.77257 477329 47371 47414 4.7486
47643 4.7643

26 més grandes: 6.4757 6.4757 6.4800 6.4900 6.4986 6.5214 6.5443 6.5543
6.5929 6.5929 6.6257 6.6257 6.6471 6.6671 6.6900 6.6929
6.7057 6.7129 6.7514 6.7971 6.7971 6.8486 6.9329 6.9686
7.0714 7.1043

Utilizando el método del célculo de percentiles presentado en el capitulo, el percentil
2.5 es el promedio de los 250. y 260. valores en la muestra ordenada de mil, y el percentil
97.5 es el promedio de los valores 9750. y 9760. Por tanto, en este caso X5 = 4.7643 y X5
= 6.4757.

Ahora hay dos métodos disponibles para construir el intervalo de confianza; cudl serd
el mejor es un tema de cierta controversia. En el método 1, el intervalo de confianza es (X%,s,
X%5). El método 2 utiliza la media X de la muestra original, ademds de los percentiles; con
el método 2 el intervalo de confianza es (2X — X%;s, 2X — X%,5). Para los datos del millaje, el
intervalo de confianza de 95% por el método 1 es (4.7643, 6.4757).
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La media muestral para los datos del millaje es X = 5.5343. Por tanto, el intervalo de con-
fianza de 95% calculado por el método 2 es

(2(5.5343) — 6.4757, 2(5.5343) — 4.7643) = (4.5929, 6.3043)

Para este caso especifico, los intervalos de confianza de los dos métodos son similares.

Dada una muestra aleatoria Xi, . . . , X,, de una poblacién con media w, un intervalo de
confianza de estimacién bootstrap para w con nivel aproximado de 100(1 — )% se
puede calcular como se muestra a continuacion:

B Extraiga un gran nimero m (m = 1 000) de muestras de estimacién bootstrap de
tamafio n con reemplazo de X, . . ., X,

e

B Calcule la media de cada muestra de estimacion bootstrap. Denote estas medias de
estimacién bootstrap por X§, ..., X&.

B Calcule los percentiles 100042 y 100(1 — 0/2) de las medias de estimacién. Deno-
te estos valores X5, X _ an-

B Hay dos métodos para calcular el intervalo de confianza.
Método 1: ()_(2/2, }_(T — a/Z) Método 2: (2)_( - }_(T — al2s 2}_( - )_(2/2)

Aunque al principio no es obvio, existe una conexién entre el método de estimacién
bootstrap presentado aqui para el calculo de los intervalos de confianza para una media po-
blacional y el de grandes muestras basado en la curva normal. En ambos casos el ancho del
intervalo de confianza debe idealmente ser igual al ancho de 95% intermedio de la distribu-
cién de la media muestral X. Cuando el tamafio muestral es grande, la distribucién de X si-
gue la curva normal, por lo que el ancho del intervalo de confianza de 95% es puesto para
igualar el ancho de 95% intermedio de la distribucién normal (véase la figura 5.1 en la sec-
cién 5.1). Se utiliza la estimacién bootstrap cuando la distribucién de X no es necesariamen-
te normal. La coleccién de las medias muestrales de estimacién bootstrap X se aproxima a
una muestra aleatoria de la distribucién de X, por lo que esta coleccién, en vez de la curva
normal, constituye la base para el intervalo de confianza. El ancho del intervalo de confianza de
estimacion bootstrap es puesto para igualar el ancho de 95% intermedio de la media muestral
de estimaci6n bootstrap con el fin de aproximar el ancho de la distribucién desconocida de X.

Hay muchos métodos diferentes para calcular intervalos de confianza de estimacién
bootstrap. Los métodos simples que aqui se presentan funcionan bien cuando la poblacién de
la cual se extrajo la muestra de estimacién bootstrap es aproximadamente simétrica, pero no
funcionan bien cuando estd muy sesgada. Se han desarrollado métodos mas sofisticados que
producen buenos resultados con condiciones mas generales. Se puede encontrar informacién
adicional sobre este tema en Efron y Tibshirani (1993).

Uso de simulacion para evaluar intervalos de confianza

Un intervalo con nivel de confianza del 100(1 — )% es el que se calcula mediante un pro-
cedimiento que tiene éxito en contener el valor verdadero para el 100(1 — )% de todas las
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muestras que posiblemente se pudiera extraer. Cuando los supuestos que gobiernan el uso de
un método son incumplidos, esta tasa de éxito (también llamada la probabilidad de cober-
tura) podria ser mds baja. Con frecuencia, en la practica, los supuestos no son validos. Algu-
nos métodos son muy sensibles a sus suposiciones, en lo que respecta a la probabilidad de
cobertura puede ser mucho menos del 100(1 — )%, aun cuando los supuestos son solamente
incumplidos. Otros métodos son “robustos”, ello significa que la probabilidad de cobertura no
se va muy por debajo del 100(1 — )% en tanto sus suposiciones se satisfagan de manera
aproximada. La ventaja de un método robusto es que es ttil en una amplia gama de condicio-
nes y requiere menos preocupacion acerca de sus suposiciones. Los experimentos de simula-
cioén proporcionan una buena manera de valorar la robustez de un procedimiento estadistico.
En seguida se presenta un experimento que serd instructivo respecto a la robustez del método
t de Student para construir intervalos de confianza para una media poblacional (expresion 5.9
en la seccion 5.3).

La distribucién ¢ de Student se puede utilizar para construir intervalos de confianza pa-
ra una media poblacional, siempre que la muestra provenga de una poblacién que sea “apro-
ximadamente” normal. Se realizard un experimento de simulacién para tener un poco de
percepcion de como se puede hacer burdamente esta aproximacion. La siguiente figura mues-
tra la funcién de densidad de probabilidad para la distribucién I'(2.5, 0.5) (que también se co-
noce como distribucién Ji-cuadrada con cinco grados de libertad). Estd bastante sesgada y no
se parece a la curva normal. La media de esta poblacién es . = 5. Si el método ¢ de Student se
aplica a muestras de tamafio 5 de esta poblacion, ;qué proporcién de veces el intervalo de
confianza de 95% contendra la media verdadera?

0.05

0 I I J
0 5 10 15 20

Funcién gammaconr =25y A=0.5

Para abordar esta pregunta, se generan 10 000 muestras de tamafio 5 de la distribucion
(2.5, 0.5). Se denota la i-ésima muestra mediante X7i;, X5;, X3, X4, X%; denote su media
muestral por medio de X7; y la desviacién estandar muestral por s. Para cada muestra se cal-
cula un intervalo de confianza usando la férmula por un intervalo de confianza de 95% basa-
do en la distribucion ¢ de Student (expresion 5.9 de la seccion 5.3). El limite de confianza
inferior es L = X} — 2.77657/\5 (observe que #, o5 = 2.776). El limite de confianza supe-
rior es U} = X} + 2.776s7/\5 . En la tabla 5.3 se presenta los resultados para las primeras diez
y la dltima muestras. La columna derecha contiene un “1” si L} << 5 < U7, en otras palabras,
si el i-ésimo intervalo de confianza contiene a la media verdadera de 5.
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TABLA 5.3 Datos simulados de la distribucion I'(2.5, 0.5)

~*

i X X X2 X3 X3 X s L' U L'<5<U
1 258 654 3.02 340 123 336 196 092 5.79 1
2 128 144 145 1022 417 371 383 -1.05 847 1
3 726 328 285 894 12.09 688 3.89 205 1172 1
4 611 381 706 1189 301 638 349 204 10.72 1
5 446 970 5.4 245 499 535 266 205 8.65 1
6 220 146 930 200 480 395 326 -0.09 7.99 1
7 7.7 1333 6.19 1031 849 9.0 2.83 559 1261 1
§ 197 181 413 128 516 287 168 078 495 0
9 365 198 819 720 381 497 261 172 821 1
10 339 231 1.86 597 528 376 180 152 6.00 1
10000 7.30 7.21 1.64 354 341 462 252 149 775 1

Nueve de los diez primeros intervalos de confianza contienen la media verdadera. Asi
que si se basaran en los resultados de las diez primeras muestras, se estimaria la probabilidad
de cobertura del intervalo de confianza de 0.90. Por supuesto, diez muestras no son suficien-
tes. De las 10 000 muestras, la media verdadera estaba contenida en 9 205 de ellas. Por tan-
to, se estima la probabilidad de cobertura de 0.9205. Mientras que ésta es menor de 95%, no
es dramdticamente menor. Esta simulacién indica que el procedimiento ¢ de Student es bas-
tante fuerte; en otras palabras, que los intervalos de confianza basados en la distribucién ¢ de
Student contienen la media verdadera tan a menudo como la deben contener, incluso cuando
la poblacién es un poco diferente de la normal.

Si la poblacién se desvia mucho de la normal, el método ¢ de Student no funciona bien.

(Véase el ejercicio 8.)

Ejercicios para la seccion 5.8

1.

La presion de aire (en MPa) que entra en un compresor que
se mide de X = 8.5 * 0.2, y la que sale se mide de Y = 21.2
=+ 0.3. Por tanto, la presion intermedia se mide de P = \W
= 13.42. Suponga que X y Y provienen de poblaciones nor-
males y no tienen sesgos.

a) (A partir de qué distribuciones es apropiado simular los
valores X* y Y*?
b) Genere muestras simuladas de los valores X*, Y* y P*.

¢) Utilice el método de propagacion del error para calcular
la desviacion estandar de P. (Puede usar la muestra si-
mulada.)

d) Construya una gréfica de probabilidad normal para los
valores P*. ;Es razonable suponer que P estd aproxima-
damente normal distribuida?

e) Si es apropiado, use la curva normal para encontrar un
intervalo de confianza de 95% para la presién interme-
dia.

. La masa (en kg) de una muestra de tierra se mide de X =
1.18 = 0.02. Después la muestra es deshidratada en un hor-
no, la masa de la tierra deshidratada es de Y = 0.85 = 0.02.
Suponga que X y Y provienen de poblaciones normales y no
tienen sesgos. El contenido de agua de la tierra se mide de
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a) ;Con cudl distribucion es adecuado simular los valores
de X*y Y*?

b) Genere muestras simuladas de valores X*, Y*y W*.

¢) Use el método de propagacion del error para calcular la
desviacion estandar de W (puede usar la muestra simu-
lada).

d) Construya una gréfica de probabilidad normal para los
valores de W*. ;Es razonable suponer que W estd distri-
buida normalmente?

e) Si es apropiado, utilice la curva normal para encontrar
un intervalo de confianza de 95% para el contenido de
agua.

. Un estudiante mide la aceleraciéon A de un carro que se es-
td moviendo hacia abajo de un plano inclinado midiendo el
tiempo T cuanto le toma al carro recorrer 1 m y usando la
férmula A = 2/T% Suponga que T = 0.55 = 0.01 s, y que
la medicién proviene de una poblacién de normal y no tie-
ne sesgos.

a) Genere una muestra simulada adecuada de valores de
A*. Es razonable suponer que A se distribuye normal-
mente.

b) Utilice el método de propagacion del error para calcular
la desviacion estandar de A. (Por otra parte, puede usar
la muestra simulada.)

¢) Sies adecuado, utilice la curva normal para encontrar un
intervalo de confianza de 95% para la aceleracién del
carro.

. La temperatura inicial de cierto recipiente se mide de 7, =
20°C. La temperatura ambiental se mide de 7, = 4°C. Un
ingeniero utiliza la ley de enfriamiento de Newton para cal-
cular el tiempo necesario para enfriar el recipiente a una
temperatura de 10°C. Tomando en cuenta las propiedades
fisicas del recipiente, este tiempo (en minutos) se calcula de

ToiTa
T=40In| ———
10-1T,

Suponga que las mediciones de temperatura 7, y 7, no tie-
nen sesgos y que provienen de poblaciones normales con
desviacion estdndar de 0.1°C.

a) Genere una muestra simulada adecuada de valores T*.
(Es razonable suponer que 7 estd distribuida normal-
mente?

b) Utilice el método de propagacion del error para calcular
la desviacion estandar de 7 (puede usar la muestra simu-
lada).

¢) Sies adecuado, utilice la curva normal para encontrar un
intervalo de confianza de 95% para el tiempo necesario
para enfriar el recipiente a una temperatura de 10°C.

. En el articulo “Occurrence and Distribution of Ammonium

in Iowa Groundwater” (K. Schilling, en Water Environment
Research, 2002:177-186), se midieron concentraciones de
amonio (en mg/l) en un gran nimero de pozos en Iowa. Es-
tas inclufan 349 pozos aluviales y 143 pozos cuaternarios.
Las concentraciones en los pozos de aluviales promediaban
0.27 con una desviacién estandar de 0.40, y aquellos en los
pozos cuaternarios determinaron el promedio de 1.62 con
una desviacion estandar de 1.70. Debido a que estas desvia-
ciones estandares estdn basadas en muestras grandes, supon-
ga que son despreciables a diferencia de las desviaciones
estdndares poblacionales. Una estimacién para la razén de
la media de la concentracién en pozos cuaternarios con la
media de la concentracién en pozos aluviales es R =
1.62/0.27 = 6.00.

a) Puesto que las medias muestrales 1.62 y 0.27 estan ba-
sadas en muestras grandes, es razonable suponer que
provienen de poblaciones normales. ;Qué distribucion
se aproxima a la distribucién de la media muestral de
concentracién de pozos aluviales, N(0.27, 0.402) [
N(0.27, 0.402/349)? (Qué distribucién se aproxima a la
distribucién de la media muestral de concentracion de
pozos cuaternarios, N(1.62, 1.70%) 0 N(1.62, 1.70%/143)?
Explique.

b) Genere una muestra simulada de las medias muestrales
y de las proporciones de las medias muestrales. ;jEs ra-
zonable suponer que la proporcién R estd distribuida
normalmente?

c) Utilice el método de la propagacion del error para esti-
mar la desviacion estdndar de R (puede usar la muestra
simulada).

d) Sies adecuado, utilice la curva normal para encontrar un
intervalo de confianza de 95% para la proporcion de las
medias de las concentraciones.

. En el ejemplo 5.20 (de la seccién 5.3) se presentaron las

mediciones siguientes para la fuerza compresiva cilindrica
(en MPa) para 11 vigas:

3843 3843 3839 3883 3845 3835
38.43 3831 3832 3848 38.50

Se generaron 1 000 muestras de estimacién bootstrap a partir
de estos datos, y las medias muestrales de estimacion bootstrap
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se arreglaron en orden. Denotando al valor mds pequefio
con Y, el segundo mds pequefio como Y,, y asi sucesiva-
mente, siendo el mds grande Y, (. Suponga que Y,5 =
38.3818, Y, = 38.3818, Y50 = 38.3909, Ys5; = 38.3918,
Yoso = 38.5218, Yo5; = 38.5236, Y475 = 38.5382 y Y76 =
38.5391.

a) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 95% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 1 como se describe en la p. 358.

b) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 95% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 2, como se describe en la p. 358.

¢) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 90% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 1, como se describe en la p. 358.

d) Calcule un intervalo de confianza de estimacion boots-
trap de 90% para la media de la fuerza compresiva,

usando el método 2, como se describe en la p. 358.

~

. Con referencia al ejercicio 6.

a) Genere 1 000 muestras de estimacion bootstrap de estos
datos. Determine los percentiles 2.5 y 97.5.

b) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 95% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 1, como se describe en la p. 358.

¢) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 95% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 2, como se describe en la p. 358.

. Este ejercicio contintia con el estudio de la fortaleza del mé-
todo ¢ de Student para construir intervalos de confianza. La
siguiente figura muestra gréficas de las funciones de densi-
dad de probabilidad para la distribucién de N(0, 1), la dis-
tribucién lognormal con w = 1y ¢ = 025, y la
distribucién gamma con r = 0.5 y A = 0.5 (esta tltima tam-
bién se conoce como distribucion Ji-cuadrada con un grado
de libertad). Para cada una de estas distribuciones, genere
10 000 muestras de tamafio 5, y para cada muestra calcule
los limites superior e inferior de un intervalo de confianza
de 95% con el método ¢ de Student. [Si fuera necesario, es
posible calcular valores aleatorios lognormal y gamma a
partir de valores aleatorios de la normal. Especificamente,
calcule un valor X de una distribucién de lognormal con
w=1y0o*=0.25, genere Y ~ N(1,0.25) y calcule X = ¢".
Para generar un valor de X a partir de una distribucién gam-
macon r = 0.5y A = 0.5, genere Y ~ N(0, 1) y calcule a
X =7

04+

03}

021

0.1F

1
-4 -3-2 -1 0 1 2 3 4
Distribucién normal con
n=0, o2=1

04r

02F

0.1+

0 1 1 1 L
0 2 4 6 § 10 12

Distribucién lognormal con
pn=1, 02=0.25

0.5+

1 2 3 4

Distribucién gamma con
r=05yA=0.5

oF
W

a) La media verdadera de la distribucién N(0O, 1) es 0. Con
base en los resultados de simulacion, estime la probabi-
lidad de cobertura (proporcién muestral para las que el
intervalo de confianza contiene la media verdadera) pa-
ra muestras de tamafio 5 de la distribucién N(O, 1). (En
virtud de que los supuestos subyacentes del método 7 del
estudiante se satisfacen aqui, su respuesta debe ser muy
cercana a 95%.)
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b) Lamedia verdadera de la distribucién lognormal con o = 1,
o = 0.25 es 3.0802. Con base en los resultados de simu-
lacién, calcule la probabilidad de cobertura (la propor-
cién de muestras para las que el intervalo de confianza
contiene a la media verdadera) para muestras de tamafo
5 de la distribucién lognormal con . = 1, o> = 0.25.

¢) Lamedia verdadera de la distribucién gamma con r» = 0.5
y A = 0.5 es 1. Con base en los resultados de simulacion,
calcule la probabilidad de cobertura (la proporcién de
muestras para las cuales el intervalo de confianza con-
tiene a la media verdadera) para muestras de tamafio 5
de la distribucién gamma con r = 0.5y A = 0.5.

. Este gjercicio estd disefiado para comparar el desempeifio del
intervalo de confianza de Agresti-Coull para una proporcién
(expresion 5.5 en la p. 316) con la del intervalo de confian-
za tradicional (expresion 5.8 en la p. 319). Se usardn tama-
flos muestrales de n = 10, n = 17, y n = 40, con p = 0.5.

a) Genere 10 000 observaciones X}, cada una de una distri-
bucién binomial con n = 10y p = 0.5. Para cada obser-
vacion, calcule los limites superior e inferior tanto para
el intervalo de confianza de Agresti-Coull de 95% como
para el tradicional. Para cada intervalo de confianza, cal-
cule su longitud (limite superior-limite inferior). Utilice
los datos simulados para calcular la probabilidad de co-
bertura y la media del ancho tanto para el intervalo de
confianza de Agresti-Coull como para el tradicional.

b) Repita el inciso a), usando n = 17.
¢) Repita el inciso a), usando n = 40.
d

~

El desempeiio del intervalo de confianza tradicional no
mejora regularmente conforme el tamafio muestral au-
menta; en lugar de eso oscila, por lo que la probabilidad
de cobertura puede ser mejor para una muestra mas peque-
fla que para una mds grande. Compare las probabilida-
des de cobertura con el método tradicional para tamafios
muestrales de 17 y de 40. ;Sus resultados confirman es-
te hecho?

e) (Para qué tamafios muestrales el intervalo Agresti-Coull
tiene mayor probabilidad de cobertura que con el tradi-
cional? ;jPara qué tamafios muestrales son las probabili-
dades de cobertura casi iguales?

f) Otras cosas seran iguales, un intervalo de confianza mas
angosto es mejor que uno mas amplio. ;Qué método pro-

duce intervalos de confianza con media del ancho mas
angosta?

10. Un método general para encontrar un intervalo de confian-

za para la diferencia entre dos medias poblacionales norma-
les estd dado por la expresion (5.21) en la p. 341. Se puede
usar un método combinado cuando se sabe que las varian-
zas de las poblaciones son iguales y estd dado por la expre-
sién (5.22) en la p. 343. Este ejercicio estd diseiiado para
comparar las probabilidades de cobertura de estos métodos
bajo una variedad de condiciones.

a) Seany =10, ny =10, 0x =1y oy = 1. Genere 10 000
pares de muestras: X7;, . . ., XJ,, de una distribucién
N, o3),y Vi, . .., Yi, de distribucién N(0, o3). Para
cada par de muestras, calcule un intervalo de confianza
de 95% con el método general, y otro de 95% utilizan-
do el método combinado. Observe que cada poblacion
tiene media 0, por lo que la diferencia verdadera entre
medias es 0. Estime la probabilidad de cobertura para
cada método calculando la proporcién de intervalos de
confianza que contienen al valor verdadero 0.

b) Repita el inciso a), utilizando ny = 10, ny = 10, oy =1
yoy=>5.

¢) Repita el inciso a), utilizando ny = 5, ny = 20, 04y =1y
oy =5.

d

~

Repita el inciso a), utilizando ny = 20, ny = 20, oy =1
yoy=>5.

e) La probabilidad de cobertura para el método general es
diferente de 95% en cualesquiera de las condiciones de
los incisos a) al d)? (Esto no se debe hacer.)

f) Con base en los resultados de los incisos a) al d), ;bajo
qué condiciones el desempefio del método combinado
seria mas malo?

i) Cuando los tamafios muestrales son iguales y las va-
rianzas son diferentes.

ii) Cuando tanto los tamafios muestrales como las va-
rianzas son diferentes, y la muestra mds grande pro-
viene de la poblacién con la varianza mds grande.

iii) Cuando tanto los tamafios muestrales como las va-
rianzas son diferentes, y la muestra mas pequefia
proviene de la poblacién con la varianza mas grande.
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Ejercicios adicionales para el capitulo 5

1. Un bidlogo molecular estd estudiando la eficacia de una ¢) (Cuantos alambres se deben probar con el propésito de

enzima especial para digerir cierta secuencia de nucle6ti-
dos del ADN. Divide seis muestras de ADN en dos partes,
trata una parte con la enzima, y deja la otra parte sin tratar.
Después analiza utilizando una reaccién en cadena de po-
limerasa para contar el nimero de fragmentos de ADN que
contienen la secuencia dada. Los resultados son los si-
guientes:

Muestra
1 2 3 4 5 6

11 14
16 27

12 30
10 40

Enzima presente 22 16
Enzima ausente 43 34

Determine un intervalo de confianza del 95% para la dife-
rencia entre la media de los nimeros de fragmentos.

. Con referencia al ejercicio 1, otra bi6loga molecular repite
el estudio con un disefio diferente. Toma 12 muestras de
ADN, y después elige seis aleatoriamente para tratarlas con
la enzima y seis permanecen sin tratamiento. Los resultados
son los siguientes:

12
23

15
39

14 22 22 20
37 18 26 24

Enzima presente:

Enzima ausente:

Determine un intervalo de confianza de 95% para la dife-
rencia entre la media de los nimeros de fragmentos.

. El articulo “Genetically Based Tolerance to Endosulfan,
Chromium (VI) and Fluoranthene in the Grass Shrimp Pa-
laemonetes pugio” (R. HarperArabie, Tesis de doctorado,
Escuela de Minas, de Colorado, 2002) informa que de 1 985
huevos producidos por el langostino en el sitio Diesel Creek
en Charleston, Carolina del Sur, 1 919 incubaron, y en el sitio
de Shipyard Creed, también en Charleston, de 4 561, 4 988
incubaron. Determine un intervalo de confianza de 99% pa-
ra la diferencia entre las proporciones de huevos que se in-
cubaron en los dos sitios.

. Se hicieron mediciones de resistencia en una muestra de 81

alambres de cierto tipo. La media muestral de resistencias
era de 17.3 mQ y la desviacion estandar era de 1.2 mQ.

a) Determine un intervalo de confianza de 98% para la me-
dia de la resistencia de este tipo de alambre.

b) (Cudl es el nivel del intervalo de confianza (17.1, 17.5)?

10.

que un intervalo de confianza de 98% especificard la
media dentro de = 0.1 mQ?

Una muestra de 125 piezas de hilo tuvo una media de fuer-
za de ruptura de 6.1 N y una desviacién estandar de 0.7 N.
Se hizo un nuevo grupo de hilo, usando nuevas materias pri-
mas de un distribuidor diferente. En una muestra de 75 pie-
zas de hilo del nuevo grupo, la media de la fuerza de ruptura
era de 5.8 N y la desviacion estandar de 1.0 N. Encuentre
un intervalo de confianza de 90% para la diferencia en la
media de la fuerza de ruptura entre los dos tipos de hilos.

Con referencia al ejercicio 5 se muestrean mds piezas de hi-
lo con el fin de mejorar la precisién del intervalo de con-
fianza. ;Cudl incrementaria mas la precisién: muestrear 50
piezas mas de hilo del grupo viejo, 50 piezas mas prove-
nientes del nuevo grupo, o 25 piezas mas de cada uno de los
grupos?

La fuga de tanques de combustible subterraneos ha sido una
fuente de contaminacion del agua. En una muestra aleatoria
de 87 estaciones de gasolina, se encontré que 13 tenfan al
menos un tanque subterraneo con fuga.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la pro-
porcidn de estaciones de gasolina con, por lo menos, un
tanque subterraneo con fuga.

b) ;Cuantas estaciones se deben muestrear para que un in-
tervalo de confianza de 95% especifique la proporcién
dentro de = 0.03?

Un nuevo catalizador estd siendo investigado para el uso en
la produccién de un plastico quimico. Se producen diez gru-
pos del producto quimico. La media de la produccién de los
diez grupos es 72.5% y la desviacion estandar es 5.8%. Su-
ponga que las producciones son independientes y normal-
mente distribuidas. Encuentre un intervalo de confianza de
99% para la media de la produccién cuando se usa un nue-
vo catalizador.

Se calculan tres intervalos de confianza para la media de la
fuerza de corte (en ksi) de pernos de anclaje de un tipo da-
do, todos de la misma muestra. Los intervalos son (4.01,
6.02), (4.20, 5.83) y (3.57, 6.46). Los niveles de los interva-
los son 90, 95 y 99%. ;Qué intervalo tiene cada nivel?

Se realiza una encuesta en la que a una muestra aleatoria de
residentes en cierta ciudad se les preguntara si estan en fa-



11.

12.

13.

14.

vor o se oponen a la construccion de un nuevo estaciona-
miento en el centro. ;A cudntos residentes se les debe pre-
guntar para asegurar que un intervalo de confianza de 95%
para la proporcion que favorece la construccion especifica
que proporcion esta dentro de =0.05?

En el articulo “Groundwater Electromagnetic Imaging in
Complex Geological and Topographical Regions: A Case
Study of a Tectonic Boundary in the French Alps” (S. Hou-
tot, P. Tarits y colaboradores, Geophysics, 2002:1048-
1060), se midi6 el pH para varias muestras de agua en
diferentes localizaciones cerca del lago Gittaz en los Alpes
franceses. Los resultados para 11 localizaciones en el lado
norte del lago y para seis localizaciones en el lado sur son
las siguientes:

Lado norte: 8.1 82 81 82 82 74
73 74 81 81 79
Lado sur: 78 82 79 79 8.1 8.1

Determine un intervalo de confianza de 98% para la dife-
rencia en pH entre el lado norte y el sur.

Los policlorobifenilos (PCB) son un grupo de quimicos sin-
téticos parecidos al aceite que fueron en un tiempo amplia-
mente usados como aislantes de equipo eléctrico y se
descargaban en rios. Se descubrié que presentaban un riesgo
para la salud y se prohibieron en la década de 1970. Desde
entonces se ha dedicado mucho esfuerzo para dar segui-
miento a las concentraciones de PCB en canales navega-
bles. Suponga se estdn extrayendo muestras de agua de un
canal navegable con el fin de calcular la concentracion de
PCB.

a) Suponga que una muestra aleatoria de tamafio 80 tiene
una media muestral de 1.69 ppb y desviacion estandar
muestral de 0.25 ppb. Determine un intervalo de con-
fianza de 95% para la concentracion de PCB.

b) Calcule el tamafio muestral necesario con el propdsito
de que un intervalo de confianza de 95% especificara
que la media poblacional estd dentro de +0.02 ppb.

Se calcula un intervalo de confianza de 90% para una me-
dia poblacional basada en 144 observaciones de (2.7, 3.4).
(Cudntas observaciones se debe hacer para que dicho inter-
valo de confianza de 90% especificara la media dentro de
+0.2?

Se extrae una muestra de 100 componentes, y un intervalo
de confianza de 95% para la proporcién de componentes
defectuosos especifica esta proporcién dentro de =0.06. Pa-
ra obtener una estimacion mds precisa del nimero de com-

15.

16.
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ponentes defectuosos, el tamafio muestral se incrementara a
400, y el intervalo de confianza sera nuevamente calculado.
(Cuadl sera el ancho aproximado del nuevo intervalo de con-
fianza? Elija la mejor respuesta:

i) *0.015
i) =0.03
iii) =0.06
iv) £0.12
V) *0.24

Un metaltrgico hace varias mediciones de la temperatura de
fusion de cierta aleacion y calcula un intervalo de confianza
de 95% de 2 038 = 2°C. Suponga que el proceso de medi-
cién de la temperatura no esta sesgado. Verdadero o falso:

a) Hay una probabilidad de 95% de que la temperatura de
fusion verdadera esté en el intervalo 2 038 = 2°C.

b) Si el experimento fuera repetido, la probabilidad es de
95% de que la media de la medicién de ese experimen-
to estaria en el intervalo 2 038 = 2°C.

c¢) Si el experimento fuera repetido, y un intervalo de con-
fianza de 95% se calcula, hay una probabilidad de 95%
de que el intervalo de confianza contendria al punto de
fusién verdadero.

d) Si se hubiera hecho una medicién mas, la probabilidad
es de 95% de que estaria en el intervalo 2 038 = 2°C.

En un estudio de tiempos de vida de componentes electro-
nicos, una muestra aleatoria de 400 componentes es evalua-
do hasta que dejan de funcionar. La media muestral de los
tiempos de vida era de 370 horas y la desviacion estandar
era de 650 horas. Verdadero o falso:

a) Un intervalo de confianza de 95% aproximado para la
media de los tiempos de vida de este tipo de componen-
te es de 306.3 a 433.7 horas.

b) Aproximadamente el 95% de los componentes de la
muestra tenia tiempos de vida entre 306.3 y 433.7 horas.

¢) Si alguien toma una muestra aleatoria de 400 compo-
nentes, divide la desviacién estdndar muestral de sus
tiempos de vida entre 20, y después suma y resta esa
cantidad a la media muestral, existe una posibilidad de
68% de que el intervalo asi construido contenga la me-
dia del tiempo de vida de este tipo de componente.

d) La tabla z no se puede usar para construir intervalos de
confianza aqui, porque los tiempos de vida de los com-
ponentes no siguen la curva normal.

e) (Aproximadamente 68% de los componentes tenia
tiempos de vida en el intervalo 370 = 650 horas?
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17. La temperatura de cierta solucion se calcula tomando mu-

18

19.

chas mediciones independientes y determinando el prome-
dio de ellas. El cdlculo aproximado es de 37°C y la
incertidumbre (desviacion estdndar) en esta estimacion es
0.1°C.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la
temperatura.

b) (Cudl es el nivel de confianza del intervalo 37 * 0.1°C?

c) Si sélo se habia hecho una pequena cantidad de medi-
ciones independientes, ;qué suposicion adicional seria
necesaria para calcular un intervalo de confianza?

d) Haciendo la suposicion adicional, calcule un intervalo
de confianza de 95% para la temperatura si hubieran he-
cho diez mediciones.

Cajas de clavos contienen 100 clavos cada una. Se extrae
una muestra de diez cajas, y cada una de las cajas es pesada.
El promedio del peso es de 1 500 g y la desviacion estandar
es de 5 g. Suponga que el peso de la caja misma es despre-
ciable, por lo que todo el peso es atribuible a los clavos en
la caja.

a) Sea i, la media del peso de una caja de clavos. Deter-
mine un intervalo de confianza de 95% para py,-

b) Sea . la media del peso de un clavo. Exprese a0

en funcion de i,
¢) Determine un intervalo de confianza de 95% para i j,yo-
Sea X el nimero de eventos que se observa que ocurren en
n unidades de tiempo o espacio, y suponga que X ~ Pois-
son(nA), donde A es la media del nimero de eventos que
ocurren en una unidad de tiempo o espacio. Suponga que X
es grande, por lo que X ~ N(nA, n)). Con los siguientes in-
cisos del @) al d) se deduce un intervalo de confianza de ni-
vel 100(1 — @)% para A. Después, en el inciso e), se le pide
que aplique el resultado encontrado en el inciso d).

a) Muestre que para una proporcién 1 — ¢ de todas las po-
sibles muestras, X — z,p0x < nh < X + z,p0x.

b)
<)

Sea A = X/n. Muestre que 03 = oy/n.

Concluya que para una proporcién 1 — « de todas las
muestras posibles, A — 7,003 < A < A + 7,003

d) Utilice el hecho de que 075 = V/’?:./_n para deducir una ex-
presién para un intervalo de confianza de nivel 100(1 —

)% para A.
e) Una muestra de 5 ml de cierta suspension contiene 300
particulas. Sea A la media del nimero de particulas por
ml en la suspension. Determine un intervalo de confian-

za de 95% para A.

20. Es necesaria la respuesta al inciso d) del ejercicio 19 para la

21.

22.

realizacion de este ejercicio. Un gedlogo cuenta 64 particu-
las emitidas en un minuto por cierta roca radiactiva.

a) Determine un intervalo de confianza de 95% para la ta-
sa de emisiones en unidades de particulas por minuto.
b) Después de cuatro minutos, se cuentan 256 particulas.
Determine un intervalo de confianza de 95% para la ta-
sa de emisiones en unidades de particulas por minuto.
¢) ¢Por cudntos minutos se debe contar los errores para que
el intervalo de confianza de 95% especifique la tasa den-

tro de una particula por minuto?

En un flujo de Couette, dos placas planas grandes caen una
encima de otra, separadas por una capa fina de fluido. Si se
aplica una fuerza de corte a la placa superior, la viscosidad
del fluido también produce movimiento en la placa inferior.
La velocidad V en la placa superior con respecto a la placa
inferior estd dada por V = 7h/u, donde 7 es la tension de
corte aplicada en la placa superior, / es el espesor de la ca-
pa de fluido y w es la viscosidad del fluido.

Suponga que u, iy T son medidos por separado y que
las mediciones no tienen sesgos y estan distribuidas normal-
mente. Los valores medidos son w = 1.6 Pa-s, h = 15 mm
y T = 25 Pa. Las incertidumbres (desviaciones estandares)
de estas mediciones son o, = 0.05, 0, = 1.0y o, = 1.0.

a) Utilice el método de la propagacién del error para cal-
cular V'y su incertidumbre oy,.

b) Suponiendo que la estimacién de V esté distribuida nor-
malmente, determine un intervalo de confianza de 95%
para V.

¢) Realice una simulacion para determinar si es o no vali-
do el intervalo de confianza encontrado en el inciso b).

Una muestra de siete bloques de concreto tenia su fuerza de
compresién medida en MPa. Los resultados fueron

1367.6 14115 13187 1193.6 14062

14257 15724

Diez mil muestras de estimacion bootstrap se generaron a
partir de estos datos, y las medias de la estimacién bootstrap
fueron arregladas en orden. Denotando a la media mds pe-
queiia por Y}, la segunda mds pequefia por Y,, y asi sucesi-
vamente, siendo la mds grande Y 4oo- Suponga que

Yoo = 12834, Y5 =12834, Y, = 12915,
Yio = 12915, Y, = 13055, Yy, = 13055,
Yso = 13185, Yy = 13185, Yos = 1449.7,
Yosor = 14497,  Yorso = 1462.1, You5 = 1462.1,
Yoooo = 14762, Yoop = 14762, Yoos0 = 14838y
Yoos; = 1483.8.
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a) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-  23. Con referencia al ejercicio 22.

trap de 95% para la media de la fuerza compresiva,

usando el método 1, como se describe en la p. 358. a) Genere 10 000 muestras de estimacion bootstrap de los
datos del ejercicio 22. Encuentre la media de estimacion
bootstrap en la muestra de los percentiles que se usan
para calcular un intervalo de confianza de 99 por ciento.

b) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 95% para la media de la fuerza compresiva,

usando el método 2, como se describe en la p. 358.
b) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-

trap de 99% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 1, como se describe en la p. 358.

¢) Calcule un intervalo de confianza de estimacién boots-
trap de 99% para la media de la fuerza compresiva,

usando el método 1, como se describe en la p. 358.
¢) Calcule un intervalo de confianza de estimacion boots-

trap de 99% para la media de la fuerza compresiva,
usando el método 2, como se describe en la p. 358.

d) Calcule un intervalo de confianza de estimacion boots-
trap de 99% para la media de la fuerza compresiva,

usando el método 2, como se describe en la p. 358.

~



Capitulo

Pruebas de hipdtesis

Introduccion

En el ejemplo 5.2 (seccién 5.1) una muestra de 50 microperforadoras tenfa un tiempo de vida
promedio de X = 12.68 huecos perforados con una desviacién estandar de s = 6.83. Sup6n-
gase que la cuestion principal es responder si la media poblacional w de los tiempos de vida
es o no mayor de 11. Esta cuestion se aborda cuando se examina el valor de la media mues-
tral X. Se nota que X > 11, pero debido a la incertidumbre en X no se garantiza que u > 11.
Nos gustaria conocer con qué certeza consideramos que w > 11. Un intervalo de confianza
no es todo lo que se necesita. En el ejemplo 5.2 se calcul6 un intervalo de confianza de 95%
para la media poblacional w de (10.79, 14.57). Este indica una confianza de 95% de que u es-
td entre 10.79 y 14.57. Pero el intervalo de confianza no indica directamente cudnta confian-
za se tiene de que w > 11.

El enunciado “p > 117 constituye una hipétesis acerca de la media poblacional w. Con
el propdsito de determinar cémo se logra la certeza de que una hipdtesis semejante es verda-
dera se debe realizar una prueba de hipotesis. Esta tltima produce un ndimero entre 0 y 1 que
mide el grado de certeza que se puede tener de la validez de una hipdtesis con respecto a una
cantidad, como una media o proporcién de la poblacién. Lo anterior da como resultado que
las pruebas de hipétesis estén estrechamente relacionadas con los intervalos de confianza. En
general, siempre que se pueda calcular un intervalo de confianza, se puede realizar una prue-
ba de hipdtesis, y viceversa.

6.1 Pruebas de hipotesis para la media poblacional
con muestras grandes

Se inicia con un ejemplo. Cierto tipo de motor de automévil emite una media de 100 mg de
6xidos de nitrégeno (NO,) por segundo con 100 caballos de fuerza. Se ha propuesto una mo-
dificacién al disefio del motor para reducir las emisiones de NO,. El nuevo disefio se produ-
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cird si se demuestra que la media de su tasa de emisiones es menor de 100 mg/s. Se constru-
ye y se prueba una muestra de 50 motores modificados. La media muestral de emisiones de
NO, es de 92 mg/s, y la desviacion estdndar muestral es de 21 mg/s.

La poblacién, en este caso, consta de las tasas de emisiones de los motores que serian
construidos si se fabricara este disefio modificado. Si no hubiera incertidumbre en la media
muestral, entonces se podria concluir que la modificacion reduciria las emisiones de 100 a 92
mg/s. Por supuesto, hay incertidumbre en la media muestral. La media poblacional en reali-
dad serd poco mayor o menor de 92.

Los fabricantes estdn preocupados de que los motores modificados no puedan reducir
todas las emisiones; es decir, que la media poblacional pudiera ser 100 o mayor. Quieren sa-
ber si esta preocupacién estd justificada. La pregunta, por tanto, es: ;Es factible que esta
muestra, con media de 92, pudiera provenir de una poblacién cuya media es 100 o mayor?

Este es el tipo de preguntas que las pruebas de hipGtesis estan disefiadas para respon-
der, y ahora se construird una prueba de hipétesis para responderla. Se ha observado una
muestra con media 92. Hay dos interpretaciones posibles de esta observacion:

1. La media poblacional es realmente mayor que o igual a 100, y la media muestral es menor
que ésta s6lo debido a la variacién aleatoria de la media poblacional. Por tanto, las emisio-
nes no bajaran si el nuevo disefio de producciones produce, y la muestra es engafiosa.

2. La media poblacional es en realidad menor que 100, y la media muestral refleja este he-
cho. Por tanto, la muestra representa una diferencia verdadera que se puede esperar si el
nuevo disefio se fabrica.

Estas dos explicaciones tienen nombres comunes. La primera se llama hipétesis nula. En la
mayoria de las situaciones, la hipdtesis nula establece que el efecto que indica la muestra es
atribuible solamente a la variacion aleatoria entre la muestra y la poblacién. La segunda se de-
nomina hipétesis alternativa. Esta hipétesis alternativa establece que el efecto que indica la
muestra es verdadero, ya que representa a toda la poblacion.

En este ejemplo, los fabricantes de motores estdn preocupados de que la hipétesis nula
pudiera ser verdadera. Una prueba de hipdtesis asigna una medida cuantitativa a la factibili-
dad de la hipétesis nula. Después de realizar una prueba de hipétesis, se podria decir a los fa-
bricantes, en términos numéricos, qué tan valida es su preocupacion.

Para hacer las cosas mds precisas, todo se expresa mediante simbolos. La hipétesis nu-
la se denota con H,,. La hipétesis alternativa se denota mediante H;. Como es usual, la media
poblacional es w. Por tanto, se tiene,

Hy =100 contra H;:p <100

Esencialmente, para realizar una prueba de hipdtesis se pone la hipdtesis nula en juicio. Se
empieza suponiendo que H, es verdadera, de la misma manera como se empieza un juicio ba-
jo el supuesto de que un acusado es inocente. La muestra aleatoria proporciona la evidencia.
La prueba de hipétesis implica medir la fuerza del desacuerdo entre la muestra y H,, para pro-
ducir un nimero entre 0 y 1, llamado P-valor. Este mide la factibilidad de H,. Entre menor
sea el P-valor, mas fuerte serd la evidencia en contra de H,. Si el P-valor es suficientemente
pequeiio, se puede estar dispuesto a abandonar la suposicion de que H, es verdadera y creer,
en su lugar, que H, es verdadera. Lo anterior se llama rechazar la hipdtesis nula.
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En este ejemplo, sean X, . . . , X5, las tasas de emisiones medidas de los 50 motores de
la muestra. El valor observado de la media muestral es X = 92. También se necesitard cono-
cer la desviacién estdndar muestral, que es s = 21. Se debe evaluar la factibilidad de H,, que
dice que la media poblacional es de 100 o mayor, dado que se ha observado una muestra de
esta poblacion, cuya media es solamente 92. Dicho procedimiento se realizard en dos pasos,
de la siguiente manera:

1. Se calculard a la distribucién de X bajo el supuesto de que H, es verdadera. Esta distri-
bucién se llama distribucién nula de X.

2. Se calculars el P-valor. Este es la probabilidad, bajo el supuesto que H,, sea verdadera, de
observar un valor de X, cuyo desacuerdo con H, sea al menos tan grande como el valor ob-
servado de 92.

Para realizar el paso 1, observe que X es la media de una muestra grande, asf que el teo-
rema del limite central especifica que proviene de una distribucion normal, cuya media es w
y su varianza es 0*/50, donde o es la varianza poblacional y 50 el tamafio de muestra. Se de-
ben especificar los valores para w y para o con el fin de determinar la distribucién nula. En
virtud de que se estd suponiendo que H,, es verdadera, se supone que x = 100. Esto tltimo
no proporciona un valor especifico para w. Se toma como el valor supuesto para w el valor
mds cercano a la hipdtesis alternativa H,, por razones que se explicardn posteriormente en es-
ta seccién. Por tanto, se supone que p = 100. No se conoce la desviacion estdndar poblacio-
nal o. Sin embargo, debido a que la muestra es grande, se puede aproximar a o con la
desviacioén estdndar muestral s = 21. Por tanto, se ha determinado que bajo H,, X tiene una
distribucién normal con media 100 y desviacién estandar 21/+/50 = 2.97. La distribucién
nula es X ~ N(100, 2.97%).

Abhora se estd listo para el paso 2. La figura 6.1 muestra la distribucién nula. El ndme-
ro 92 indica el punto de la distribucién correspondiente al valor observado de X. ;Qué tan fac-
tible es que un nimero muestreado de esta distribucion sea tan pequefio como 927 Lo anterior
se mide con el P-valor. Este constituye la probabilidad de que un ndmero extraido de la dis-
tribucion nula esté en desacuerdo con H, al menos tan intensamente como el valor observado
de X que de 92. Dado que H, especifica que la media de X es mayor que o igual a 100, los
valores menores de 92 estdn en desacuerdo mayor con H,. Por tanto, el P-valor es la proba-
bilidad de que un nimero extraido de una distribucién N(100, 2.972) sea menor o igual a 92.
Esta probabilidad se determina al calcular el puntaje z:

92 — 100
7= ——7-"=-2.69
2.97

De la tabla z, la probabilidad de que una variable aleatoria normal estdndar z sea menor
que o igual a —2.69 es 0.0036. El P-valor para esta prueba es 0.0036.

Como promete, el P-valor proporciona una medida cuantitativa de la factibilidad de H,,.
(Pero como se interpreta esta cantidad? La interpretacién adecuada es algo sutil. El P-valor
indica que si H, fuera verdadera, la probabilidad de extraer una muestra cuya media esté tan
lejos de H,, como el valor observado de 92 es solamente 0.0036. Por tanto, es posible una de
las siguientes dos conclusiones:
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B H,es falsa.

B H,es verdadera, lo que implica que de todas las muestras que pudieron haber extraido,
solamente el 0.36% tiene una media igual o mas pequefia que la muestra que en reali-
dad se extrajo. En otras palabras, la media muestral estd en 0.36% mads extremo de su
distribucion.

P =0.0036

92 100
z=—2.69

FIGURA 6.1 La distribucién nula de X es N(100, 2.97%). Por tanto, si H, es verdadera, la
probabilidad de que X tome un valor tan extremo o mds extremo que el valor observado de
92 es 0.0036. Este es el P-valor.

En la préctica, los eventos en el 0.36% mads extremo de sus distribuciones muy raramente ocu-
rren. Por tanto, se rechaza H,, y se concluye que los nuevos motores tendrdn emisiones menores.

La hipdtesis nula en este caso especifica solamente que w = 100. Suponiendo que H,
es verdadera, ;por qué se eligi6 el valor . = 100, que es el mds cercano a H,? Para dar una
prueba justa a la H, se debe evaluar en su forma mads factible. El valor mas factible para pu,
suponiendo que H,, sea verdadera, es el valor mds cercano a H,. Para observar lo anterior, vea
la figura 6.1. Suponga que se ha elegido un valor para u mayor a 100 para representar a H,,.
Entonces la distribucién nula tendria que estar corrida a la derecha. Esto dltimo causaria que
la media muestral de 92 esté atin més lejos en la cola. Entonces el P-valor tendria que ser atin
menor. Por tanto, entre los valores de w consistentes con H,, el mds cercano a H, tiene el
P-valor mayor, y, por tanto, es el mas factible. Por esta razén, cuando se supone que H, es
verdadera, siempre se utiliza el valor del pardmetro mds cercano a H; cuando se realiza una
prueba de hipdtesis.

Es natural preguntar qué tan pequefio debe ser el P-valor con la finalidad de rechazar
H,. Algunas personas usan la “regla del 5%”; ellas rechazan H,, si P = 0.05. Sin embargo, no
hay ninguna justificacién cientifica para ésta o cualquier otra regla. Esta cuestion se analiza
mds profundamente en la seccién 6.2.

Observe que dicho método usa el teorema del limite central. Por eso para que este mé-
todo sea valido, el tamafio muestral debe ser razonablemente grande, de 30 o mayor. En la
seccion 6.4 se presentan las pruebas de hipdtesis que algunas veces son vdlidas para muestras
pequenas.

Finalmente, observe que el cdlculo del P-valor se hizo al calcular un puntaje z. Por tan-
to, este puntaje se llama estadistico de prueba. Una prueba que usa un puntaje z como un es-
tadistico de prueba se denomina prueba z.

Hay muchas clases de pruebas de hipdtesis. Todas siguen una serie bdsica de pasos, que
se ilustran en el cuadro de la pigina siguiente.
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Pasos para la realizacion de una prueba de hipétesis

p—

. Defina Hy y H,.

. Suponga que H,, es verdadera.

3. Calcule un estadistico de prueba. Este constituye un estadistico que se usa para
evaluar la fuerza de la evidencia en contra de H,,.

4. Calcule el P-valor del estadistico de prueba. El P-valor es la probabilidad, supo-

niendo que H, es verdadera, de que el estadistico de prueba tenga un valor cuya

diferencia con H,, sea tan grande o mayor que el realmente observado. El P-valor

también se llama nivel de significancia observado.

N

El articulo “Wear in Boundary Lubrication” (S. Hsu, R. Munro y M. Shen, en Journal of En-
gineering Tribology, 2002:427-441) analiza algunos experimentos que implican diferentes lu-
bricantes. En un experimento, 45 bolas de acero, lubricadas con parafina purificada, estaban
sujetas a una carga de 40 kg a 600 rpm durante 60 minutos. El promedio de desgaste, medi-
do por la reduccién en el didmetro, era de 673.2 um, y la desviacion estandar era de 14.9 um.
Suponga que la especificacién para un lubricante es que la media del desgaste sea menor de
675 pm. Determine un P-valor para probar Hy: u = 675 contra H: u < 675.

Solucidon

Primero se traduce el problema al lenguaje estadistico. Se tiene una muestra aleatoria simple
X, . .., Xys de didmetros de desgaste. La media muestral y la desviacién estdndar son X =
673.2 y s = 14.9. La media poblacional es desconocida y se denota con w. Antes de entrar a
la construccién de la prueba, se indicard nuevamente que la idea bésica es la incertidumbre en la
media muestral. Si no hubiera incertidumbre se concluiria que el lubricante satisfaria la espe-
cificacién, ya que 673.2 < 675. La cuestion es si la incertidumbre en la media muestral es su-
ficientemente grande como para que pudiera ser factible que la media poblacional fuera tan
grande como 675.

Para realizar la prueba de hipétesis se siguen los pasos anteriores. La hipétesis nula es
que el lubricante no satisface la especificacién, y que la diferencia entre la media muestral de
673.2 y 675 es consecuencia de la aleatoriedad. La hipdtesis alternativa es que el lubricante
efectivamente satisface la especificacion.

Se supone que H, es verdadera, ya que la muestra se extrajo de una poblacién con